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Иррациональные числа.
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Великий и легендарный древнегреческий математик Пифагор называл эти числа математическими "зверями". Это иррациональные числа, то есть числа, которые не могут быть выражены через обыкновенную дробь.

 Существует легенда, что один из учеников Пифагора Гиппас забавлялся с числом "корень квадратный из 2", пытаясь как раз найти ему эквивалент из простой дроби. И Гиппас внезапно понял, что такого эквивалента не существует. Пифагор же определял все происходящее с помощью рациональных чисел, открытие иррациональных чисел разрушало его учение о гармонии мира. Сейчас бы сказали - Пифагор потерял смысл существования. Поэтому, не сумев опровергнуть аргументацию Гиппаса с помощью математической логики, Пифагор приговорил Гиппаса к смерти через утопление. 

Первоначально открытие иррациональных чисел связано с открытием несоизмеримости диагонали квадрата, с его стороной. Одни приписывают данное открытие Пифагору, другие некоторым другим пифагорейцам 5 в.д.н.э. Хранили это открытие в страшной тайне – как бы смуты не вышло! В это открытие посвящались только наиболее психически устойчивые и проверенные ученики, а истолковывалось оно как отвратительное явление, нарушающее гармонию мира. Но нужда и война заставили человечество учиться решать алгебраические уравнения не только первой степени с целыми коэффициентами. После Галилея снаряды стали летать по параболам, после Кеплера планеты полетели по эллипсам, механика и баллистика стали точными науками, и везде нужно было решать и решать уравнения, корнями которых являлись иррациональные числа. Поэтому с существованием иррациональных корней алгебраических уравнений пришлось смириться, какими бы отвратительными они не казались.

 
“Современное” доказательство иррациональности 
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 есть уже у Аристотеля. Доказательство иррациональности 
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 принадлежит Теодору из Нирены. Общее учение об иррациональности создал Теэтет (ученик Теодора). Возможно, и терминология в теории иррациональности введена Теодором. Целое рациональное число называлось ariumoz; отношение отрезков, т.е. любое действительное число, logoz. Греческое слово alogioz  “не имеющее отношение”, таким образом “относилось не к иррациональному числу, а тем величинам, отношение которых выражалось иррациональным числом”. Современный термин появился как буквальный перевод греческого и образован из латинского in (ir)- отрицание и ratio-“отношение”. Термин ввел Штифель. До этого иррациональные числа называли “глухими”, “безгласными”- “surdi”.

Иррациональные числа обрели права гражданства в математике только после смерти Пифагора, они не могут быть точно выражены ни целыми числами, ни арифметическими дробями, а представляются бесконечными и непериодическими десятичными дробями. Означаются особыми знаками (радикалами) или буквами (е, π ). Полная, превосходная по своей строгости теория иррациональных чисел, или, что одно и то же, несоизмеримых отношений, существовала уже у греков и изложена Эвклидом в V-й книге его "Начал". В настоящее время пользуются известностью взгляды гейдельбергского профессора Кантора.

Введение иррациональных чисел означало гигантский прорыв в математике. Математики получили возможность бросить взгляд за пределы целых чисел и обыкновенных дробей, оглядеться и открывать или, быть может, изобретать новые числа. По словам математика XIX века Леопольда Кронекера: «Бог создал целые числа; все остальное дело рук человеческих».

Самым замечательным иррациональным числом по праву считается число π. В школе его иногда заменяют приближенным значением 
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 или 3,14. Истинное значение π ближе к 3,14159265358979323846, но и эта длинная десятичная дробь — не более чем приближение к истинному значению числа π. В действительности же число π невозможно точно представить в виде десятичной дроби, так как десятичная дробь получается, бесконечной и в распределении цифр нет никакой закономерности.

Иррациональное число - это вещественное число, которое не является рациональным. Геометрически иррациональное число выражает собой длину отрезка, несоизмеримого с отрезком единичной длины. О существовании несоизмеримых отрезков знали уже древние математики: им была известна, например, несоизмеримость диагонали и стороны квадрата, что равносильно иррациональности числа 
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.

Множество иррациональных чисел обычно обозначается [image: image7.png]


. Таким образом
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Свойства:
· Всякое вещественное число может быть записано бесконечной десятичной дробью, при этом иррациональные числа и только они записываются непериодическими десятичными дробями; 

· Иррациональные числа определяют Дедекиндовы сечения в множестве рациональных чисел, у которых в нижнем классе нет наибольшего, а в верхнем нет наименьшего числа; 

· Каждое трансцендентное число является иррациональным. 

· Каждое иррациональное число является либо алгебраическим, либо трансцендентным; 

· Множество иррациональных чисел всюду плотно на числовой прямой: между любыми двумя числами имеется иррациональное число; 

· Множество иррациональных чисел несчётно, является множеством второй категории.
Задача. Доказать, что число 
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 является иррациональным числом.

Решение.
Предположим, что 
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 - рациональное число и 
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 - несократимая дробь. Тогда  
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image14.wmf]Û
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Из этого равенства следует, что, так как правая его часть делится на 2, то и его левая часть делится на 2. Значит, и число m делится на 2. 
Другими словами существует такое целое число 
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Но тогда 
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Однако из последнего равенства аналогично следует, что число 
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 делится на 2. Последнее обстоятельство приводит к противоречию, так как числа m и n не могут быть одновременно чётными (по предположению, дробь 
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 несократима). Значит, не существует такого рационального числа, которое равно 
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.
Аналогично предлагается доказать иррациональность чисел:
Любое иррациональное число можно записать в виде бесконечной непериодической дроби, и любая непериодическая дробь является иррациональным числом.
Числа, которые не являются рациональными, то есть не являются ни целыми, ни представимыми в виде дроби вида 
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, где m – целое число, а n – натуральное, называются иррациональными.
Множества рациональных и иррациональных чисел вместе составляют множество действительных чисел. 

Изученные множества чисел обозначаются следующим образом:

· [image: image192.wmf]2

– множество натуральных чисел; 

· [image: image193.wmf]5

–множество неотрицательных целых чисел (расширенный ряд натуральных чисел); 

· [image: image194.wmf]5

– множество целых чисел; 

· [image: image195.wmf]2

– множество рациональных чисел; 

· [image: image196.wmf]7

– множество иррациональных чисел; 

· [image: image197.wmf]8

– множество действительных чисел. 
Чтобы сравнить два иррациональных числа, нужно оба этих числа возвести в одну и ту же степень, преобразующую их в рациональные числа.
Пример 1
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Пример 2
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4( 5,значит, 
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Пример 3
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Пример 4
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81(84, значит, 
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Пример 5
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Пусть 
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Пример 6
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Пусть 
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729(22800 – неверно, следовательно, наше предположение неверно, значит,
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Пример 7
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Пусть
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Пример 8
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Для самостоятельного решения предлагается сравнить:
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Чтобы избавиться от иррациональности в  знаменателе дроби, нужно числитель и знаменатель домножить на одно и то же число.
Пример 1
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Пример 2
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Пример 3
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Пример 4
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Пример 5
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Для самостоятельного решения предлагаются следующие задания:
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Рассмотрим преобразование выражений, содержащих «сложные радикалы».

Пример 1
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Ответ: 
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Пример 2
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Ответ: 
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Пример 3
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Ответ: 4
Пример 4
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Ответ: 6
Пример 5
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Для самостоятельного решения предлагаются следующие задания:
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Геометрическая интерпретация иррациональных чисел.
При решении геометрических задач на построение может возникнуть необходимость использовать отрезки, длины которых выражены иррациональными числами. Для таких построений нужны циркуль и линейка.
Пример 1.

Построить отрезок, длина которого 
[image: image182.wmf]2
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Используя теорему Пифагора, 
[image: image183.wmf]22
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Пример 2.

Построить отрезок, длина которого 
[image: image184.wmf]5


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	





Используя теорему Пифагора,
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Пример 3.

Построить отрезок, длина которого 
[image: image186.wmf]7


	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	









По теореме Пифагора 
[image: image187.wmf](
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Определение. Отрезок  XY  называется средним пропорциональным (или средним геометрическим) между отрезками AB и CD, если 
[image: image188.wmf]*
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Высота прямоугольного треугольника, проведенного из вершины прямого угла, есть среднее пропорциональное между отрезками, на которые делится гипотенуза этой высотой.

Пример 4.

Построить отрезок, длина которого 
[image: image189.wmf]10


Решение.


[image: image190.wmf]82*4
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Отложим последовательно отрезки длиной 2 и 4 единицы. Найдем середину полученного отрезка и построим окружность с центром в этой точке и радиусом, равным половине этого отрезка. Из конца первого отрезка восстановим перпендикуляр до пересечения с окружностью. Длина этого перпендикуляра равна 
[image: image191.wmf]8
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