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Открытые контрольно измерительные материалы, рекомендованные для подготовки к ЕГЭ, показали, как высоко поднялась планка требовательности к итоговой подготовке выпускника. Появился круг задач высокого уровня сложности, для решения которых необходимо значительно расширить  информированность учащихся по сравнению с уровнем, задаваемым учебниками по математике. Свой выбор мы остановили на заданиях с параметрами и их способах решения. К этому времени накопился достаточный материал по истории становления науки – математики. Это привело к мысли о разработке проекта, который мы и предлагаем вашему вниманию. В основу проекта взяли имя известного французского ученого Рене Декарта, которому принадлежит открытие аналитической геометрии. Именно это наследие Декарта позволяет современному школьнику интегрировать знания из курса алгебры и геометрии и через взаимопроникновение наук изучать, применять и разрабатывать методы решения задач алгебры средствами геометрии. Почему именно Декарт смог прийти к столь значительным открытиям? Хочется привести цитату  Ф. Энгельса: поворотным пунктом в математике была декартова переменная величина. Благодаря этому в математику вошли движение и диалектика и благодаря этому же стало немедленно необходимым дифференциальное и интегральное исчисление, которое тотчас и возникает и которое, в общем и целом завершено, а не изобретено, Ньютоном и Лейбницем. Знакомство с личностью самого ученого, сложностью нравов эпохи, в которой он жил, помогло понять ответ на этот вопрос. Очень интересным оказалось открытие для нас  философского наследия ученого. Познакомившись с содержанием работы «Рассуждение о методе познания», мы попробовали следовать его рекомендациям в разработке той части проекта, где речь шла об изучении методов решения математических задач (рассуждения от простого к сложному, подкрепление теоретических выкладок достаточным количеством практических примеров, детальный анализ ситуаций, направленный на инвариантность подходов к решению). Как руководитель хочу отметить, что это было,  прежде всего,  очень интересно. С другой стороны это узнавание было полезным мне и моим ученикам. Появилась возможность интегрировать знания из области истории, обществознания, математики.  Во время оформления работы, после проработки ее содержания,  учащиеся имели возможность проявить свое творчество в овладении средствами компьютерной технологии. Они научились работать в редакторе формул, применяя интерактивную программу для построения графиков уравнений и неравенств, овладели умением строить чертежи с изображением областей.  Следующий этап работы над проектом – подготовка презентации работы для выступления на научно практической конференции, что будет формировать опыт публичных выступлений, аргументированной защиты работы, наглядного представления работы, что невозможно без привлечения технических средств, а значит дальнейшего совершенствования в области ИКТ. Мы ставили своей целью выстраивание в структурную линию тех разнообразных задач, которые встречали ранее на занятиях элективного курса в ходе практических тренировок. Выбрав иллюстрационные задачи, мы их классифицировали и обобщили на уровне разработки алгоритмов для их решения.  Будем рады, если эта работа заинтересует читателей как дидактическое предложение. Все задачи, которые предлагаются для самостоятельного решения, нами решены и приведены к предложенному ответу.



В заключение хочется с определенной гордостью и признанием отметить, что  во многом реализация нашего замысла состоялась благодаря тому, что наша школа стала обладателем Гранта  приоритетного национального проекта «Образование».  Использование сети Интернет, работа на современных компьютерах, использование методической и учебной литературы, электронных обучающих программ – все это способствовало познанию нового, творчеству.

Руководитель работы – Василькова Надежда Максимовна.
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Биография Рене Декарта.

Рене Декарт родился в последний день марта 1596 года в маленьком городке Лаэ провинции Турень,  в не очень знатной, но зажиточной дворянской семье. Родился хилым, слабым ребенком. Через несколько дней умерла от чахотки мать. Но прикрепленная кормилица выходила Рене, сохранила ему жизнь и поправила его здоровье. Восьми лет Рене отдали на полное попечение в одну из лучших иезуитских коллегий, только что основанную под особым покровительством короля Генриха 4.

Впоследствии Декарт с благодарностью вспоминал о заботах воспитателей коллегии. Парадоксально, но именно иезуиты, учителя Декарта,  станут его заклятыми врагами: они будут преследовать его философское учение, не дадут работать не только на своей родине, но и в соседней протестантской Голландии. Основными предметами в коллегии были латынь, богословие и философия. С детства Декарт любил решать задачи,  все свободное время посвящал математике. К счастью Декарта, в школе обучали этому предмету. Занятия математикой в коллегии сам Декарт считал «безделками» и поэтому самостоятельно занялся более глубоким ее изучением. «Я отбросил специальное изучение арифметики и геометрии, - писал Декарт, - чтобы посвятить себя исследованиям в области универсальной математики. Но науки того времени не могли удовлетворить пытливый ум Декарта и привели его  к скептицизму. Лишь в математике находил он некоторое удовлетворение, но и здесь удивлялся, «как на такой основе твердости гранита не выстроено ничего возвышенного»

Разочарованный в школьной премудрости, Декарт решил не искать другой науки, кроме той, которую он мог найти в себе самом  или в книге вселенной.  И вот он,  в силу дворянских традиций, готовит себя к военной карьере. Посвящая много времени укреплению слабого здоровья посредством физических упражнений и учась владеть 
оружием  ( то его видят среди веселых кавалеров Парижа, ведущих праздный образ жизни;  то после встречи со своим школьным товарищем, математиком  и философом монахом Мерсенном, он вдруг тайком от родственников и собутыльников, сняв тихий домик в Сен - Жерменском предместье Парижа, занимается наукой; то он недовольный существующим политическим положением во Франции, надевает мундир голландского волонтера и начинает скитаться по Европе, участвуя в кровавых перипетиях только что начавшейся Тридцатилетней войны).  Военная судьба бросает его в Баварию, Богемию, под Прагу. Праздные стоянки на зимних квартирах в Баварии стали для Декарта временами напряженной работы мысли, приведшей к открытию основного метода, первым плодом которого была аналитическая геометрия.  Наконец, устав от сутолоки военной жизни , 25-летний  Декарт покидает армию. Но он не спешит на родину, волнуемую последними вспышками религиозной междоусобицы. В качестве путешествующего дворянина он появляется при дворцах Гааги и Брюсселя, едет в Италию. И только в 1625 году Декарт ненадолго возвращается в Париж.  Здесь он снова сходится с Мерсенном, круг его ученых друзей расширяется, и вместе с тем растет репутация философа. Друзья настаивают на обнародовании взглядов Декарта, ожидая от них переворота в философской системе. Но иезуиты выступают против философии Декарта, угрожают ему расправой и заставляют покинуть Францию. Декарт вынужден искать уединение в Голландии, где по его словам, в толпе деятельного голландского народа, «более заботящегося о своих делах и менее любопытного к чужим», он мог бы спокойно работать. В Голландии Декарт прожил в общей сложности около 20 лет, переезжая с места на место, открываясь только особенно близким друзьям. В Голландии Декарт целиком отдается научным занятиям по философии, математике, физике, астрономии, физиологии, издает свои знаменитые труды: «Правила для руководства ума», «Трактат о свете», «Метафизические размышления о первой философии»,  «Начала философии»,  «Описание человеческого тела», и другие. Наибольшую известность получила работа Декарта «Рассуждение о методе», вышедшая из печати в 1637 году. Но еще за 4 года до ее издания Декарт писал своему другу Мерсенну, что его труд окончен и он отложил его на время, чтобы внести позднее некоторые поправки, а затем опубликовать. Опасаясь преследований инквизиции, Декарт исключает  из своей работы, где это возможно, все, что может вызвать недовольство церкви. Изменилось и само название его труда. Теперь оно звучит так: «Рассуждение о методе, чтобы хорошо направить свой разум и отыскивать истину в науках. Кроме того, диоптрика, метеоры и  геометрия, которые являются приложением этого метода». Книга была написана не на латинском, а на французском языке. Автор стремился к тому, чтобы с его трудом могла знакомиться более широкая аудитория, которая, как пишет сам Декарт, «будет судить о моих мнениях лучше, чем те, кто верит только древним книгам».

Вокруг философского учения  Декарта возникают ожесточенные споры. Спорящие не скупятся на красочные эпитеты. Для одних он Архимед нашего века, Атлас вселенной, для других – Каин, бродяга, безбожник. Сами споры мало трогали ученого. Единственно чего он опасался – неодобрения со стороны могущественного ордена иезуитов. Декарт боялся преследования иезуитов. Даже в Голландии, куда еще не проникла рука ордена иезуитов, против Декарта стали выступать противники, преимущественного протестантские богословы, обвиняя его в материализме и атеизме. Хотя Декарт и не был атеистом, более того, в «Рассуждениях» он доказывал существование бога, и бессмертие человеческой души, тем не менее,  он признавал материю и движение. Именно против этого выступали богословы, ибо разгадали опасность декартовской философии для христианского учения. Декарт сделался мишенью для яростных нападок церковников. А впоследствии произведения Декарта были присуждены к сожжению, как еретические. Все эти смутные годы Декарт продолжал жить в Голландии, изредка посещая Францию, но всякий раз, не задерживаясь в ней надолго. Последний раз он был на родине в 1648 году. А 2 года спустя,  умер. Хотя, возможно мог бы прожить еще, не вмешайся в его судьбу взбалмошная представительница августейшего рода.

Как раз в то время Швецией правила 20 – летняя королева Христина. Молодая правительница обладала незаурядными способностями. Особенно ее интересовала философия Декарта. И королева решила пригласить ученого в Швецию. Не дождавшись согласия Декарта, она послала за ним адмиральский корабль, который доставил Декарта в 1649 году в Стокгольм. Декарт надеялся с приездом в Швецию спокойно заняться наукой, не боясь преследования церковников. Но приезд в эту северную страну для ученого стал роковым. Принятый с почетом, Декарт должен был ежедневно заниматься с королевой философией. Несмотря на зимние холода, уроки начинались всякий раз в 5 часов утра. Это было тяжело для Декарта, привыкшего к теплому климату. К тому же он так любил чуть ли не до полудня понежиться в постели. При этом Декарт был обязан усиленно работать над статусом организуемой королевой академии наук. Однажды, направляясь во дворец, Декарт простудился, началось воспаление легких, кровопускание, применявшееся в то время, не помогло, и 11 февраля 1640 года Декарта не стало.

Достижения в математике.
Декарт был разносторонне развитым человеком, именно поэтому математические исследования его тесно связаны с работами по философии и физике.

В «Геометрии» (1637год) Декарт впервые ввел понятие переменной величины и функции. Переменная величина – отрезок переменной длины и постоянного направления (текущая координата точки, описывающей своими движениями кривую) и как непрерывная числовая переменная, пробегающая совокупность чисел, составляющих координатный отрезок. Двоякий образ переменной обусловил взаимопроникновение геометрии и алгебры, к которому стремился Декарт. Алгебра Декарта в отличие от алгебры Виета, имеет всегда 1 основной элемент – линейный отрезок, операции над которым приводят опять таки к некоторому отрезку. Эти отрезки равносильны по свойствам действительных чисел. У Декарта действительное число – отношение длины отрезка к единичному, хотя сформулировал такое определение числа лишь Ньютон. Отрицательные числа получили у Декарта реальное истолкование в виде направленных координат. Декарт ввел общепринятые теперь знаки для переменных и искомых величин, для буквенных коэффициентов, а также степеней. Записи формул алгебры у Декарта почти не отличаются от современных. Большое значение для формулировок общих теорем алгебры имела запись уравнений, при которой в одной из частей стоит нуль. Декарт продолжил научные исследования свойств уравнений; сформулировал положение о том, что число действительных и комплексных корней уравнения равно его степени.

В аналитической геометрии, которую одновременно с Декартом разработал Ферма, основным достижением Декарта явился созданный им метод прямолинейных координат. В область изучения Декарт  включил «геометрические» линии, которые можно описать одним или несколькими непрерывными движениями шарнирных механизмов. Он установил, что степень уравнения кривой не зависит от выбора прямоугольной системы координат.

Другие области интересов Декарта.
Декарт уточнил закон Галилея об  инерции. «Тело, на которое не действуют никакие силы, будет двигаться равномерно и прямолинейно, а не по окружности».

Декарт также был выдающимся биологом. Он исследовал строение различных органов животных, а также строение их зародышей на различных стадиях развития. Декарт впервые попытался выяснить сущность непроизвольных и произвольных движений и описал схему рефлекторных реакций, в которых представлены центростремительная и центробежная части рефлекторной дуги.  Декарт считал рефлекторными многие вегетативные акты.

В круге вопросов философии, которые разрабатывал Декарт, первостепенное значение имел вопрос о методе познания. В учении о познании он был родоначальником рационализма.

Философское наследие Рене Декарта.

«После того как я употребил несколько лет

на такое изучение книги мира и попытался

приобрести некоторый запас опыта, я принял

 в один день решение изучить самого себя

 и употребить все силы ума, чтобы выбрать пути,

 которым я должен следовать…»

                               Прежде всего, следует сказать, что философское наследие Декарта не менее значимо в наше время, чем его естественнонаучные труды. Одной из определяющих Декарта как философа работ и является вышеозначенная, так как в ней представлена совокупность основных принципов рационализма в философии, философской обособленности разума, впервые исследованной именно этим ученым.

                               Итак,  рационализм. По Рене Декарту центральный пункт философского анализа – разум: мышление, рассудок – субъективные его стороны, а разумность, логический порядок вещей – объективные. Свой субъективизм с момента становления его философ рассматривает в « Собраниях, касающихся наук», где смело, судит о других по себе и обо всех науках с точки зрения одной лишь философии. Высказывая мнение о том, что в этой науке до его времени не было положений, которые не были бы предметом ожесточенных дискуссий, но которые, тем не менее, заимствовались другими науками как принципы, слагающие их фундамент, основоположник рационализма подводит нас к правилам своего метода, базой которых явилось субъективное отвержение исследователем всего, что было открыто до современной ему эпохи в различных областях познания мира. В этой части труда философа становится ясным и выбранный им путь самостоятельного обретения истин, причем здесь он подчеркивает обособленность своих идей, как бы говоря, что это путь познания – не единственный, и вовсе не призывает подражать себе, ведь, по его собственному высказыванию, и его убеждения могут быть ошибочными.

С прелюдий к «Основным правилам метода» чувствуется переход к объективным сторонам рационализма, что неудивительно, ведь именно отсюда и от означенных несколько позднее «правил» начинается поиск пресловутых истин, в котором субъективные решения, очевидно, недопустимы. Среди самих правил хотелось бы выделить первое, и, наверное, главное, определяющее понятие истины, как некоей очевидности, ясности того, что некоим образом не дает повода к сомнению. Далее, Декарт рассуждает о необходимости расположения мыслей в определенном порядке от простейшего и легко познаваемого до наиболее сложного; по представлениям ученого, нужны полные перечни и все охватывающие образы рассматриваемых трудностей для наилучшего их разрешения. Здесь следовало бы отметить особенную «предрасположенность» ученого к математике «из-за достоверности и очевидности доводов». Французский рационалист «дивится» тому, что на очень крепком фундаменте этой науки до15 – 17 веков не было воздвигнуто чего-то более возвышенного, нежели просто основы.

                  Отождествляя свой познавательный метод в некотором смысле с перестройкой помещения, а правила его – с намеченным планом этой перестройки, автор, как бог, намечает характер своего пути познания через некоторые правила морали,                               суть которых изложена в части третьей исследования.

                   В означенном смысле важнейшей и определяющей предстает духовная основа исследователя. Законы и обычаи Родины и господствующей религии для него непоколебимы. Между прочим, глубокая вера ученого в Бога красной нитью проходит через весь его труд. Далее, отвержение Декартом всяких крайностей, какой бы сути они не были, говорит об умеренной, усредненной позиции его в отношении большинства распространенных мнений. И здесь его принцип: «не принимай на веру ничего».

Второе и не менее значимое правило – оставаться настолько твердым и решительным в своих действиях, насколько это в принципе возможно для достижения истинных значений. И отсюда вся скрупулезность французского ученого, стремящегося познать все мелочи и частности рассматриваемого вопроса. В этом случае прямая дорога – направление исследования – некое постоянство, выбрав которое человек раз и навсегда определил свой путь познания.

                     Рене Декарт говорит, что «в полной нашей власти находятся только наши мысли». Эта точка зрения заставляет побеждать скорее себя, нежели судьбу, научиться изменять свои желания, не быть в их власти. И правда, именно эти-то желания, несвобода мышления зачастую ограничивают человека (хотя ему кажется, что это не так),  обесцвечивают его. Ученый посвящает свою жизнь совершенствованию своего разума и продвижению по избранному пути к истине, насколько это возможно.

Из правильности, истинности рассуждения автор в заключение этой части выводит и уверенность в приобретении при достижении этого всех добродетелей, а с ними – доступных благ.

                   Следующие главы « Рассуждения…» - опыт применения автором своего метода к достижению научных целей. Понятно, почему философ избрал объектом первого своего рассуждения основания метафизики, ведь это то, что хотя и познается после познания природы, но само по себе стоит выше ее (душа, Бог). Главное основоположение всего знания в этом исследовании – « я мыслю, следовательно, я существую» - непосредственная достоверность разумного сознания. Этот первый принцип искомой Декартом философии приводит его к мысли о том, что душу легче познать, чем тело.

Дальше ученый пишет: «…раз я сомневаюсь, значит, мое бытие не вполне совершенно». Размышляя о совершенстве, автор монографии подходит к объяснению сущности Бога, вершины познания этого совершенства. Замечательно, что цепочку своих доказательств философ сравнивает с познанием других наук. В геометрии, например, большая достоверность теорем, строится лишь на очевидности (аксиомы), относительности. Метод его познания в этом ракурсе аналогичен геометрическому.

                     Разум – главное действующее лицо в убеждении человека, а не его чувства, воображение.

                     В « Порядке физических вопросов» автор хочет «показать всю цепь других истин, которые вывел из первых» (основания учения о существовании высшего разума, души). При помощи изобретенного им метода философ показывает и рассказывает о результатах своей напряженной работы. Эти результаты, в общем-то, - это обобщенное состояние научных знаний того времени: основы астрономии (среди которых, например, «неподвижные звезды»), физики (природа света, а с ним – огня), и так далее. Но это не значит, что ничего нового среди открытий философа и математика не было, кроме того; «я не хотел из всего этого сделать вывод, что наш мир создан описанным мною способом», - пишет он. Ведь, как было сказано выше, это общее состояние неодушевленной среды, следствиями которых становятся, например, биологические выводы метода ученого. Это и особенности человеческой анатомии, и природы животных. В частности, здесь мы находим и объяснение движения сердца, связанного с ним кровотечения – не лишенное, впрочем, характерных для того времени особенностей – и, наконец, указано строение соответствующих внутренних органов (сердца, вен, артерий). Ясно, по соображениям Декарта, показана им разница между человеком и животным: способность человека к передаче мыслей с помощью речи, превосходство разума человека, главное же – отличие природы души животного от души человека, «специализация» некоторых «искусных» действий животных, в то время как человек способен к любым действиям в силу своей разумности. Уместно добавить также, что рассуждения Декарта подтверждаются им же соответствующими «очевидными» примерами. (О разуме человека, в частности: «люди, родившиеся глухонемыми и лишенные, подобно животным, органов, служащих другим людям для речи, обыкновенно сами изобретают знаки, которыми они объясняются с людьми…», в отличие от животных).

             Итак, много написано у нас о методе Рене Декарта, применявшегося им для достижения истинных познаний, и о познанном ученым. Но что же, по сути, «необходимо, чтобы продвинуться вперед в исследовании природы», а не оставаться в тупике после достижения определенной научной цели?

                 Во-первых, исследователи, по Декарту, должны понимать большую значимость практической философии в сравнении с умозрительной, ведь не одни только мысли составляют суть нашего познания, а и применение их на практике с целью подчинения природы людям.

                  Во-вторых, философ подчеркивает значимость опытов, ведь «они тем более необходимы, чем далее мы продвигаемся в знании». Опыты дают очевидность, но они же могут привести и к заблуждениям, поэтому «для начала лучше пользоваться теми, которые сами представляются нашим чувствам».

                  Третье: подчеркивается некая «ничтожность тех ученых, которые, достигнув неких  высших, как им кажется, познаний, останавливаются. Они подобны плющу, который не стремится подняться выше дерева (идеала), а, поднявшись до его вершины, нередко спускается вниз; ибо мне кажется также, что и эти опускаются, становясь в каком – то смысле менее знающими, чем были бы, воздержавшись от учения». Это – посредственные умы.

                 Четвертое: разум убедил в «истинности» истины – значит, исследователь совершил–таки открытие.

                 Пятое: один человек, имеющий большое время, для доступа и не отвлекаемый ни спорами, ни недоброжелателями, может при наличии всего вышеозначенного, сделать несравненно больше открытий, нежели группа исследователей, не имеющих достаточно свободного времени и вследствие сомнений, вызванных дискуссиями, например.

На наш взгляд, интерес работы состоит в том, что в ней предельно откровенно Декарт стремится познать прежде всего самого себя.

Работа во многом противоречива: усомнившись в истинности всего, что было открыто предшествующими учеными, а главное, в значимости (ибо не нашел ничего, что отвечало бы его запросам), Декарт пытается строить собственную систему научных объяснений окружающей действительности. Он явно преувеличивает возможности одной отдельно взятой, хотя и незаурядной, личности: об этих сомнениях не раз свидетельствуют строки работы. Побеждает субъективизм. Видимо, это произошло оттого, что Декарт действительно видел много шире своих современников. Именно это помогло сделать столь весомый вклад в развитие науки.

Обладая острым, пытливым умом, Декарт пытался обобщить закономерности проявлений природы в разных областях знаний. Об этом написаны труды.

Но,  будучи человеком, слишком придирчиво и трепетно относящимся к состоянию своего внутреннего мира, к тому, как поймут его современники (рассуждение о репутации), он находится в сомнении относительно опубликования своего труда. Из описания библиографов следует, что жестокость инквизиции и чувство страха остановили ученого осуществить публикацию своих трудов при жизни. Когда мы прочли  заключительную, шестую часть трактата Декарта, стало понятно, что все обстояло значительно сложнее. Здесь нет ни строки об опасениях ученого за свою жизнь. Репутация – вот предмет сомнений Декарта. С одной стороны, он продолжает сомневаться в истинности сделанных им открытий, ведь слишком непохожими они были на весь предшествующий опыт, и потому боится нанести вред будущему развитию науки, направив ее по ложному пути. Вместе с тем, очевидно желание принести пользу обществу, если сомнения ученого имеют хоть какую-то цену; он стремился оттачивать способы описания своих опытов, чтобы «те, к кому они попадут (после его смерти – прим. авт.), могли использовать их наилучшим образом». 

« Но я ни в коем случае не должен соглашаться на издание моих трудов при жизни, чтобы ни противоречия, ни споры, которые они могут вызвать, ни даже известность, которую они могли бы доставить, какая бы она ни была, не отняли у меня времени, которое я намерен посвятить собственному просвещению». 

И вновь противоречие, потому что в продолжение, рассуждений Декарт говорит о желании стать известным современникам, рассуждает о своем отношении к славе.

После прочтения биографии ученого, описанной исследователями его личности, и собственного обращения Декарта к потомкам, остро воспринимается дар предвидения ученого. Он пишет: «пользуюсь случаем просить наших потомков никогда не верить, когда им говорят, что та или другая мысль исходит от меня, и считать моим только то, что я сам обнародовал. Меня нисколько не удивляют те странности, которые приписываются древним философам, чьи сочинения до нас не дошли, и не считаю их от этого неразумными, так как они были лучшими умами своего времени, а полагаю, что их мысли плохо нам переданы. Это видно из того, что их последователи почти никогда не превосходили своих учителей. Я уверен, что самые страстные из нынешних последователей Аристотеля сочли бы себя счастливыми, будь у них такое же знание природы, какое было у него, даже при условии, что они никогда не превзойдут его в этом  отношении. Они подобны плющу, который не стремится подняться выше дерева, его поддерживающего, а, поднявшись до его вершины, нередко спускается вниз; ибо мне кажется также, что и эти опускаются, становясь в каком-то смысле менее знающими, чем были бы, воздержавшись от учения: не довольствуясь знанием того, что было вразумительно изложено автором, они хотят найти к тому же решение многих вопросов, о которых он ничего не говорит, а может быть, никогда и не думал». 

Последние строки работы: «Я всегда буду считать себя облагодетельствованным более теми, по чьей милости я беспрепятственно смогу пользоваться своим досугом, нежели теми, кто предложил бы мне самые почетные должности на свете».

Как не был свободен в средствах великий ученый для продолжения своих опытов, коль вынужден был отозваться на предложение королевы Христины! Он должен был потакать ее прихотям, возможно сиюминутному, модному тогда интересу к знаниям. Очень жаль, что таким коротким оказался жизненный путь ученого. Сложись иначе его судьба, возможно, он не был бы предшественником, а стал бы автором открытия интегрального и дифференциального исчислений.

И развитие науки и общества пошло бы в несколько иной хронологии?

Знакомство с первоисточником, прежде всего, следуя учению Декарта, максимально приближает к истинности толкования и понимания причин и следствий происходящего.

С точки зрения современности рекомендации хорошего психолога могли бы помочь разрешению многих внутренних переживаний ученого, освободили бы время для научных изысканий, позволили бы опереться на объединение усилий ученых того времени. Но нельзя забывать, что это была эпоха сложных нравов Средневековья, жестокости инквизиции.

Однако некоторые строки и советы Декарта так свежи и замечательно сформулированы, что хочется привести их ниже:

1)»Недостаточно иметь хороший ум, но главное – хорошо применять его»

2) «Кто берется давать наставления другим, должен считать себя искуснее тех, кого наставляет, и если он хоть в малейшем окажется несостоятельным, то подлежит порицанию».

3) «Полезно в известной мере познакомиться с нравами разных народов, чтобы более здраво судить о наших (но: кто тратит слишком много времени на путешествия, может в конце концов стать чужим своей стране, а кто слишком интересуется делами прошлых веков, обыкновенно сам становится несведущим в том, что происходит в его время)».

4) «Я мало ценил ту славу, которую мог приобрести незаслуженно».

5) «Я никоим образом не одобряю беспокойного и вздорного нрава тех, кто, не будучи призван ни по рождению, ни по состоянию к управлению общественными делами, неутомимо тщится измыслить какие-нибудь новые преобразования».

6) «Моим правилом было всегда стремиться побеждать скорее себя, чем судьбу, изменять свои желания, а не порядок, мира и вообще привыкнуть к мысли, что в полной нашей власти находятся только наши мысли и что после того, как мы сделали все возможное с окружающими нас предметами, то, что нам не удалось, следует рассматривать как абсолютно невозможное».

Применение аналитической геометрии к решению алгебраических задач.
Между алгебраическими и геометрическими задачами, между языком алгебры (языком формул) и языком геометрии (языком расстояний) существует неразрывная связь, ставшая со времен Декарта очевидной даже тем, кто не слишком искусен в математике. Ведь решение многих геометрических задач сводится к решению систем алгебраических уравнений.

Но менее заметны геометрические идеи, лежащие в основе решения ряда алгебраических задач: на вычисление наибольших и наименьших значений некоторых выражений, решение уравнений и неравенств. Это из-за того, что алгебраический язык является своего рода первым математическим языком, а геометрический язык – вторым.

Словарь.

	№
	Алгебраический язык
	Геометрический язык

	1.
	Числа и буквы
	Расстояние до координатных осей (координаты)

	2.
	Модуль разности двух чисел
	Расстояние между двумя точками координатной прямой

	3.
	Сумма квадратов двух чисел
	Квадрат расстояния между двумя точками координатной плоскости


Приведем несколько примеров, иллюстрирующих эту взаимосвязь:


[image: image1.wmf] 
1) «Перевод» с геометрического языка на алгебраический.

а) Расстояние от точки t числовой оси до точки –22 меньше 5.
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б) Расстояние от точки М прямой y=3x-2 до оси абсцисс в 5 раз больше расстояния до оси ординат.
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в) Расстояние от точки М (p;n) окружности с центром А(-2;-4) и радиусом 2 до точки          Р (а;b) окружности с тем же центром и радиусом 6 равно 8.
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 EMBED Equation.3  [image: image5.wmf](
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г) Сумма расстояний от точки М  прямой y=2x-1 до точек P (3;4) и Е(-1;1) равно 5.
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 2) «Перевод» с алгебраического языка на геометрический.

а) Решить уравнение:
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Найти все значения х числовой оси, расстояние от каждой из которых до точки 5 в 2 раза больше расстояния до точки 3.

б) Найти наименьшее значение функции: 


[image: image8.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image9.wmf](
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На прямой у=2х найти точку, сумма расстояний от которой до точек (-2; -1) и (3;-5) минимальна.

в) Найти все значения а, при каждом из которых система имеет единственное решение.
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Найти радиус окружности  с центром в точке (3;4), если известно, что эта окружность касается окружности с центром в начале координат и радиусом равным 2.

В изложенных примерах мы лишь перевели, то есть переформулировали условие задачи. Дальнейшее решение достаточно просто, поэтому не приводим его.
Приведем примеры с решением, поговорим об оптимальном подходе к способу решения конкретных задач.

Пример 1: Найти наименьшее значение функции


[image: image11.wmf]89
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Как правило, постановка задания приводит к мысли об использовании  производной. Но данная ситуация позволяет отступить от общепринятой методики (тем более это громоздко), можно также использовать вышеописанный метод на нахождение наименьшего значения функции, но лучше сначала сделать некоторые исследования.

Выделим полный квадрат:
[image: image12.wmf](
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Наблюдая за этим выражением можно заметить:

-слагаемые данного выражения не отрицательны (т.к. слагаемые представляют собой арифметические корни) 

-подкоренные выражения ограничены «снизу» (т.к. квадрат двучлена больше или равен нулю), а так же замечаем, что сумма двух возрастающих функций – есть функция возрастающая.

Итак, минимальное значение 1 слагаемого: 
[image: image13.wmf]2
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Минимальное значение 2 слагаемого: 
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Из этого следует, что  наименьшее значение функции равно 5+2=7.

Решение стереометрических задач методом координат

 Наиболее интересным представляется круг задач непосредственно геометрического содержания, которые сформулированы на привычном языке геометрии и предполагают традиционное решение: пошаговое просматривание треугольников (чаще всего)  и целенаправленное движение к требованиям задачи.

Используя синтез «алгебраического» и «геометрического» языков (о чем написано раньше) появляется возможность принципиально иного решения такого рода задач. Речь идет о применении координатного метода решения. Тем более, что в школьных учебниках изучены основные координатные формулы, показаны возможности их применения для круга задач, сформулированных с использованием координат. Но лишь проиллюстрированы возможности более широкого применения метода, когда предложенную задачу требуется переформулировать на язык координатного метода, а значит в ходе решения применить средства алгебры.

Задача 1:Дан куб ABCDA1B1C1D1 , М – середина ВВ1. Найти:
1) угол наклона плоскости МАС к плоскости основания куба;

2) Отношение площади проекции сечения МАС на основание куба к площади самого сечения

Традиционное решение. (рис.1)

Пусть ребро куба равно а
1) ВМ=
[image: image15.wmf]2
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 EMBED Equation.3  [image: image16.wmf]; ВН=
[image: image17.wmf]2
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- половина диагонали грани куба; 

МН – высота АМС,   ВН – высота АВС.

2) Рассмотрим треугольник ВНМ: он прямоугольный, т. к. ВВ1 ( ABCD
HM2=
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[image: image22.wmf]
4)  
[image: image23.wmf]∆АВС – проекция сечения на верхнее основание; Sпроекции =
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∆МАС – сечение; Sсечения=
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[image: image26.wmf]3
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Заметим, что в ходе решения этой части задачи мы убедились в справедливости общеизвестной формулы Sпр=Sсеч *cosβ,  где
[image: image27.wmf]b

- угол между плоскостью сечения и плоскостью проекции, в данной задаче это (BHM.
Решение методом координат.

Поместим куб в трехмерную систему координат, примем ребро куба за a,  рассмотрим точки А, В, С, М с заданными координатами: А (a; о; a)    В(о; о; a)   С (о; a; a)   М(о; о; 
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а

) (рис.1)
 
[image: image29.wmf]1)
[image: image30.wmf]î

í

ì

þ

ý

ü

Þ

î

í

ì

þ

ý

ü

î

í

ì

þ

ý

ü

2

;

2

;

2

2

;

;

;

2

;

;

а

а

а

МН

а

а

о

МС

а

о

а

МА

- по формулам в координатах
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[image: image32.wmf]}
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2) Итак 
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î

í

ì

-

-

î

í

ì

þ

ý

ü

-

-

-

0

;

2

;

2

2

;

2

;

2

а

а

НВ

а

а

а

НМ

Векторы выходят из одной точки Н, β – угол МНВ

       
[image: image34.wmf]3

6

6

2

6

4

2

4

2

4

3

:

4

2

4

4

4

4

4

4

4

cos

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

=

=

·

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

·

=

+

·

+

+

+

=

а

а

а

а

a

a

a

a

a

a

a

a

b


Итак, мы проиллюстрировали 2 подхода к решению одной задачи. В данном случае отдавать предпочтение какому – то из них нецелесообразно, но часто применение метода координат значительно упрощает ход решения, делая его тривиальным.
[image: image35.png]»
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рис1

Задача 2: Постройте хотя бы 2 сечения куба ABCDA1B1C1D1 плоскостью АМ1С, если М1 движется по ВВ1 от В до В1.Найдите границы изменения высоты сечения, проведенной из точки Мi.

Традиционное решение. (рис. 2 )

1) Если Мi→В, то сечение совпадает с ∆АВС, если Мi→В1 то сечение существует.

2) М1.→В: АВСD – квадрат; 
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3) М1→В1: АСВ1 – равносторонний треугольник
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AHB1 – прямоугольный треугольник;

[image: image38.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image39.wmf]2
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Ответ:
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Решение методом координат: Поместим куб в трехмерную систему координат и рассмотрим точки А (a; о; a)  В (о; о; a) С (о; a; a) В1(о; о; о) (рис. 2 ) 

1) 
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 EMBED Equation.3  [image: image42.wmf]
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 Ответ: 
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рис 2
Очень любопытным является еще один подход в использовании геометрии для решения алгебраических задач. Некоторые из этих задач, содержащие иррациональность, также решаются геометрически. Приведем несколько примеров:

Пример 1:Найти наименьшее значение функции
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Традиционное решение приводит к громоздким исследованиям. Решим это задание геометрически (смотри рис. 3):

[image: image47.png]»











Рис 3

Рассмотрим ∆АВС  и ∆ACD
АС = х; АВ = 2 ; АD = 3;

1) 
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f (x) = BC+CD
min (f (x)) =min (BC+CD) = BD;
[image: image50.wmf]BD
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3) Рассмотрим треугольник АВD: BD=
[image: image51.wmf]19
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Ответ:min (f (x)) = 
[image: image52.wmf]19


Пример 2:Решить уравнение:
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Решение этого уравнения традиционными методами очень громоздко, поэтому лучше решать его геометрически (рис. 4)

[image: image54.png]



Рис.4
АС=5; CB=12; CD=x
1) 
[image: image55.wmf]25
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      Использовали теорему косинусов в∆ACD и ∆DCB, при условии, что взяли углы по 450
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Min (f (x)) = min (AD+DB) = AB;
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2) SABC=
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[image: image61.wmf]17
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Ответ: х =
[image: image62.wmf]17
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Для использования данного метода необходимо просмотреть возможность представления подкоренного выражения в виде a2+b2-2abcosβ, после этого видно, каким взять угол β. Затем простроить ход решения в соответствии с поставленными требованиями задачи. Для тех, кто заинтересовался,  мы предлагаем задачи для самостоятельного решения.

Задача 1. Дан куб с ребром а. Постройте сечение куба плоскостью АМС, ЕСЛИ ТОЧА М – середина ребра ВВ1. Найти высоту сечения,  проведенную к основанию АС и его площадь.

(
[image: image63.wmf]4
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Задача 2. ДАН куб АВСDA1B1C1D1, точка М – середина ВВ1. Найти расстояние от точки D1 до плоскости АМС, границы изменения этого расстояния при движении точки М по ребру ВВ1
(
[image: image64.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image65.wmf]a
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Задача 3. При каком значении х. функция принимает свое наименьшее значение

F (x) = 
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(х. = 
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Задача 4. Найти наибольшее значение функции

F (x)=
[image: image68.wmf]1

3

9

2

2

+

-

-

+

х

х

х

       Ответ :
[image: image69.wmf]7


Задача 5. Найти наименьшее значение функции

                    F (x)=
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Ответ:  
[image: image71.wmf]221



[image: image72.wmf]
                    Задача 6. Найти наименьшее значение функции
                    F (x)=
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  Ответ: 
[image: image74.wmf](
[image: image75.wmf]6

).

[image: image76.wmf]Метод областей.
1. Построение областей в системе координат.
[image: image77.wmf]
     Школьный курс алгебры содержит такие темы и упражнения, которые допускают рассмотрение с некоей общей точки зрения. Графические интерпретации, в частности, являют собой наиболее наглядный метод представления решения многих сложных комбинированных заданий (поставленных, например, с модулем и параметром, иррациональностью и параметром и т. д.). В следующей же цепочке:

       а) составление системы требований по заданному условию;

       б) построение области, соответствующей условиям системы требований;

       в) выбор ответа с чертежа 

- решающим для получения верного ответа является именно построение области.

1) Допустим, требуется построить область решений следующего неравенства с двумя неизвестными: x-3y+6
[image: image78.wmf]0
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:

а) Выделим случай равенства выражения в левой части нулю, тогда 3
[image: image79.wmf]y

=
[image: image80.wmf]x

.+6, 
[image: image81.wmf]2
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; б) Построим график (рис. 1) полученной функции и закрасим область в сис-

теме координат, соответствующую неравенству 
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 (преобразовали исходное неравенство).

     Заметим, что у этого и подобных ему неравенств существует множество пар (х;у) решений, и поэтому в данном случае уместнее было бы говорить о наглядности представления задачи в смысле применения метода областей (МО) в целом.

2) Усложним немного постановку самого задания: вычислить площадь фигуры, заданной условием  
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 а) Область, удовлетворяющая требованиям системы, построена на рис. 2; б) Выстроенная область представляет собой полукруг, значит 
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Ответ:  
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                                   Рис. 1                                                                                         Рис. 2                                                     

(В дальнейшем при изображении областей будем выделять сплошным цветом только область, удовлетворяющую системе требований).

     Примеры 1 и 2 проиллюстрировали, все же, только одну, относительно тривиальную, сторону МО. Т.к. системы требований нам были даны, то оставалось только построить область.

3) Если же требуется, например, выстроить область, соответствующую следующему условию: 
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а) Согласно теории о равносильных переходах оставим систему требований:
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б) Выстроим область в координатной плоскости (рис. 3):
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                                            Рис. 3                                                                                        Рис. 4               
          Если же заводить речь о более подробном знакомстве с условиями построения областей, а именно: об использовании сплошных и пунктирных линий при построении границ (граница – график функции), о выборе полуплоскости (или ограниченной области), который зависит от набора коэффициентов при переменных (х; у) и от знака неравенства – то для этого существует специальная литература, освещающая все тонкости МО.

4) Однако же постановка задания зачастую усложнена и нацеливает на рассмотрение различных вариантов, возникающих, например, при раскрытии модуля и указании возможных значений параметра: найти количество целых значений параметра 
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, при которых неравенство 
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 EMBED Equation.3  [image: image94.wmf](
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 имеет хотя бы одно положительное решение.

а) Раскрывая модуль для различных х (а), составим систему требований:
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  б) Область, удовлетворяющая полученному условию, в системе координат выглядит следующим образом (рис. 4):

 в) Итак, 
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, то есть имеется 7 целых значений параметра (-2;-1;0;1;2;3;4), при которых выполняется поставленное условие.

Ответ: 7.

       В последнем задании достаточно просто было увидеть ответ, соответствующий условию задания, прямо с чертежа, поэтому МО в данном случае и был наиболее целесообразен. С другой стороны следует подчеркнуть, что самая кропотливая часть работы – увидеть ответ, когда область уже построена (мы говорим о заданиях с параметрами).

2. Другие примеры использования метода областей для решения задач с параметрами.

5) Следующим примером проиллюстрируем сравнение двух методов решения – аналитического и графического – именно с точки зрения «чтение» ответа: найти все значения параметра а, при которых в области определения функции 
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 лежат числа 13, 15, 17, но не лежат числа 3, 5, 7.

1. Составим систему требований (по определению логарифма 
[image: image99.wmf]0
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. Имеем показательное неравенство, при этом а-1 включили в систему, чтобы в дальнейшем выразить х(а) ):
[image: image100.wmf]

[image: image101.wmf],

1

¹

а

т.к. 
[image: image102.wmf]х

х

¹

-

2

(если х-2=х, то 
[image: image103.wmf]-

Î

)

(

y

D

x

 пуста, т. к. любая степень единицы равна единице, т. е. имеем, что противоречит определению логарифма), поэтому:
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2. Дальнейшее решение может быть двояким по той причине, что в этом задании есть условия применения аналитического и графического (МО) методов.

     А. Аналитический путь:

(а) 
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), т.е. не имеет смысла рассматривать эту ситуацию, т.к. в полученный промежуток попали все заданные условием числа. 

(б) 
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Размещение значений x(t) в соответствии с поставленным условием отображено на рис. 5:
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Рис.5
В этом промежутке лежат числа 13, 15, 17 тогда, когда его левый конец меньше 13-ти. Для того, чтобы в нем не было чисел 3, 5, 7 нужно, чтобы левый конец был не меньше 7-и:
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Ответ: 
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     Б. Графический путь:

(1) Выстроим график функции 
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, где х (а) – зависимая переменная, 
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 (рис. 6):
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Рис. 6

(2)  (а) Итак, если 
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 принадлежат все заданные числа, и, значит, рассматривать эту ситуацию нет смысла.

(б) В случае 
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 входят числа 13, 15 и 17 в том случае, когда значения функции меньше 13 – ти (
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 EMBED Equation.3  [image: image119.wmf]13
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);  числа 3, 5 и 7 не входят в эту область, если 
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, граница – сам график – не входит в нее (заметим, кстати, очень важно, что исходный график убывает на всей области определения).

(в) 
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Ответ: 
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     Если сравнивать две представленные методики решения задач с параметром, то, на наш взгляд, вторая – графическая – выглядит более предпочтительной не только из-за меньшего числа выкладок, чем было сделано по аналитической методике, но, главное, по причине несравненно большей наглядности.

6) Изменим постановку задания: найти все значения параметра а, при каждом из которых решением неравенства 
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 является объединение двух ограниченных промежутков.
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б) Выстроим область согласно полученной системе требований (рис. 7):
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в) Из рисунка 7 видно, что два ограниченных промежутка являются решением при 
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Ответ: 
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      Дополнение: на примере этой задачи мы покажем изменение постановки задания. 

· Неравенство не имеет решений;  

· Неравенству удовлетворяют значения x>1;

· Неравенству удовлетворяют значения х.>c, где с>1.

Ответы на все эти вопросы легко увидеть с чертежа.

                                Рис. 7                        

     Следует отметить, что сама концепция МО построена на так называемых открытых задачах, т. е. на таких, в которых довольно просто видоизменить условие, выводя решающего или на новый материал, или на более высокий уровень понимания логических конструкций.

7) При каких значениях а неравенство 
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 выполняется при всех х?
[image: image131.wmf] 

а) В системе координат (рис. 8) построим множество точек, удовлетворяющих равенствам: х-а=0, х-1=0 (где а(х) – зависимая переменная).

б) Составим систему требований:
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В системе требований мы учли различные случаи размещения а относительно х, поэтому получилось четыре ситуации.
в) Выстроим объединение соответствующих областей на координатной плоскости (рис. 8), при этом желтым, салатовым, голубым и сиреневым цветами покажем области подсистем (1), (2), (3), (4) соответственно:
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г) Из рис. 8 видно что неравенству 
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 не удовлетворяют точки, лежащие внутри парабол; ясно, что при любом а можно найти область, где лежат точки, координаты которых удовлетворяют исходному неравенству.

д) 
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 по условию задачи, т.к. именно при значениях параметра из этого интервала исходное неравенство выполняется при 
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Ответ:  
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  область, где лежат точки, координаты


  которых удовлетворяют исходному 


  неравенству.


Рис. 8
                  
.

     Итогом этой части работы может служить алгоритм решения задач с параметрами методом областей:

1. Исходя из постановки задания составляется система требований. Т.к. речь идет о заданиях с параметрами, то в системе будут появляться условия вида f(x;a)
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 - это знаки 
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. Эти условия определятся из ограничений, соответствующих заданию (см. прим. 3). Имеем неравенство с двумя переменными, а значит, возможность применения МО. В дальнейшем важно определиться о роли х и а:
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2. Построение области, соответствующей системе требований.

3. Выбор ответа относительно поставленного условия с помощью чертежа.

     В заключение отметим, что метод областей для решения задач вышеозначенного типа не следует считать «панацеей», напротив, иногда нет условий для его применения.

8) Указать количество целых значений параметра а, при которых уравнение 
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а) Отделим стационарную часть от содержащей параметр: 
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б) Пусть k=-a, тогда получим две функции: 
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. График первой из них «недвижим», график второй, проходя через начало отсчета, может располагаться в системе координат как угодно т. к. а – угловой коэффициент. Поэтому МО в данной задаче нецелесообразен, т.к. а – угловой коэффициент.
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в) Рассмотрим (см. рис. 9) взаимное расположение графиков функций 
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 и 
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 (при этом возможные местоположения графика функции, заданной с параметром,  в координатной плоскости изобразим пунктиром): при 
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 исходное уравнение имеет корни (очевидно), т.к. происходит пересечение графиков, контрольной при этом следует считать точку (-1;4), т.е. k=-4; далее, при 
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 исходное уравнение корней иметь не будет (что и требуется по условию). 
г) 
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 Ответ: 
[image: image154.wmf]4

0

<

£

a




     Заметим, что последнее задание 
[image: image155.wmf]также решено графическим методом, однако этот способ разительно отличается от решения по методу областей.


Рис. 9

Дидактические материалы (решите после изучения «Метода областей»).
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1. На плоскости хОу отметьте множество точек, удовлетворяющих условию 
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. Ответ: см. рис. 10.

2. При каких а существует  положительное решение неравенства   
[image: image157.wmf]2

2

x

a

x

+

+

>

? Ответ: 
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Рис. 10                                                       

3. Найдите все значения параметра а, при которых  в области определения функции 
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лежат числа 20, 50, 70, но не лежат числа 2,5,7. Ответ: 
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4. Из области определения функции 
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 взяли все целые положительные числа и сложили их, Найдите все значения а, при которых такая сумма будет больше 7-и, но меньше 11-ти. Ответ: 
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5. Найдите все значения параметра а, при каждом из которых решениями неравенства  
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 являются все члены некоторой бесконечно убывающей геометрической прогрессии. Ответ: 
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6. На основе рис. 8 для выражения
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 EMBED Equation.3  [image: image166.wmf]3
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 составьте новые задачи и решите их (например, общая постановка задания: при каких а не существует подходящих х?)

7. Изобразите на координатной плоскости все 
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точки (p;q), для каждой из которых уравнение 
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 имеет на промежутке 
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  ровно одно решение. Ответ: см. рис. 11.   
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