Лытаева Е.

Рациональные числа.
Действительные числа.
В сокровищнице занимательного математического фольклора есть такая задача: «Бутылка с пробкой стоит 11 монет, причем бутылка на 10 монет дороже пробки. Сколько стоит пробка?» Прелесть этой задачи в том, что, не долго думая, все дают ответ: «Пробка стоит одну монету» И, конечно же, ошибаются! Некоторые, сделав проверку и убедившись в своей ошибке, тут же заявляют, что задача вовсе не имеет решения. Действительно эта задача не решается в целых числах, но зато существуют дробные числа, подходящие для её решения: десять с половиной монет стоит бутылка, и полмонеты – пробка.

В древности к целым и дробным числам относились по-разному: предпочтения были на стороне целых чисел. «Если ты захочешь делить единицу, математики высмеют тебя и не позволят это делать», - писал основатель афинской Академии Платон. Но не все древнегреческие математики соглашались с Платоном. С дробями свободно обращались Архимед и Герон Александрийский. Даже Пифагор, со священным трепетом относившийся к натуральным числам, создавая теорию музыкальной шкалы, связал основные музыкальные интервалы с дробями. Правда, самим понятием дроби Пифагор и его ученики не пользовались. Они позволяли себе говорить лишь об отношениях целых чисел.

Любопытно, что во многих европейских учебниках арифметики XVIII века раздел с дробями помещали в конец книги. Английский просветитель Джон Керси в предисловии к 16-му изданию «Арифметики» Уингета (Лондон 1735г.) объясняет этот обычай так: «Для удобства и в интересах тех учащихся, которые хотят ознакомиться с арифметикой лишь настолько, насколько она полезна при денежных расчетах, для торговли и других подобных приложений… теперь даётся простое и полезное изложение арифметики целых чисел раньше, чем открывается доступ к крутым путям дробей, при виде которых некоторые учащиеся приходят в такое уныние, что останавливаются».

Тем примечательнее,  что один из первых известных нам математических трудов начинался именно с упражнений на действия с дробями.

Понятие рационального числа. 
Сын Альбина мог бы послужить достойным примером европейцам Средневековья, которые даже полтора тысячелетия в действиях с дробями усматривали незаурядное искусство. Например, Луку Пачоли, преподававшего математику в Перудже, Неаполе, Милане, Флоренции, Риме и Венеции, сильно смущало употребление слова «умножение» по отношению к дробям, когда произведение оказывалось меньше множителей.

С умножением дробей связана и другая смысловая трудность. Умножить число на натуральное n означает взять его в качестве слагаемого n раз, но нет никакого смысла складывать что-то, например, 2/3 раза. Как же следует понимать слова «умножить на 2/3»? Современный школьник скажет: «Умножить на 2/3 означает взять два раза третью часть».

С изменением и расширением значений терминов мы сталкиваемся и в других случаях, например вводя отрицательные числа. Понятно, что от 2 яблок нельзя отнять 3 яблока, но вместе с тем температура может уменьшиться с 2 градусов на 3 градуса. Это мы воспринимаем естественно. Рациона́льное число́ — число, представляемое обыкновенной дробью целое число INCLUDEPICTURE "http://upload.wikimedia.org/math/4/8/5/485f9bca257cf687f4972497f6bf63c1.png" \* MERGEFORMATINET 


, где m — (Z), n — натуральное число(N). При этом число m называется числителем, а число n — знаменателем дроби [image: image1.png]S| 3



.Множество рациональных чисел обозначается Q и может быть записано в виде

[image: image2.png]Q:{IER\EmEZ,nEN:I:%}



. 


В сокровищнице занимательного математического фольклора есть такая задача: «Бутылка с пробкой стоит 11 монет, причем бутылка на 10 монет дороже пробки. Сколько стоит пробка?» Прелесть этой задачи в том, что, не долго думая, все дают ответ: «Пробка стоит одну монету» И, конечно же, ошибаются! Некоторые, сделав проверку и убедившись в своей ошибке, тут же заявляют, что задача вовсе не имеет решения. Действительно эта задача не решается в целых числах, но зато существуют дробные числа, подходящие для её решения: десять с половиной монет стоит бутылка, и полмонеты – пробка.

В древности к целым и дробным числам относились по-разному: предпочтения были на стороне целых чисел. «Если ты захочешь делить единицу, математики высмеют тебя и не позволят это делать», - писал основатель афинской Академии Платон. Но не все древнегреческие математики соглашались с Платоном. С дробями свободно обращались Архимед и Герон Александрийский. Даже Пифагор, со священным трепетом относившийся к натуральным числам, создавая теорию музыкальной шкалы, связал основные музыкальные интервалы с дробями. Правда, самим понятием дроби Пифагор и его ученики не пользовались. Они позволяли себе говорить лишь об отношениях целых чисел.

Любопытно, что во многих европейских учебниках арифметики XVIII века раздел с дробями помещали в конец книги. Английский просветитель Джон Керси в предисловии к 16-му изданию «Арифметики» Уингета (Лондон 1735г.) объясняет этот обычай так: «Для удобства и в интересах тех учащихся, которые хотят ознакомиться с арифметикой лишь настолько, насколько она полезна при денежных расчетах, для торговли и других подобных приложений… теперь даётся простое и полезное изложение арифметики целых чисел раньше, чем открывается доступ к крутым путям дробей, при виде которых некоторые учащиеся приходят в такое уныние, что останавливаются».

Тем примечательнее,  что один из первых известных нам математических трудов начинался именно с упражнений на действия с дробями.

Целые и дробные числа.

Положительные числа.
 Хотя мы все усваиваем положительные целые числа (1, 2, 3 и т.д.) в раннем детстве, когда вряд ли приходит в голову задумываться об определениях, тем не менее такие числа могут быть определены по всем правилам формальной логики. Строгое определение числа 1 заняло бы не один десяток страниц, а формула типа 1 + 1 = 2, если записать ее во всех подробностях без каких-либо сокращений, протянулась бы на несколько километров. Однако любая математическая теория вынуждена начинаться с некоторых неопределяемых понятий и аксиом или постулатов относительно них. Так как положительные целые числа хорошо известны и трудно определить их с помощью чего-то более простого, мы примем их за исходные неопределяемые понятия и будем считать, что основные свойства этих чисел известны. 
Числа со знаком «+» перед ними называют положительными.
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Отрицательные числа и нуль.
Отрицательные числа в наши дни вещь обыденная: их используют, например, для того, чтобы представить температуру ниже нуля. Поэтому кажется удивительным, что еще несколько столетий назад какой-либо конкретной интерпретации отрицательных чисел не было, а возникающие по ходу вычислений отрицательные числа назывались «воображаемыми». Несмотря на то, что интуитивная интерпретация отрицательных чисел сама по себе полезна, пытаясь понять такие «правила», как (–4)(–3) = +12, мы должны определить отрицательные числа с помощью положительных. Число 0 не является ни положительным, ни отрицательным. Оно отделяет положительные числа от отрицательных.
Числа со знаком «-» перед ними называют отрицательными.
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Противоположные числа.

Определение. 

Два числа, отличающиеся друг от друга только знаками, называют противоположными числами.

Свойство.
1) Для каждого числа есть только одно противоположное ему число.

2) Число 0 противоположно самому себе.

Правильные и неправильные дроби.

Определение.
1) Дробь, в которой числитель меньше знаменателя, называют правильной дробью. 

2) Дробь, в которой числитель больше знаменателя или равен ему, называют неправильной дробью.
Свойство.
Правильная дробь меньше единицы, а неправильная дробь больше или равна единице.

Задача.
Пирог разрезали на 5 равных частей и 3 части положили на тарелку. На ней оказалось 
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 пирога. Если положить все 5 частей, то на тарелке будет 
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 пирога, то есть весь пирог.
Значит,  
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Возьмем еще один такой же пирог и разрежем его тоже на 5 равных частей. Если на тарелку положить, например 11 частей, то там будет 
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пирога. 

В дроби 
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числитель меньше знаменателя. Такие дроби называют правильными. В дроби 
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числитель равен знаменателю, а в дроби 
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числитель больше знаменателя. Такие дроби называют неправильными.
Сравнение дробей
Определение.

Из двух дробей с одинаковыми знаменателями меньше та, у которой меньше числитель, и больше та, у которой больше числитель. Любое отрицательное число меньше любого положительного числа. Из двух отрицательных чисел меньше то, модуль которого больше. Нуль больше любого отрицательного числа и меньше положительного. 
Задача.

Разделим круг на 4 равные части. Две такие части вместе составляют половину круга. 

Значит,  
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 круга равны 
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 круга. Поэтому говорят, что дроби 
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 и 
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 равны и пишут: 
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На координатном луче равные дроби соответствуют одной и той же точке. Точка на координатном луче, имеющая меньшую координату, лежит слева от точки, имеющей большую координату.
Две равные дроби означают одно и тоже дробное число.
Дробные числа можно сравнивать, складывать, вычитать, умножать и делить. Для краткости обычно говорят о сравнении, сложении, вычитании, умножении и делении дробей.

Десятичные дроби.

Из истории десятичных и обыкновенных дробей.
В древнем Китае уже пользовались десятичной системой мер, обозначали дробь словами, используя меры длины чи: цуни, доли, порядковые, шерстинки, тончайшие, паутинки. Дробь вида 2,135436 выглядела так: 2 чи, 1 цунь, 3 доли, 5 порядковых, 4 шерстинки, 3 тончайших, 6 паутинок. Так записывались дроби на протяжении двух веков, а в V веке китайский ученый Цзю-Чун-Чжи принял за единицу не чи, а чжан = 10 чи, тогда эта дробь выглядела так: 2 чжана, 1 чи, 3 цуня, 5 долей, 4 порядковых, 3 шерстинки, 6 тончайших, 0 паутинок.
Предшественниками десятичных дробей являлись шестидесятеричные дроби древних вавилонян. Некоторые элементы десятичной дроби встречаются в трудах многих ученых Европы в XII, XIII, XIV веках.

Десятичную дробь с помощью цифр и определенных знаков попытался записать арабский математик ал-Уклисиди в X веке. Свои мысли по этому поводу он выразил в “Книге разделов об индийской арифметике”.

В XV веке, в Узбекистане, вблизи города Самарканда, жил математик и астроном Джемшид Гиясэддин ал-Каши (дата рождения неизвестна). Он наблюдал за движением звезд, планет и Солнца, в этой работе  ему необходимы были десятичные дроби. Ал-Каши написал книгу “Ключ к арифметике” (была издана в 1424 году), в которой он показал запись дроби в одну строку числами в десятичной системе и дал правила действия с ними. Ученый пользовался несколькими способами написания дроби: то он применял вертикальную черту, то чернила черного и красного цветов. Но этот труд до европейских ученых своевременно не дошел.
Примерно в это же время математики Европы также пытались найти удобную запись десятичной дроби. В книге “Математический канон” французского математика Ф. Виеста (1540-1603) десятичная дробь записана так: 2 ,135436  - дробная часть и подчеркивалась и записывалась выше строки целой части числа.
В 1585 году, независимо от ал-Каши, фламандский ученый Симон Стевин (1548-1620) делал важное открытие, о чем написал в своей книге “Десятая” (на французском языке “De Thiende, La Disme”). Эта маленькая работа (всего 7 страниц) содержала объяснение записи и правил действий с десятичными дробями. Он написал цифры дробного числа в одну строку с цифрами целого числа, при этом нумеруя их. Например, число 12,761 записывалось так:
                      1207(6(1(12 , 

или число 0,3752 записывалось так:

                      3(7(5(2(.

Именно Стевина и считают изобретателем десятичных дробей.
Запятая в записи дробей впервые встречается в 1592году, а в 1617 году шотландский математик Джон Непер предложил отделять десятичные знаки от целого числа либо запятой, либо точкой.

Современную запись, т.е. отделение целой части запятой, предложил Кеплер (1571-1630г.г.).
В странах, где говорят по-английски (Англия, США, Канада и др.), и сейчас вместо запятой пишут точку, например: 2.3 и читают: два точка три.

Действия над десятичными дробями.
1. Сложение (вычитание)десятичных дробей.
При сложении (вычитании) десятичных дробей пользуются следующим правилом:
а) уравнивают количество знаков после запятой в обеих дробях (с помощью нулей);

б) записывают дроби друг под другом так, чтобы запятая оказывалась под запятой;

в) выполняют действие, не обращая внимания на запятую;
г) подставляют в результате запятую под запятыми в данных дробях.

Пример.
Сложить 5,607 и 4,1

1. Уравниваем количество знаков после запятой в обеих дробях: 5,607 и 4,100

2. Записываем друг под другом так, чтобы запятая оказалась под запятой:

5,607

4,100

3,4. Выполняем действие, не обращая внимания на запятую: 9,707
2. Умножение десятичных дробей.
2.1. Умножение десятичной дроби на натуральное число.
При умножении десятичных дробей на натуральное число используют правило:
а) умножают дробь на это число, не обращая внимания на запятую:

б) в полученном произведении отделить запятой столько цифр справа, сколько их отделено в данной дроби.

Пример.
Умножить 8,607 на 5

1. Умножаем дробь на число, не обращая внимания на запятую:
8,607

       5

43,035

2. В полученном произведении отделяем 3 знака справа: 43,035

2.2. Умножение десятичных дробей.
а) выполняют умножение, не обращая внимания на запятые;
б) отделяют запятой столько цифр справа, сколько их стоит после запятой в обоих множителях вместе.

Пример.
1. Записываем дроби друг под другом так, чтобы запятая оказалась под запятой:

1,25

2,04

500

                                                                       250

                                                              

                                                                       2,5500

2. В полученном произведении отделяем 4 знака справа: 2,5500

3. Деление десятичных дробей.
3.1. Деление десятичной дроби на натуральное число.
При делении десятичной дроби на натуральное число запятая ставится в частном, когда заканчивают деление целой части.

Пример.
Разделить 0,644 на 92
                                                                   0,644   92
                                                                   0

                                                                   06        0,007

                                                                     0

                                                                     64

                                                                       0

                                                                       644

                                                                       644

                                                                           0

3.2. Деление десятичной дроби на десятичную дробь.
а) в делимом перенести запятую вправо на столько цифр, сколько их после запятой в делителе;
б) после этого выполнить деление на натуральное число.

Пример.
Разделить 2,808 на 0,12

1. Переносим в числе 2,808 запятую вправо на 2 знака, так как у нас в числе 0,12 два знака после запятой, и наша задача сводится к делению 280,8 на 12.

                                                             280,8     12

                                                             24

                                                               40       23,4

                                                                 36

                                                                   48

                                                                   48

                                                                     0

Получаем 280,8 : 12 = 23,4.
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	Обыкновенная дробь

	Десятичная дробь
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Бесконечные периодические дроби.
Определение.
Бесконечная десятичная дробь называется периодической, если она начинается с некоторого места,  образована повторением одной и той же цифры или группы цифр. Повторяющуюся цифру или группу цифр называют периодом, а число цифр в периоде – длиной периода.

Бесконечная дробь всегда периодична. Рациональные числа выражаются периодическими десятичными дробями. Поэтому непериодические десятичные дроби выражают числа нового типа, не являющихся рациональными.

Примеры.
1.  
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3. 
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Периодическая дробь называется чистой периодической дробью, если ее период начинается сразу после запятой, а период может содержать любое конечное количество цифр. Так, дробь 1,(3) – чистая периодическая дробь. Если периодическая десятичная дробь содержит еще число, заключенное между целой частью и периодом, то такая периодическая дробь называется смешанной; число периодической дроби, стоящее между целой и периодом, называется предпериодом этой дроби.
Примеры.
I способ:

1.  0,2  =  
[image: image26.wmf]9
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Пусть х = 0,(2)

10х = 2,(2)


-9х = -2

      х = 
[image: image27.wmf]9
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2.  0,(23) = 
[image: image28.wmf]99
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     Пусть х = 0,(23)

     100х = 23,(23)


     -99х = -23

     х  =  
[image: image29.wmf]99
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3.  1,(7) = 
[image: image30.wmf]7
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     Пусть х =  1,(7)
     10х = 17,(7)

     -9х = -16

     х =  
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II способ: 

чисто периодическая правильная десятичная дробь равна обыкновенной дроби, в числителе которой записан период, а знаменатель состоит из стольких девяток, сколько цифр в периоде.

1.  0,(2)  = 
[image: image32.wmf]9
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2.  0,(23) = 
[image: image33.wmf]99
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3.  1,(7)  = 
[image: image34.wmf]9
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Для самостоятельного решения можно рекомендовать:

1)  0,(2) + 0,(3)             Ответ: 
[image: image35.wmf]9

5


2)  0,(73) – 0,(487)           Ответ: 
[image: image36.wmf]99
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Работу по теме “Рациональные числа” можно использовать для работы математического кружка или для подготовки доклада.
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