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×èñëà ñîâåðøåííûå è äðóæåñòâåííûå
Ýâíèí Ìèõàèë

ó÷åíèê 7 ¾Â¿ êëàññà, ëèöåé 82, ã. ×åëÿáèíñê
Ðóêîâîäèòåëü: Îñòàïåíêî Ë. Ï.

1. Ñîâåðøåííûå ÷èñëà
Â äðåâíåì Âàâèëîíå îñíîâàíèåì ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ ñëóæèëî ÷èñëî 60, î
÷¼ì äî ñèõ ïîð íàïîìèíàåò îáû÷àé äåëèòü ÷àñ íà 60 ìèíóò, à ìèíóòó íà 60
ñåêóíä. ×èñëî 60 � ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîå, íî èìååò äâåíàäöàòü ðàçëè÷-
íûõ äåëèòåëåé. Áîëüøèíñòâî èç åãî äåëèòåëåé ïîëó÷èëî îñîáûå íàçâàíèÿ,
âîøåäøèå â ÿçûêè ðàçíûõ íàðîäîâ. Íàïðèìåð, äþæèíà (äâåíàäöàòü). Ñî-
âðåìåííûå èìïîðòíûå õîëîäèëüíèêè èìåþò îòäåëåíèå äëÿ õðàíåíèÿ äþ-
æèíû ÿèö.

Ìàòåìàòèêè äðåâíîñòè ñ÷èòàëè âàæíûì ðàññìàòðèâàòü âìåñòå ñ êàæ-
äûì ÷èñëîì âñå åãî äåëèòåëè. ×èñëà, èìåþùèå ìíîãî äåëèòåëåé, íàçûâà-
ëèñü èçáûòî÷íûìè, à èìåþùèå ìàëî äåëèòåëåé, � íåäîñòàòî÷íûìè.
Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå ìåðû èñïîëüçîâàëîñü íå êîëè÷åñòâî, à ñóììà ñîá-
ñòâåííûõ äåëèòåëåé (ò. å. äåëèòåëåé, ìåíüøèõ ñàìîãî ÷èñëà), êîòîðóþ
ñðàâíèâàëè ñ ñàìèì ÷èñëîì. Íàïðèìåð, äëÿ ÷èñëà 10 ñóììà ñîáñòâåííûõ
äåëèòåëåé 1 + 2 + 5 = 8 ìåíüøå 10, òàê ÷òî äåëèòåëåé íåäîñòàòîê. À äëÿ
÷èñëà 12 èìååì:

1 + 2 + 3 + 4 + 6 = 16 > 12,

ò. å. äåëèòåëåé � èçáûòîê.
Âñòðå÷àåòñÿ è ïîãðàíè÷íûé ñëó÷àé, êîãäà ñóììà ñîáñòâåííûõ äåëèòå-

ëåé ðàâíà ñàìîìó ÷èñëó. Òàêèå ÷èñëà íàçâàëè ñîâåðøåííûìè.
Íàèìåíüøèå ñîâåðøåííûå ÷èñëà � 6 è 28:

6 = 1 + 2 + 3;

28 = 1 + 2 + 4 + 7 + 14.

Ñîâåðøåííûå ÷èñëà áûëè èçâåñòíû óæå â Äðåâíåì Âàâèëîíå è Äðåâíåì
Åãèïòå. Âïëîòü äî 5-ãî âåêà í.ý. â Åãèïòå ñîõðàíÿëñÿ ïàëüöåâûé ñ÷¼ò, ïðè
êîòîðîì ðóêà ñ çàãíóòûì áåçûìÿííûì ïàëüöåì è âûïðÿìëåííûìè îñòàëü-
íûìè èçîáðàæàëà 6 � ïåðâîå ñîâåðøåííîå ÷èñëî. Òåì ñàìûì ýòîò ïàëåö
êàê áû ñàì ñòàë ïðè÷àñòåí ê ñîâåðøåíñòâó è ïîýòîìó ïîëó÷èë ïðèâèëåãèþ
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íåñòè íà ñåáå îáðó÷àëüíîå êîëüöî. Òàêîâî îäíî èç îáúÿñíåíèé òîãî èñòî-
ðè÷åñêîãî ôàêòà, ÷òî ïî÷òè ó âñåõ öèâèëèçîâàííûõ íàðîäîâ ñóùåñòâóåò
îáû÷àé íîñèòü êîëüöî èìåííî íà áåçûìÿííîì ïàëüöå.

Íåêîòîðûå ëþäè îáúÿñíÿþò ñîâåðøåíñòâî ÷èñåë 6 è 28 òàê. ¾Ðàçâå íå
çà 6 äíåé áûë ñîòâîð¼í ìèð, è ðàçâå Ëóíà îáðàùàåòñÿ âîêðóã Çåìëè íå çà
28 ñóòîê?¿ � âîñêëèöàþò îíè.

Ñëåäóþùèå ïÿòü ñîâåðøåííûõ ÷èñåë òàêîâû:

496, 8 128, 33 550 336, 8 589 869 056, 137 438 691 328.

Ëåâ Òîëñòîé ðîäèëñÿ 28 àâãóñòà 1828 ã. Íîìåð äíÿ ðîæäåíèÿ � ÷èñ-
ëî ñîâåðøåííîå. Åñëè ïîìåíÿòü ìåñòàìè ïåðâûå äâå öèôðû â íîìåðå ãî-
äà, ñíîâà ïîëó÷èì ñîâåðøåííîå ÷èñëî. Òîëñòîé âèäåë â ýòèõ ñîâïàäåíèÿõ
óêàçàíèå íà ïðåäíàçíà÷àâøóþñÿ åìó ñóäüáîé ìèññèþ � ñäåëàòü ìèð ñî-
âåðøåííåå. Äîáàâèì, ÷òî ïðîæèë Ëåâ Òîëñòîé 82 ãîäà � îïÿòü èìååì
ïåðåñòàíîâêó öèôð ñîâåðøåííîãî ÷èñëà.

Áîëüøîé âêëàä â òåîðèþ ñîâåðøåííûõ ÷èñåë âí¼ñ Åâêëèä â 300 ã. äî
í.ý. Â åãî çíàìåíèòûõ ¾Íà÷àëàõ¿ â êíèãå IX ïðèâîäèòñÿ òåîðåìà 36, äàþ-
ùàÿ ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ ñîâåðøåííûõ ÷èñåë.

Òåîðåìà. Ïóñòü ÷èñëî 2n − 1 � ïðîñòîå. Òîãäà ÷èñëî 2n−1(2n − 1) �
ñîâåðøåííîå.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû âûâåäåì ñíà÷àëà ñëåäóþùóþ ôîðìóëó
äëÿ ñóììû ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñòåïåíåé äâîéêè:

1 + 2 + 22 + 23 + . . . + 2n−1 = 2n − 1.

Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èì S = 1 + 2 + 22 + 23 + . . . + 2n−1. Òîãäà

2S = 2+22+23+. . .+2n−1+2n = (1+2+22+23+. . .+2n−1)−1+2n = S−1+2n.

Ðåøàÿ óðàâíåíèå 2S = S − 1 + 2n, è ïîëó÷èì, ÷òî S = 2n − 1.
Êñòàòè, ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà èìååò îòíîøåíèå ê ñëåäóþùåé ëåãåíäå.

Äðåâíÿÿ ëåãåíäà ðàñêàçûâàåò, ÷òî ïåðñèäñêèé öàðü, ïîçíàêîìèâøèñü ñ
èãðîé â øàõìàòû, ïðèø¼ë â íåîïèñóåìûé âîñòîðã è ïðèêàçàë âûäàòü å¼
èçîáðåòàòåëþ ëþáóþ íàãðàäó, êàêóþ òîò òîëüêî ïîæåëàåò. Èçîáðåòàòåëü
ïîïðîñèë, êàçàëîñü áû, âåñüìà ñêðîìíîå âîçíàãðàæäåíèå: îäíî ç¼ðíûøêî
ïøåíèöû çà ïåðâóþ êëåòêó äîñêè, äâà � çà âòîðóþ, ÷åòûðå � çà òðåòüþ è
ò. ä. Çà êàæäóþ êëåòêó äîñêè îí ïðîñèë âäâîå áîëüøå ç¼ðåí, ÷åì çà ïðåäû-
äóùóþ. Íàãðàäà çà ïîñëåäíþþ, 64-þ, êëåòêó äîëæíà áûëà áû ñîñòàâèòü
263 = 9 223 372 036 854 775 808 ç¼ðåí, à âñåãî öàðü äîëæåí áûë óïëàòèòü
èçîáðåòàòåëþ, ñîãëàñíî äîêàçàííîé ôîðìóëå, 1+2+22 + . . .+263 = 264− 1
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ç¼ðåí ïøåíèöû, ÷òî â íåñêîëüêî òûñÿ÷ ðàç ïðåâûøàåò ãîäîâîé óðîæàé
ïøåíèöû âî âñ¼ì ìèðå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Èòàê, ïóñòü p = 2n − 1 � ïðîñòîå ÷èñëî.
Âûïèøåì âñå äåëèòåëè ÷èñëà k = 2n−1p:

1, 2, 4, . . . , 2n−1,

p, 2p, 4p, . . . , 2n−1p.

Ñóììà ýòèõ ÷èñåë ðàâíà

(1+2+4+ . . .+2n−1)(1+p) = (2n−1)(1+p) = (2n−1) ·2n = 2 ·2n−1 ·p = 2k.

Åñëè âû÷åñòü èç ýòîé ñóììû ñàìî ÷èñëî k, ïîëó÷èì k. Äîêàçàíî, ÷òî k �
ñîâåðøåííîå ÷èñëî. 2

Ëåîíàðä Ýéëåð 1 äîêàçàë, ÷òî ëþáîå ÷¼òíîå ñîâåðøåííîå ÷èñëî èìååò
âèä èç óñëîâèÿ òåîðåìû, ïðèâåä¼ííîé âûøå. Áóäåì íàçûâàòü ðàâåíñòâî

k = 2n−1(2n − 1)

ôîðìóëîé Åâêëèäà.
Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî ôîðìóëå Åâêëèäà ñîâåðøåííîå ÷èñëî èìååò âèä

p(p + 1)
2 = 1 + 2 + 3 + . . . + p. Òàêèå ÷èñëà íàçûâàþò òðåóãîëüíûìè,

ïîñêîëüêó âûðàæàþò ñîáîé ÷èñëî òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ â âèäå ïðàâèëü-
íîãî òðåóãîëüíèêà (â âåðõíåì ðÿäó � îäíà òî÷êà, â ñëåäóþùåì � äâå,
äàëåå � òðè è òàê äàëåå: â î÷åðåäíîì ðÿäó íà îäíó òî÷êó áîëüøå, ÷åì â
ïðåäûäóùåì). Èòàê, ñîâåðøåííûå ÷èñëà Åâêëèäà ÿâëÿþòñÿ òðåóãîëüíûìè
÷èñëàìè.

À âîò åù¼ îäíî ñâîéñòâî ñîâåðøåííûõ ÷èñåë: ñóììà âåëè÷èí, îáðàòíûõ
âñåì äåëèòåëÿì ñîâåðøåííîãî ÷èñëà, âêëþ÷àÿ åãî ñàìîãî, âñåãäà ðàâíà 2.
Íàïðèìåð,
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Ýòîò ôàêò ëåãêî äîêàçàòü. Ïóñòü k � ñîâåðøåííîå ÷èñëî,
1 = d1 < d2 < . . . < dm = k � âñå åãî äåëèòåëè. Òîãäà
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1Ë. Ýéëåð (1707 � 1783) � âûäàþùèéñÿ ìàòåìàòèê. Ðîäèëñÿ â Øâåéöàðèè. Á�îëüøóþ
÷àñòü æèçíò ïðîâ¼ë â Ðîññèè, ÿâëÿÿñü ÷ëåíîì Ïåòåðáóðãñêîé Àêàäåìèè Íàóê. Ó íåãî
áûëî 13 äåòåé.
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Â òåîðèè ñîâåðøåííûõ ÷èñåë äî ñèõ ïîð íå èçâåñòíû îòâåòû íà äâà
âàæíûõ âîïðîñà.

• Ñóùåñòâóåò ëè õîòÿ áû îäíî íå÷¼òíîå ñîâåðøåííîå ÷èñëî?

• Ñóùåñòâóåò ëè íàèáîëüøåå ñîâåðøåííîå ÷èñëî?

Íåñìîòðÿ íà óñèëèÿ ìíîãèõ ìàòåìàòèêîâ, äî ñåãîäíÿøíåãî äíÿ íå íàé-
äåíî íè îäíîãî íå÷¼òíîãî ñîâåðøåííîãî ÷èñëà, íî âìåñòå ñ òåì è íå äîêà-
çàíî, ÷òî òàêîãî ÷èñëà íå ñóùåñòâóåò.

Îòâåò íà âòîðîé âîïðîñ áóäåò îòðèöàòåëüíûì, åñëè ñóùåñòâóåò áåñêî-
íå÷íî ìíîãî ïðîñòûõ ÷èñåë âèäà Mn = 2n − 1, ôèãóðèðóþùèõ â ôîðìóëå
Åâêëèäà. Òàêèå ÷èñëà íàçûâàþò ÷èñëàìè Ìåðñåííà â ÷åñòü ôðàíöóçñêîãî
ìàòåìàòèêà, æèâøåãî â XVII âåêå. Â 1750 ã. Ëåîíàðä Ýéëåð óñòàíîâèë,
÷òî M31 � ïðîñòîå ÷èñëî. Ýòî ÷èñëî îñòàâàëîñü ñàìûì áîëüøèì èç èç-
âåñòíûõ ïðîñòûõ ÷èñåë áîëåå ñòà ëåò. Ê 1915 ã. áûëî èçâåñòíî 12 ïðîñòûõ
÷èñåë Ìåðñåííà. Íà÷èíàÿ ñî âòîðîé ïîëîâèíû ïðîøëîãî âåêà ïîèñê îñó-
ùåñòâëÿëñÿ ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðîâ. Äâàäöàòü òðåòüå ïî ñ÷¼òó ïðîñòîå
÷èñëî Ìåðñåííà áûëî íàéäåíî â 1963 ã. íà êîìïüþòåðå Èëëèíîéñêîãî óíè-
âåðñèòåòà. Ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ýòîãî óíèâåðñèòåòà áûë òàê ãîðä
ñâîèì äîñòèæåíèåì, ÷òî èçîáðàçèë ýòî ÷èñëî (211213 − 1) íà ñâî¼ì ïî÷òî-
âîì øòåìïåëå, òàêèì îáðàçîì âîñïðîèçâîäÿ åãî íà êàæäîì îòñûëàåìîì
ïèñüìå.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòíû 33 ïðîñòûõ ÷èñåë Ìåðñåííà Mn; óêàæåì
çíà÷åíèÿ èõ èíäåêñîâ:

n = 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 89, 107, 127, 521, 607, 1279,

2203, 2281, 3217, 4253, 4423, 9689, 9941, 11213, 19937, 21701,

23209, 44497, 86243, 110503, 132049, 216091, 756839, 859433.
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2. Äðóæåñòâåííûå ÷èñëà
Áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿëè â àíòè÷íûå âðåìåíà ÷èñëàì 220 è 284, ó êîòî-
ðûõ áûëî ïîäìå÷åíî ñëåäóþùåå óäèâèòåëüíîå ñâîéñòâî: ñóììà ñîáñòâåí-
íûõ äåëèòåëåé ÷èñëà 220 ðàâíà 284 è, íàîáîðîò, ñóììà ñîáñòâåííûõ äåëè-
òåëåé ÷èñëà 280 ðàâíà 220.

Ïîêàæåì ýòî. Íàéä¼ì ñóììó âñåõ äåëèòåëåé ÷èñëà 220, íå âêëþ÷àÿ
ñàìîãî ýòîãî ÷èñëà:

1 + 2 + 4 + 5 + 10 + 11 + 20 + 22 + 44 + 55 + 110 = 284.

Àíàëîãè÷íî ïîñòóïèì ñ ÷èñëîì 284:

1 + 2 + 4 + 71 + 142 = 220.

Òàêèå ÷èñëà íàçâàëè äðóæåñòâåííûìè.
Ñ÷èòàþò, ÷òî ïåðâûì îáðàòèë âíèìàíèå íà äðóæåñòâåííûå ÷èñëà Ïè-

ôàãîð (îê. 500 ã. äî í.ý.). Ìíîãèå àíòè÷íûå è àðàáñêèå ó÷¼íûå, à òàê-
æå ó÷¼íûå ñðåäíåâåêîâüÿ ïîñâÿùàëè â ñâîèõ òðàêòàòàõ îäíó èç ãëàâ ñî-
âåðøåííûì è äðóæåñòâåííûì ÷èñëàì. Íàïðèìåð, èñïàíåö àëü-Ìàäæðèòè
(óìåðøèé â 1007 ã.) ïðèâîäèò ðåöåïò, ïîçâîëÿþùèé äîáèòüñÿ âçàèìíîñòè
â ëþáâè: íàäî çàïèñàòü íà ÷¼ì-ëèáî ÷èñëà 220 è 284, ìåíüøåå äàòü ñúåñòü
ïðåäìåòó ñòðàñòè, à áîëüøåå ñúåñòü ñàìîìó; ó÷¼íûé äîáàâëÿåò, ÷òî äåé-
ñòâåííîñòü ýòîãî ñïîñîáà îí ïðîâåðèë íà ñåáå.

Èòàê, äðóæåñòâåííûìè íàçûâàþòñÿ òàêèå äâà ÷èñëà m è n, ÷òî ñóì-
ìà äåëèòåëåé m, íå ñ÷èòàÿ ñàìîãî ÷èñëà m, ðàâíà ÷èñëó n, à ñóììà äåëè-
òåëåé n, íå ñ÷èòàÿ ñàìîãî ÷èñëà n, ðàâíà ÷èñëó m.

Â 1636 ã. Ïüåð Ôåðìà íàø¼ë äðóãóþ ïàðó äðóæåñòâåííûõ ÷èñåë: 17 296
è 18 416. Òðåòüþ ïàðó íàø¼ë Ðåíå Äåêàðò: 9 363 584 è 9 437 056.

Â XVIII âåêå Ýéëåð îïóáëèêîâàë ñïèñîê 64 äðóæåñòâåííûõ ïàð, îäíàêî,
êàê ïîêàçàëà ïîñëåäóþùàÿ ïðîâåðêà, â äâóõ ñëó÷àÿõ îí îøèáñÿ. Â 1830
ã. Ëåæàíäð íàø¼ë åù¼ îäíó äðóæåñòâåííóþ ïàðó, à â 1867 ã. 16-ëåòíèé
èòàëüÿíñêèé þíîøà Á. Ïàãàíèíè óäèâèë ìàòåìàòè÷åñêèé ìèð, îáúÿâèâ,
÷òî ÷èñëà 1184 è 1210 � äðóæåñòâåííûå. Ýòî áûëà âòîðàÿ ïî âåëè÷èíå
ïàðà, êîòîðóþ âñå ïðîãëÿäåëè.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàéäåíî áîëåå 1100 ïàð äðóæåñòâåííûõ ÷èñåë. Äî
ñèõ ïîð íåèçâåñòíî, êîíå÷íî ëè ìíîæåñòâî ïàð äðóæåñòâåííûõ ÷èñåë.
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3. Çàêëþ÷åíèå
Òåìà ðåôåðàòà ïðèâëåêëà ìåíÿ ñëåäóþùèì.

Âî-ïåðâûõ, î ñîâåðøåííûõ è äðóæåñòâåííûõ ÷èñëàõ çíàëè åù¼ â äðåâ-
íèå âðåìåíà è ïðèäàâàëè èì èíîãäà ìèñòè÷åñêèé ñìûñë. Èñòîðèÿ âñåãäà
èíòåðåñíà!

Âî-âòîðûõ, èññëåäîâàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ñîâåðøåííûìè è äðóæåñòâåííû-
ìè ÷èñëàìè, ïðîäîëæàþòñÿ è â íàøå âðåìÿ. Õîòÿ áûë ïåðèîä, êîãäà ýòè
çàíÿòèÿ êàçàëèñü îòîðâàííûìè îò æèçíè. Îá ýòîì ïèñàë âåëèêèé Ëåîíàðä
Ýéëåð: �Èç âñåõ ïðîáëåì, ðàññìàòðèâàåìûõ â ìàòåìàòèêå, íåò òàêèõ, êîòî-
ðûå ñ÷èòàëèñü áû â íàñòîÿùåå âðåìÿ áîëåå áåñïëîäíûìè è áåñïîëåçíûìè,
÷åì ïðîáëåìû êàñàþùèåñÿ ïðèðîäû ÷èñåë è èõ äåëèòåëåé. Â ýòîì îòíîøå-
íèè íûíåøíèå ìàòåìàòèêè ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ îò äðåâíèõ, ïðèäàâàâøèõ
ãîðàçäî áîëüøåå çíà÷åíèå èññëåäîâàíèÿì òàêîãî ðîäà. . . À èìåííî, îíè íå
òîëüêî ñ÷èòàëè, ÷òî îòûñêàíèå èñòèíû ïîõâàëüíî ñàìî ïî ñåáå è äîñòîéíî
÷åëîâå÷åñêîãî ïîçíàíèÿ, íî, êðîìå òîãî, ñîâåðøåííî ñïðàâåäëèâî ïîëàãà-
ëè, ÷òî ïðè ýòîì çàìå÷àòåëüíûì îáðàçîì ðàçâèâàåòñÿ èçîáðåòàòåëüíîñòü
è ïåðåä ÷åëîâå÷åñêèì ðàçóìîì ðàñêðûâàþòñÿ íîâûå âîçìîæíîñòè ðåøàòü
ñëîæíûå çàäà÷è. . .Ìàòåìàòèêà, âåðîÿòíî, íèêîãäà íå äîñòèãëà áû òàêîé
âûñîêîé ñòåïåíè ñîâåðøåíñòâà, åñëè áû äðåâíèå íå ïðèëîæèëè ñòîëüêî
óñèëèé äëÿ èçó÷åíèÿ âîïðîñîâ, êîòîðûìè ñåãîäíÿ ìíîãèå ïðåíåáðåãàþò
èç-çà èõ ìíèìîé áåñïëîäíîñòè�.

Ïðåäâèäåíèå Ýéëåðà î òîì, ÷òî èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè òåîðèè ÷èñåë
íàéäóò êîãäà-íèáóäü ïðàêòè÷åñêèå ïðèìåíåíèÿ, áëåñòÿùå ïîäòâåðäèëîñü.
Ñîâðåìåííàÿ êðèïòîãðàôèÿ (íàóêà î ñïîñîáàõ êîäèðîâàíèÿ è çàùèòû èí-
ôîðìàöèè) øèðîêî èñïîëüçóåò ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå Ïüåðîì Ôåðìà,
Ëåîíàðäîì Ýéëåðîì è äðóãèìè ìàòåìàòèêàìè è ñâÿçàííûå ñî ñâîéñòâàìè
äåëèìîñòè è ñ ïðîñòûìè ÷èñëàìè.

Òàêèì îáðàçîì, ñîâåðøåííûå è äðóæåñòâåííûå ÷èñëà èìåþò èíòåðåñ-
íóþ èñòîðèþ, è â òî æå âðåìÿ ÿâëÿþòñÿ ïðåäìåòîì ñîâðåìåííûõ èññëå-
äîâàíèé è íàõîäÿò ïðàêòè÷åñêèå ïðèìåíåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïåðåäà÷åé èí-
ôîðìàöèè ìåæäó êîìïüþòåðàìè.



Áèáëèîãðàôè÷åñêèé ñïèñîê

[1] Âàðïàõîâñêèé À.Ñ. Òàéíû ñîâåðøåííûõ ÷èñåë è äðóæåñòâåííûõ
ïàð// Êâàíò. � 1973. � �10. � Ñ.71�74.

[2] Ââåäåíèå â êðèïòîãðàôèþ. � Ì.: ÌÖÍÌÎ, 1999.

[3] Ãàðäíåð Ì. Ìàòåìàòè÷åñêèå íîâåëëû. � Ì.: Ìèð, 1974.

[4] Æèâûå ÷èñëà. /Ñá. ñòàòåé � Ì.: Ìèð, 1985.

[5] Îðå Î. Ïðèãëàøåíèå â òåîðèþ ÷èñåë. � Ì.: Íàóêà, 1980.

[6] Ôàêóëüòàòèâíûé êóðñ ïî ìàòåìàòèêå: Ó÷åá. ïîñîáèå äëÿ 7�9 êë.
ñðåä. øê. /Ñîñò. È.Ë. Íèêîëüñêàÿ. � Ì.: Ïðîñâåùåíèå, 1991.

[7] Ýâíèí À.Þ. Ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ ÷èñåë: Ñáîðíèê îëèìïèàäíûõ çà-
äà÷. � ×åëÿáèíñê: ×ÃÒÓ, 1996. � 76 ñ.


