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    Периодические движения бильярдного шара.

Вероятно, вы все хорошо знакомы с бильярдной игрой.  Родиной бильярда считается Азия: Индия или, скорее, Китай. По странному складу национального характера, важнейшие изобретения, сделанные китайцами, редко доводились до совершенства. Так и "китайский бильярд" до сих пор остался незамысловатой детской игрушкой. Но генуэзские купцы вместе с шелком, порохом и компасами завезли в Европу и новую игру. Поспорить с китайцами о первенстве в бильярде берутся англичане, которые еще в раннее средневековье любили погонять несколько шаров по твердо утрамбованной земляной площадке, пытаясь провести их через воротца. Называлось это время провождение "Pall-Mall". (Кстати, слово "бильярд", похоже, происходит от английских слов ball - "мяч" и yeard - "палка"). Немцы примерно в то же время на длинных столах с углублениями, куда при помощи дубинки нужно было загнать каменный шар противника, играли в свой "Balkespiel". Таковы корни этой игры, которые уходят в очень глубокие культурные пласты человечества. В ХV- начале XVI века популярность бильярда была уже настолько высока, что великий Шекспир в одной пьесе допускает анахронизм, говоря, что Клеопатра играла в бильярд со своим евнухом Мардьяном. А один из историков Франции свидетельствует, что Карл IX в знаменитую Варфоломеевскую ночь 24 августа 1572 года, играя на бильярде, "положил шары и кий и схватился за аркебуз, из которого стал стрелять по бежавшим гугенотам". Король-солнце, Людовик XVI, чрезвычайно любил любоваться своей грацией и изяществом во время игры в бильярд. Он немало гордился превосходством своей игры над другими. Постоянным партнером Людовика был некий Шамильяр. Этот игрок, пользовавшийся славой сильнейшего, умышленно проигрывал королю, конечно, не подряд, но тот был доволен и утверждал, что, не будучи "профессором бильярда", все таки владеет кием не хуже лучшего в мире игрока. Шамильяр сделал карьеру. Из писарей через несколько иерархических ступеней он шагнул в военные министры. В России с самого начала освоение бильярда шло автономно. Бильярд у нас появился благодаря Петру Первому. С игрой он познакомился в Голландии и по возвращении приказал своим подданным сделать такой же стол "для своего развлечения". Бильярд поставили в приемной царя, чтобы вельможи, дожидавшиеся аудиенции "не занимались пустобрехством, а проводили время с пользой". Вскоре все придворные обзавелись бильярдными столами. Уже в царствование Анны Иоанновны, которая сама каждый день играла, бильярдные столы стояли и в трактирах. С игрой знакомились все более широкие слои населения. Среди выдающихся русских бильярдистов того времен Екатерины Великой (которая, кстати, не только сама лихо стучала шарами, но и заставила своих фрейлин обучиться этому искусству) был Михаил Ломоносов. Пару ему в игре часто составлял небезызвестный граф Григорий Орлов, также великолепный игрок. С 1812 года по свидетельству классика бильярда, Анатолия Лемана, бильярды распространились повсеместно. Сначала их делали с очень широкими лузами и маленькими шарами. Однако русские игроки стремились к усложнению, стараясь не только "делать шары", но и "пытаться карамболить" по другим шарам, как во французском бильярде. В игре того времени все больше проступали национальные черты бильярда, который в будущем назовут русским. Остановившись на лузном биллиарде, русские начали заказывать фабрикантам такие столы, чтобы шар попадал в сетку только при очень точном ударе. Такие столы называли "строгими". Особое место в истории создания русского бильярда принадлежит А. Фрейбергу. С 1815 года он начал выпускать столы нового типа, "фрейберговские бильярды", основные черты которых сохранились до наших дней. Его характеризуют строгие, выдающиеся из бортов лузы и борта средней упругости. Забить шар вдоль борта в среднюю лузу невозможно, а в угловую он попадает лишь при очень точном ударе.

У россиян с этой игрой связано много исторических, легендарных имен. Особого упоминания заслуживают колоритные фигуры трех генералов русской армии: Ивана Скобелева, Дмитрия Бибикова и Александра Остермана-Толстого. Все они в сражениях потеряли по руке, но вопреки этому, систематическими упражнениями и тренировками достигли больших успехов в бильярде. О высоком мастерстве русских игроков прошлого века говорит и такой, например, факт. В 1868 году в Россию приехал знаменитый француз Перро с намерением удивить "восточных варваров" своей артистической игрой. Перро был талантливым мастером. Перед началом каждой партии он показывал присутствующим редкие фокусы. Среди них - трюк, который позже никому не удалось повторить. Четырьмя пальцами правой руки он захватывал шар и особым движением кисти бросал его на определенную точку стола. Шар останавливался, но с неимоверной силой вращался на месте. Рядом с первым Перро таким же образом бросал второй шар. В продолжение некоторого времени оба шара вращались, не сходя с места. Затем ослабление вращения и начало действия центробежной силы приводило к тому, что шары начинали описывать раскатные круги, сначала небольшие, а затем все увеличивающиеся, подобно волчку. Вскоре шары касались друг друга и, "чокнувшись", разбегались, а затем, описав параболы, возвращались к фокуснику. И вот этот "ас" поверг в Москве и Петербурге несколько сильных игроков, но затем встретился с маркером петербургского Английского клуба по прозвищу Андрей Часовщик, и "в пух ему проигрался". Однако, как и вся история нашей страны, история русского бильярда делится на периоды "до" и "после" Октябрьской революции. До 1917 года русский бильярд развивался наравне со всеми известными в мире видами игр. После революции развитие его приостановилось и пошло на спад. Последний чемпионат в СССР по русскому бильярду проводился в 1947 году. Причина демонстративной ненависти советских боссов к этой игре, по-видимому, заключалась в атмосфере глубоко демократической вольности, которая ее неизбежно сопровождает. Впрочем, это не мешало партийной верхушке и самому Сталину предаваться на досуге этой забаве. Последний очень любил играть в бильярд с Михаилом Калининым. "Вождь народов" выигрывал и у гораздо более сильных игроков, но дело в том, что только у "Калиныча" это получалось вполне естественно, потому что как бы тот ни старался попасть в лузу, как бы ни тряс седой бороденкой, а все равно - мазал. Как бы оно ни было, а национальный вид бильярда в России выжил. Сохранилась бескомпромиссная, почти лишенная случайностей манера игры, которая завоевывает все больше поклонников не только в нашей стране, но и во всем мире.

Подобно тому, как игра в кости вызвала к жизни «исчислению вероятностей», бильярдная игра послужила источником серьезных научных исследований по механике и математике.

В математических исследованиях реальный бильярд заменяют его моделью, носящей название «математический бильярд» - рисунок 1. Если граница бильярдного стола имеет угловые точки, то рассматривают только те движения,  которые не проходят через эти точки. (Это связанно с тем, что дальнейшее поведение бильярдного шара, находящегося в угловой точке, не определенно.) Ломаная, вдоль которой движется шар, называется бильярдной траекторией.
Периодические бильярдные траектории – это траектория, которые после некоторого числа отражений от  границы повторяют сами себя. Примеры таких траекторий в круглом бильярде – вписанные в круг правильный многоугольник и правильная пятиконечная звезда. Дальше мы рассмотрим о периодических траекториях математического бильярда на столах разнообразной формы.  

                                               Теорема Биркгофа.
Начнем с построения периодических траекторий в бильярде, имеющем форму выпуклой ограниченной фигуры Q c гладкой границей. Совсем нетрудно обнаружить периодическую траекторию, составленную из двух звеньев, - для этого нужно взять две наиболее удаленные точки А и  В фигуры Q и соединить их отрезком – рисунок 1. 
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Рис.1 Двухзвенная бильярдная траектории. Если А и В – наиболее удаленные точки бильярда, то (BAD – прямой. Действительно, если (BAD>90 о, то для близкой точки А`      
Угол ВАА` тупой и ВА`>BA, что противоречит выбору точек А и В. Аналогично рассматривается случай (BAD<90о.

Замкнутая ломаная АВА, т. е. дважды пройденный отрезок АВ, - периодическая траектория. Движение шара по этой траектории похоже на движение по диаметру в круглом бильярде.

А существуют ли в нашем бильярде периодические траектории с большим числом звеньев, например трехзвенная или четырехзвенная?

Поступим аналогично: построим треугольник АВС наибольшего периметра среди всех вписанных в Q треугольников – рисунок 2.  
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Рис.2 Трехзвенная бильярдная траектория – вписанный треугольник АВС наибольшего периметра. Проведем касательную D`D`` в точке С и докажем, что ( ACD``=(BCD`/ пусть, например, (АСD``>(BCD`. Тогда (ACC`>(BC`C. Для точки В`, симметричной В относительно прямой СС`, ломаная АС`В` объемлет ломанную АСВ` и потому длиннее нее. Значит периметр треугольника АС`В больше, чем периметр треугольника АСВ, что противоречит выбору точек А,В,С.    

Изящное рассуждение, сопровождающее рисунок 2 и придуманное американским математиком Г.Д. Биркгофом, доказывает, что АВС – бильярдная траектория. Это рассуждение «проходит» для любого числа звеньев: n-угольник, имеющий наибольший периметр среди вписанных в W n-угольников, является периодической бильярдной траекторией.  

                                      Минимизация периметра.

Если граница бильярдного стола имеет точки излома, то метод Биркгофа перестает «работать» - вершины вписанного многоугольника наибольшего периметра могут попасть в угловые точки границы. Например, среди треугольников, вписанных в данный треугольник АВС, наибольший периметр имеет сам треугольник АВС! Как же искать периодические бильярдные траектории в треугольнике?
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Для остроугольного треугольника выход состоит в том, чтобы заменить максимальный периметр на минимальный. Впишем в данный треугольник АВС треугольник XYZ наименьшего периметра с вершинами  на сторонах АВ,ВС и АС(рисунок 3). Мы утверждаем, что XYZX - бильярдная траектория.  Доказательств этого факта вы сможете прочитать в разделе « Механическая интерпретация».
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Рис. 3 Трехзвенная бильярдная траектория в остроугольном треугольнике – это вписанный треугольник наименьшего периметра.  

Метод выпрямления.

Сложное поведение бильярдной траектории в многоугольнике можно упростить, если посмотреть на траектории с другой точки зрения. А именно, сядем на бильярдный шарик О, как барон Карл Фридрих Иероним фон Мюнхгаузен – на пушечное ядро, и вооружимся системой координат, направив ось Oy по ходу движения, а ось Ox – направо перпендикулярно оси Oy.  В этой системе координат наша бильярдная траектория изобразится осью Oy,а многоугольник W будет нам представляться как последовательность копий Qo=Q,Q1,Q2,Q3,… этой фигуры, «нанизанных» на ось Oy таким образом, что соседние копии Wi и Wi+1 зеркально симметричны относительно их общей стороны (см. рис., 4,а).
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Рис.4 Метод выпрямления. «Выпрямленная» траектория пересекает стороны угла  не более чем (( /((  раз, где  через ( х( обозначено наименьшее целое число, больше или равно х.

В этом построении, связанном с переходом к новой системе координат (Мюнхгаузена), и заключается метод выпрямления бильярдных траекторий.

На рисунке 4,б изображен замечательный и простой пример того, как «работает» этот метод. Пусть в угол Q величиной ( влетает точечный бильярдный шарик и начинает отражаться от сторон угла. Какова судьба шарика: будет ли он отражаться бесконечно долго или нет? Если нет, то каково число его отражений? Подпись под рисунком 4 дает ответ на эти вопросы.

Можно рассмотреть и поведение бильярдного шарика внутри многогранного угла. Оказывается, что в этом случае число отражений шарика от граней тоже не может быть слишком большим – оно ограниченно величиной, зависящей лишь от геометрии угла. Это утверждение было доказано сравнительно недавно советским математиком Я. Г. Синаем.

Вернемся к методу выпрямления. Совокупность копий Qi (i=0,1,2,…), как бы нанизанных на «копье» Oy, образует «коридор» QQ1Q2…для выпрямления бильярдной траектории. Возвращению из системы координат Мюнхгаузен в исходную систему координат, прикрепленную к многоугольнику Q, соответствует наложение «гармошкой» коридора (который полезно представлять прозрачным), на исходную фигуру Q; при этом ось Oy переходит в рассматриваемую бильярдную траекторию в Q.

На рисунке 5 приведено доказательство того, что трехзвенная периодическая траектория в остроугольном треугольнике АВС единственна.
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Рис.5 Единственность трехзвенная траектория. После отражения от сторон АВ и ВС траектория «выпрямляется» в отрезок М( М(, причем АМ( = АМ = А(М( и (АМ( М(=(СМ(М(. Любая  другая трехзвенная траектория выпрямляется в параллельный отрезок  N( N(, причем

AN( = A( N( . Значит, отрезки N( N(  и  M( M( совпадают.

По теореме Биркгофа в выпуклой фигуре с гладкой границей существуют периодические траектории с любым числом звеньев. А вот для треугольников дело обстоит совершенно иначе: двухзвенных периодических траекторий в треугольниках вообще не бывает, а четырехзвенные бывают только в равнобедренных треугольниках. Более того, для любого натурального числа n можно построить такой треугольник, в котором каждая периодическая траектория имеет больше n звеньев. Для этого в треугольнике АВС углы ( и ( при основании АС достаточно взять очень малыми и несоизмеримыми с ( (т.е. k(+l((m( для любых целых k,l,m). У периодической траектории в таком треугольнике обязательно найдется звено, идущее от одной боковой стороны к другой. В силу малости углов это звено почти параллельно основанию АС и поэтому число отражений нашей периодической траектории от сторон ( АВС больше наименьшего из чисел(( / ((,(( / ((. А эти числа при достаточно малых( и ( большего любого наперед заданного n.

Если вершины треугольника сгладить, то в получившейся фигуре (по теореме Биркгофа) найдется «малозвенная» периодическая траектория. Однако при уменьшении сглаживания эта траектория будет стремиться к ломанной, проходящая через вершину треугольника, т. е. в пределе перестанет быть периодической траекторией.

Механическая интерпретация.
Наденем на каждую из сторон остроугольного треугольника АВС по малому колечку  и пропустим через них натянутую резиночку XYZX (см. рис. 3). Резиночка стремится сжаться, поэтому колечки займут положения в вершинах вписанного в АВС треугольника XYZ наименьшего периметра. Рассмотрим колечко на стороне АВ. Поскольку оно не движется вдоль стороны треугольника, равнодействующая сил натяжений Т1 и Т2 перпендикулярно этой стороне. Кроме того, векторы Т1 и Т2 имеют одинаковую длину,  так как натяжение вдоль резинки постоянно. Следовательно, векторы Т1 и Т2 образуют взаимно дополнительные углы с отрезком АВ. Значит, XYZX – бильярдная траектория. Итак, мы доказали, что вписанный треугольник наименьшего периметра является периодической траекторией в (АВС.

С траекторией XYZX можно связать семейство «параллельных» периодических траекторий, изображенное на рисунке 6. 
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Рис. 6 Пучок параллельных траекторий. Двукратно пройденный треугольник XYZ – периодическая бильярдная траектория.  Для близкой точки X1 получается параллельная XYZ траектория X1Y1Z1X2Y2Z2X1.

Если треугольник АВС считать плоской пластинкой, то каждую траекторию построенного пучка можно представлять себе как упругую замкнутую нить, обвивающую  эту пластинку и  попеременно переходящую с одной ее стороны на другую 6 раз.

Но если (АВС – тупоугольный , то эта конструкция периодических траекторий нет срабатывает – упругая нить соскочит с пластинки через вершину тупого угла. Так что найти периодические бильярдные траектории в тупоугольных треугольниках совсем не просто. 
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                   Две конструкции для тупоугольных треугольников. 

Если намотать  нить на пластинку способом, изображенным на рисунке 7, то соскока не произойдет. 

Рис. 7 Если намотать нить на пластинку таким способом, соскока не произойдет.

Внимательное рассмотрение этого рисунка подсказывает идею, как строить более сложные периодические траектории для специальных классов тупоугольных треугольников. Эти построения изображены на рисунках 8 и 9.
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Рис.8 а) Построение периодической траектории в тупоугольном треугольнике АВС с углами ( и (, k( = l(( ( / 2. На рисунке ( =20о, ( = 30о , k = 3, l = 2. После (k-1) зеркального отражения вокруг А и l отражений вокруг С, отрезки AX и CY станут параллельными. MN – их общий перпендикуляр, лежащий внутри «коридора». б) После сложения «гармошкой» получается бильярдная траектория MN, состоящая из 2(k+l) звеньев. Она включается в пучок параллельных траекторий. в) При k = l = 1 получаются четырехзвенные траектории в равнобедренном треугольнике. г) Если сложить треугольник на рисунке в) вдвое, получится пучок шестизвенных траекторий в прямоугольном треугольнике.                  
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Рис.9 Периодическая траектория в тупоугольном треугольнике с острыми углами ( и(, удовлетворяющими условиям (+k( = ( / 2 и 2(+( > ( / 2 (k – натуральное число).

                                           Устойчивые траектории.
Только что построенные периодические траектории имеют один существенный недостаток – при сколь угодно малом изменении углов треугольника они разрушаются (в том смысле, что периодических траекторий в деформированном треугольнике). Сейчас мы построим периодическую траекторию в тупоугольном треугольнике, свободную от  этого дефекта.

Пусть острые углы ( и ( тупоугольного треугольника АВС связаны неравенствами
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где k и l – некоторые натуральные числа. Как на рисунке 8 ,а, сделаем k-1 зеркальных отражений треугольника АВС вокруг вершины А против часовой стрелки и l-1 отражений вокруг вершины С по часовой стрелки – рисунок 10,а. Крайние лучи AN и CN образуют с основанием АС острые углы k( и l(. Как мы знаем,  в остроугольном треугольнике ANC существует трехзвенная периодическая траектория Н1Н2Н3Н1, соединяющая основания его высот. Можно проверить, что отрезок Н2Н3 пройдет ниже вершины В. Тогда при наложении «гармошкой» на треугольник АВС коридора, составленного из (АВС и k+l-2 отраженных треугольников (как в предыдущем  разделе), наша траектория, перейдет в 2(k+l)-1-звенную периодическую траекторию в (АВС, изображенную на рисунке 10,б. Эта траектория – устойчива: в треугольнике, достаточно близком к (АВС, существует близкая к ней периодическая траектория. Это – следствие устойчивости трехзвенной периодической траектории в остроугольном треугольнике. В простейшем случае, когда k=l=2, траектория имеет 7 звеньев.
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Рис. 10

Что же дает человеку бильярд как вид спорта?

Пожалуй, трудно найти другую игру, где бы так всесторонне не проявились физические, умственные и интеллектуальные возможности личности. Прежде всего - это движение. За одну партию игрок проходит 2-3 км. Этот продолжительный моцион в дореволюционное время многие врачи рекомендовали малоподвижным, апатичным пациентам как отличное средство поддержания физической формы. Игра не требует отменного сердца и легких. Эти органы, наоборот, получают лишь очень щадящую, скорее массирующую нагрузку. Для пожилых бильярд не может быть заменен никаким другим видом спорта. Да и для людей всех возрастов это великолепное, бережное средство физической закалки организма.

Кроме того, он развивает глазомер, вырабатывает четкость и координацию движений, быструю реакцию, находчивость - ведь на столе практически никогда не повторяется одинаковое расположение шаров. Постепенно игрок приучается к терпению и хладнокровию. При этом бильярдное поле - практический учебник геометрии и физики. Здесь необходимо знание физических свойств шаров при столкновении. Настоящая игра доставляет удовольствие как партнерам, так и зрителям, следовательно, в ней присутствует и эстетический момент. Бильярд - ничем не заменимое средство отдыха. Он снимает накопившееся нервное напряжение в первые же минуты. Играющий почти полностью отвлекается от повседневных мелочей и отдается увлекательному состязанию.

Бильярд уравновешивает эмоции и вырабатывает ряд качеств, необходимых человеку в жизни. Он учит выигрывать, напрягая всю силу воли, преодолевать сопротивление противника, причем настоящий игрок воспринимает выигрыш без злорадства и неприличного ликования. Бильярд учит и проигрывать - не впадая в панику и не теряя веры в себя. Хорошие бильярдисты не падают духом и не теряют хладнокровие в тяжелые моменты, а если и переживают неудачу, то делают это с достоинством и юмором. Настоящий игрок скорее проиграет, чем нарушит правила, а в жизни это и называется честностью и принципиальностью.

Итоги.
Подведем некоторые итоги проведенного исследования периодических траекторий в треугольных бильярдах.

С точностью подобия треугольник задается парой чисел (, (( (0;( / 2)- величинами двух его острых углов. Таким образом, каждый треугольник изображается внутренней точкой квадрата К со стороной длинной ( / 2. На рисунке 10 изображены треугольники, для которых мы построили периодические бильярдные траектории.

	p
	(

	q
	


До сих пор вопрос о существование периодической траектории в произвольном треугольнике. Что же известно о периодических траекториях в треугольниках сверх того, что мы рассказали?

В любом треугольнике углами вида   ,где  p, q- натуральные числа, существуют периодические траектории. Как доказал математик Г. Мазур, звенья периодических траекторий в таких треугольниках даже могут образовать сколь угодно малый угол с любой наперед выбранной прямой.

Кроме того, в произвольном треугольнике существуют периодические траектории со сколь угодном большим числом звеньев. Для остроугольных треугольников это неизвестно, хотя и доказано, что для любого наперед заданного числа N найдется остроугольный треугольник, в котором имеются периодические траектории с долее чем N звеньями.
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В заключение повторим, что периодические траектории в треугольных бильярдах весьма чувствительны к форме треугольника. Причина разрушения или рождения периодической траектории при деформации треугольника – прохождение через угловую точку границы. Этим обстоятельством объясняется замысловатый характер желтой фигуры на рисунке 11, в.

       a)

       б)

Рис. 11 Множество треугольников, для которых построены периодические траектории. Остроугольные треугольники представлены,  синей областью (+( > ( / 2, прямоугольные – красной диагональю (+( = ( / 2. Треугольники из раздела «две конструкции»: а) – зеленый веер; б) – красные отрезки. Треугольники из раздела «устойчивые траектории» - желтая область на рисунке в).

Задача 1.  Докажите, что среди вписанных в окружность n-угольников наибольший периметр имеет правильный.

Задача 2.  По рисунку 3, докажите, что (AYZ=(CYX.
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Задача 3. Докажите, что треугольник, вершины которого – основания высот данного треугольника АВС, является бильярдной траекторией в треугольнике АВС.

Задач
                         а)





          б)
Рис. 12 Многозвенные траектории в квадрате и правильном треугольнике. Синий отрезок на рисунке а) не проходит через узлы решетки. Рисунок б) получается из а) перекосом и складыванием в параллелограмм. 

Задача 4. Докажите, что в тупоугольном треугольнике не существует устойчивой периодической траектории, у которой меньше 7 звеньев.

Задача 5. Постройте периодическую траекторию из 15 звеньев в тупоугольном треугольнике с углами ( и (, удовлетворяющими условиям:



( /8 - 1/1000 (((  ( /8,  ( /3 ((( 3(.
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