МЕТОД СЛЕДОВ
Определение. Прямая, по которой секущая плоскость α пересекает плоскость основания многогранника, на​зывается следом плоскости а в плоскости этого основания.
Из определения следа следует, что в каждой его точке пере​секаются прямые, одна из которых лежит в секущей плоскос​ти, другая — в плоскости основания. Именно это свойство сле​да используют при построении плоских сечений многогранни​ков методом следов. Причем в секущей плоскости удобно использовать такие прямые, которые пересекают ребра много​гранника.
Рассмотрим метод следов на примерах. Секущую плоскость зададим ее следом в плоскости основания призмы (пирамиды) и точкой, принадлежащей поверхности призмы (пирамиды).
ЗАДАЧА. Построить сечение призмы ABCDEA1B1C1D1E1 плоскостью а, которая задана следом l в плоскости ABC осно​вания призмы и точкой М, принадлежащей ребру DD1 .
Анализ. Предположим, что пятиугольник MNPQR— искомое сечение (рис. 64). Для построения этого плоского пятиугольника достаточно построить его вершины N, Р, Q, R (точка М дана) — точки пересечения секущей плоскости а с ребрами соответственно СС1, BB1 AA1 ЕЕ1 данной призмы (или их продолжениями).

Для построения точки N = α ∩ СС1 достаточно построить прямую MX пересечения секущей плоскости а с гранью CDD1C1. Эта прямая будет построена, если построить точку X пересечения следа l с гранью CDD1C1.

Так как прямая l лежит в плоскости основания призмы, то она может пересекать грань CDD1C1 лишь в точке, которая принадлежит прямой CD пересечения плоскости грани CDD1C1 с плоскостью основания призмы, т. е. точка X = l ∩ (CDD1) является точкой пересечения следа l с прямой CD: l r\ (CDD1) - X = l  ∩ CD.

Таким образом, для построения точки N достаточно построить точку X = l ∩ CD.
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Аналогично, для построения точек Р, Q и R достаточно построить точки Y = l ∩ BC, Z = l ∩ AB и T = l ∩ AE.
Построение.
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Задача №2. Постройте сечение пятиугольной пирамиды PABCDE плоскостью α = (KQR), где K, Q – точки рёбер соответственно PA и PC, а точка R лежит внутри грани DPE.
Решение. Построим след секущей плоскости в плоскости основания пирамиды, для чего построим две любые его точки.
Прямые QK и AC лежат в одной плоскости ACP и пересекаются в точке T1, принадлежащей этому следу. Плоскость APR содержит прямую RK, лежащую в секущей плоскости α, и пересекает сторону DE основания пирамиды в некоторой точке F (F является точкой пересечений прямых PR и DE). Тогда прямые KR и AF лежат в одной плоскости APR и пересекаются в некоторой точке Т2 — второй точке сле​да. Значит, прямая Т1Т2 = l — след секущей плос​кости α в плоскости основания пирамиды.

След l пересекает стороны DE и АЕ основания пирамиды со​ответственно в точках М и N, которые служат вершинами ис​комого сечения.

Вершина Н искомого сечения получается при пересечении прямых MR и PD. Далее, построив точку T3 = 1 ∩ АВ и прове​дя прямую Т3К, получаем вершину L искомого сечения: L= Т3К ∩ РВ.
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МЕТОД ВНУТРЕННЕГО ПРОЕКТИРОВАНИЯ.

Сущность метода внутреннего проектирования рассмотрим на примерах построения сечений призмы и пирамиды. 
Построим сечение призмы ABCDEA1B1C1D1E1  плоскостью α , заданной точками М є ВВ1 , Р є  DD1 , Q є  EE1 . 

Решение: Плоскость нижнего основания призмы обозначим β. Для построения  искомого сечения построим точки пересечения плоскости α с ребрами ( или их продолжениями ) призмы.

Построим точку пересечения секущей плоскости α с ребром AA1 .

Плоскости A1AD  и BEE1 пересекают плоскость β по прямым, соответственно AD и BE, которые пересекаются в некоторой точке K : K = AD ∩ BE . Эти плоскости проходят через параллельные ребра  AA 1 и BB1 призмы и имеют общую точку K. Поэтому прямая их пересечения проходит через точку K и параллельна ребру BB1 . Точку пересечения этой прямой с прямой QM  обозначим K1 = KK1 ∩ QM , KK1 || BB1 .
Прямая PK1 лежит в секущей плоскости α  и пересекает ребро AA1 в некоторой точке R . Тогда R служит точкой пересечения плоскости α и ребра AA1 : R = PK1 ∩ AA1 = α ∩ AA1 , то есть точка R является вершиной искомого сечения .

Аналогично строим точку N пересечения плоскости α и ребра CC1.
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Таким образом , последовательность  «шагов» построения искомого сечения такова : 

Пятиугольник MNPQR – искомое сечение
    №2
Постройте сечение пирамиды PABCDE плоскостью α = ( MFR ) , если точки M , F и R являются внутренними  точками ребер соответственно  PA , PC  и PE .

Решение: Плоскость основания пирамиды обозначим β. 

Для  построения  искомого сечения построим точки пересечения секущей плоскости α с ребрами ( или их продолжениями ) пирамиды.

Рассмотрим построение точки пересечения секущей плоскости с ребром PD пирамиды .

Плоскости APD и CPE пересекают плоскость β по прямым соответственно AD и CE  , которые пересекаются в некоторой точке K . Тогда прямая  PK , по которой пересекаются плоскости APD и CPE  , пересекает прямую FR в некоторой точке K1 : K1 = PK ∩ FR . Прямая MK1 лежит в секущей плоскости α . Поэтому точка Q  пересечения прямой MK1 с ребром  PD  есть точка пересечения этого ребра и секущей плоскости : Q = MK1 ∩ PD =  α ∩ PD. 
Аналогично строим точку пересечения плоскости α и ребра PB. Плоскости BPE и APD пересекают плоскость β по прямым соответственно BE и AD , которые пересекаются в точке H. Прямая PH = ( BPE ) ∩ ( APD ) пересекает прямую MQ в точке H1 . Тогда прямая RH1 пересекает ребро PB в точке N . 

Таким образом , последовательность  « шагов » построения искомого сечения такова : 

1)K = AD ∩ EC ; 2)K1 = PK ∩ RF ; 3)Q = MK1 ∩ PD ; 4)H = BE ∩ AD ; 5)H1 = PH ∩ MQ ; 6)N = RH1 ∩ PB. 
MNFQR – искомое сечение .
     (объяснение сущности метода внутреннего проектирования )
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Построить сечение пирамиды PABCDE плоскостью α = (MFR) , если точки M , F и R являются внутренними точками ребер соответственно PA , PC и PE .
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         Решение : Плоскость основания пирамиды                                        обозначим β. Для построения искомого сечения построим точки пересечения секущей плоскости α с ребрами ( или с их продолжениями ) пирамиды.
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Рассмотрим построение точки пересечения секущей плоскости с ребром PD пирамиды .
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Плоскости APD и CPE пересекают плоскость β по прямым соответственно AD и CE , которые пересекаются в некоторой точке K . Тогда прямая PK , по которой пересекаются плоскости APD и CPE , пересекает прямую FR в некоторой точке K1: K1 = PK ∩ FR . Прямая MK1 лежит в секущей плоскости α . Поэтому точка Q пересечения прямой MK1 с ребром PD есть точка пресечения этого ребра и секущей плоскости : Q = MK1 ∩ PD  = α ∩ PD . 
Аналогично строим точку пересечения плоскости α и ребра PB . Плоскости BPE и APD пересекают плоскость β по прямым соответственно BE и AD , которые пересекаются в точке H.               

Прямая PH = (BPE) ∩ (APD) пересекает прямую MQ в точке H1 . Тогда прямая RH1 пересекает ребро PB в точке N. 

Таким образом ,последовательность «шагов» построения искомого сечения такова:.
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                                                                       Тренажер

 Прокомментируйте построение точек пересечения  секущей плоскости с боковыми 

ребрами , если плоскость задана точками 1 , 2 , 3 .

                                                                           №1
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КОМБИНИРОВАННЫЙ МЕТОД

Сущность комбинированного метода построения сечений многогранников состоит в том, что на некоторых этапах построения сечения применяется или метод следов, или метод внутреннего проектирования, а на других этапах построение этого сечения осуществляется с использованием теорем, изученных в разделе «Параллельность в пространстве» и др.
Рассмотрим примеры:
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   №1Постройте сечение параллелепипеда ABCDA1B1C1D1 плоскостью α, заданной точками P,Q и R, если точка P лежит на диагонали A1B1,точка Q-на  ребре BB1 и точка R-на ребре                                                                                    DD1 . 
Решение:
а)Решим эту задачу с применением метода следов и теорем о параллельности прямых и плоскостей.
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Прежде всего построим след секущей плоскости α = 
( RQP) на плоскости ABC.Для этого строим  точки T1 =PQ∩P1 B ,где PP1 || AA 1, P1 Є AC и T2 =RQ∩ BD.[image: image76.png]= m e mmEmm==. =y
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Построив след T1 T2 , замечаем, что точка P  лежит в плоскости A1B1C1  ,которая параллельна плоскости ABC.Это означает, что секущая плоскость α пересекает плоскость A1B1C1 по прямой, проходящей через точку P и параллельной прямой  T1T2.Пусть эта прямая пересекает ребра A1B1 и A1D1  соответственно в точках  M и E .Тогда прямая ER - это прямая, по которой секущая плоскость α пересекает плоскость грани ADD1A1, прямая QM - это прямая, по которой  секущая плоскость пересекает плоскость грани ABB1A1.
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Далее, так как  плоскость BCC1 параллельна плоскости грани ADD1A1, то секущая плоскость пересекает грань BCC1B1 по прямой QF, параллельной прямой ER .Пятиугольник ERFQM -искомое сечение. (Точку F можно получить, проведя RM||MQ).
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       Ход построения.
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Пятиугольник ERFQM -искомое сечение.
б)Решим эту задачу, применяя метод внутреннего проектирования и теоремы о параллельности прямых и плоскостей.
Пусть H-точка пересечения диагоналей AC и BD.Проведя прямую HH1 параллельно ребру BB1(H1ЄRQ), построим точку F:F=PH1∩CC1.Точка F-это точка пересечения секущей плоскости с ребром CC1.Тогда прямая RF-это прямая , по которой секущая плоскость пересекает плоскость грани CC1D1D, прямая QF-это прямая, по которой секущая плоскость пересекает плоскость грани BCC1B1.

Так как плоскость ABB1 параллельна плоскости CDD1, то секущая плоскость пересекает грань ABB1A1  по прямой QM (M ЄA1B1), параллельной прямой FR.Далее, если E-точка пересечения прямых  MP и A1D1, то эта точка является точкой пересечения  секущей плоскости и ребра A1D1.Пятиугольник ERFQM-искомое сечение.(Точку E  можно построить, проведя прямую RE||FQ.Тогда M=PE∩A1B1.)  
       
          HH1|| BB1, (H1ЄRQ)

     

                      F=PH1∩CC1                                                    (CC1D1) ∩ α= RF;(BCC1) ∩ α= QF

         α ∩(ABB1 )=QM, (M ЄA1B1)                                             E= MP∩ A1D1(RE||FQ)

                              Пятиугольник ERFQM -искомое сечение.
 №2Основанием пирамиды SABCD является квадрат, а ее ребро SA перпендикулярно плоскости (ABC) и SA=AB.На ребрах SB и SC взяты соответственно точки K и L , такие, что SK:SB=1:4 и SL: SC=3:4.Построим сечение пирамиды плоскостью, проходящей через прямую KL перпендикулярно (SBC) 
Решение:1.Проведем медиану AM  ∆ABC.Т.к. в ∆SAB AS=AB,то медиана AM будет являться и перпендикуляром к ребру SB.Докажем,  что медиана AM будет перпендикуляром и к плоскости SBC.Действительно, т.к. ABCD-квадрат, то BC┴AB.Но т.к. ребро SA┴(ABC), то прямая AB-это проекция прямой SB на плоскость ABC, а значит, прямая SB┴BC.Таким образом , BC перпендикулярна двум пересекающимся прямым  плоскости SAB, т.е. прямая BC┴AM.Итак, прямая AM перпендикулярна двум пересекающимся прямым плоскости SBC, т.е. AM┴(SBC).

2.Проведем теперь в плоскости SAB через т.K прямую KN,параллельную прямой AM.Тогда прямая KN будет перпендикуляром и к плоскости SBC.И поэтому любая плоскость, проходящая через KN, перпендикулярна (SBC), в том числе, и плоскость, определяемая прямыми KN и KL. Другими словами плоскость, проходящая через прямые KN и KL, будет искомой. Построим ее.
3.Для этого построим точки X и Y, и, затем прямую XY-след секущей плоскости на плоскость ABC.Построив прямую XY получим на ребрах DC и AD
 ,соответственно, точки P и Q.Искомое сечение-фигура KLPQN.

          Ход построения


AM-медиана                                                              NK||AM
           

Y=AB∩KN                                                         X=BC∩KL





         





         XY∩AD=Q                                                              PL||QN

                                     







                                  Искомое сечение-фигура KLPQN
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Пятиугольник MNPQR— искомое сечение.
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R = QT ∩ EE1
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T= l ∩ AE
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Q = PZ ∩ AA1
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P = NY ∩ BB1





N = MX ∩ CC1
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Теперь все точки пересечения секущей плоскости с ребрами пирамиды построены , а следовательно соединив их мы получим сечение пирамиды , заданное по трем точкам.





Теперь проведем прямую , проходящую через точки 2 и 5 . Эта прямая пересечет ребро пирамиды.





1)Соединим вершину пирамиды с точкой 4.


2)Соединим точку 3 с точкой 1.


3)Получим точку пересечения  этих прямых , обозначим ее точкой 5.
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Находим точку пересечения диагоналий нижней грани. Обозначим эту точку  -  4





Соединяем точки 1 и 2 ; 2 и 3 так как они соответственно лежат в одной плоскости.





Четырехугольная пирамида на ребрах которой произвольно взяты точки 1 , 2  , 3 .
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                                                                   №2


В произвольной пирамиде построить сечение по трем данным точкам  используя метод внутреннего проектирования.





По полученным точкам 1 , 2 , 3 и 5 можно построить сечение куба плоскостью проходящей через данные точки.
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Теперь можно провести прямую проходящую через точку 2 и точку 4 . Эта прямая пересечет ребро BB1 в точке 5.
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Проведем диагонали в нижней грани куба ( DB и AC ) ,а  из точки их пересечения проведем прямую параллельно боковому ребру. Эта прямая пересечет прямую 13  в точке 4. ( так как эти прямые лежат в одной плоскости)
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Соединим точки лежащие в одной плоскости .
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Решение:
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Дано :


           ABCDA1B1C1D1 – куб


          т. 1 є CC1


              т. 2 є DD1


          т. 3 є AA1
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Искомое сечение MNFQR – построено.
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5)N = RH1 ∩ PB
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4)H1 = PH ∩ MQ
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3)H = BE ∩ AD
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1)K1 = PK ∩ RF


2)Q = MK1 ∩ PD
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Соединяем точки R и F прямой.





1)Соединяем точки M и R так как они лежат в одной плоскости .


2) K = AD ∩ EC .
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6) N = QH1 ∩ CC1
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5) H1 = HH1 ∩ PR 


( HH1 || CC1 )





H





H1





R





P





M





Q





E1





D1





C1





B1





A1





E





D 





C





B





A





4) H = EC ∩ AD 
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3) R = PK1 ∩ AA1





2) K1  = KK1 ∩ MQ 


( KK1 || BB1 )





1) K = AD ∩ EC
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α∩ (A1B1C1)=ME, ME || T1 T2





T2 =RQ∩ BD, l- след





T1=PQ∩P1B (PP1|| AA 1, P1 Є AC)
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