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Иррациональности в построении арок и куполов

Мы живем в одном из красивейших городов, культурной столице мира Санкт-Петербурге. Архитектурный облик нашего города – это многолетний труд миллионов людей: зодчих, архитекторов, художников, скульпторов, и, наконец, простых рабочих, притворявших в жизнь сотни замыслов. К сожалению, многие петербуржцы не осознают культурной ценности своего города и не интересуются причинами его мировой известности. Я задалась вопросами: «В чем секрет петербургских архитекторов? Чем интересна русская православная архитектура?»; и постаралась найти ответы на эти и многие другие вопросы, исследуя взаимосвязь архитектуры и геометрии. Я поставила целью своей работы доказать присутствие иррациональности в некоторых архитектурных элементах, таких как арки и купола.  
ГЛАВА 1. Принцип построения полуциркульной арки
В древние времена архитекторы не умели вычислять иррациональные числа, но умели строить отрезки, длины которых выражаются иррациональными числами. На рис. 1 показан один из способов построения таких отрезков, равных √2, √3, √4, √5. 
[image: image1.wmf]2
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Архитекторам древности  при создании различных сооружений приходилось решать геометрические задачи с иррациональностями.  
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Арки впервые появились в Древнем Востоке и получили широкое распространение в архитектуре Древнего Рима. Они  придавали сооружениям особую   привлекательность.  Великолепным примером использования арочных конструкций является римский Колизей (рис 2). Внешняя стена Колизея  представляет собой четыре яруса арок. Шаблоном для построения схемы                      рис. 2                     этих арок проектировщику явно послужил круг. Это так называемые полуциркульные арки.
На одном фасаде старинного здания можно увидеть
рис. 1                           следующий  рисунок. В полуциркульную арку вписаны две окружности - маленькая и большая, последняя внутренним образом касается другой полуокружности, которая вместе с первой полуокружностью образует полукольцо (рис. 3а).
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Измерения показали, что диаметр большей полуокружности равен 12 м. Возникают вопросы: какие геометрические зависимости положены в основу этой композиции? Как связаны между собой радиусы двух вписанных окружностей? Попробуем разгадать замысел средневековых архитекторов.
[image: image19.png]


Из точек Р и Q - концов диаметра малой полуокружности - восстановим перпендикуляры до пересечения их с большей полуокружностью в точках М и N (рис. 3б). Соединим полученные точки отрезком. Дальнейшие измерения показывают, что отношение сторон получившегося прямоугольника МNРQ равно 2:1. Тогда ОР =NР. А так как радиус ОN большей полуокружности равен 6, то из треугольника ONР по теореме Пифагора имеем: 

ОР = 
[image: image39.png]


, ОD=OP=
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Следовательно, радиус малой окружности равен 
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. Отсюда отношение радиусов О1D и О2С окружностей равно:

       рис. 3                                            
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Полуциркульная арка была характерна для классической архитектуры Древней Греции и Древнего Рима. Ее можно увидеть и в постройках более позднего времени, в                                                                                  частности, в средневековых романских соборах.
Вывод: В древности архитекторы  в своих чертежах широко прменяли иррациональности. В полуциркульной арке присутствует иррациональность.

ГЛАВА 2. Архитектурный образ Санкт-Петербурга
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Петербургские архитекторы на протяжении трехсотлетней истории города широко применяли знания и опыт древних мастеров. Зодчие Петербурга строили не только арки полуциркульной формы, но и купола, в частности: купол Исаакиевского собора (рис. 4).  
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Архитектурный образ Санкт-Петербурга многопланов, разнолик. В нем запечатлены различные градостроительные эпохи и художественные стили. Но есть у них и общие, объединяющие черты, одна из них – широкое использование арок и куполов полуциркульной формы.                                                            рис. 4
Петербургское барокко было своеобразным и самостоятельным явлением, хотя в нем и отразились влияния различных                                    европейских школ. Петербургскую архитектуру отличали простота 
рис. 5
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объемных построений, плоскостная трактовка фасадов и сдержанность убранства. Важная особенность барокко – использование в оформлении арок декоративных барельефов (рис.5). В середине XVIII столетия стиль барокко достиг яркого и пышного расцвета. Резко усилились черты     парадной представительности, ослепительного великолепия, декоративного блеска. Тяга барокко к зрелищным эффектам особенно наглядно проявилась в арочном искусстве. Однако сложность и дороговизна отделки ограничивали его применение. В отличие  от барокко, классицизм позволяет добиться художественной законченности и изящества сравнительно немногочисленными и несложными в исполнении деталями. 
 Итак, на смену барокко приходит новое направление, и на рубеже 50х-60х годов в архитектуре Петербурга начинает  формироваться классицизм. Для всех периодов его развития характерно использование благородно простых полуциркульных арок. Полуциркульные арки часто встречаются среди монументальных построек.
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Триумфальная Арка Главного Штаба – воплощенный в камне торжественный гимн в честь воинов-героев. Добиваясь ясной композиции Дворцовой площади, архитектор Росси как бы изменил направление Большой Морской улицы, нацелив ее из-под арки прямо на центральную часть Зимнего дворца. Этим он связал в единую композицию дворец и Главный штаб, решив труднейшую градостроительную задачу создания ансамбля. Все оформление фасада Главного Штаба призвано подчеркнуть масштабность и выразительность арки. Соединяя два крыла широким пролетом, арка господствует над зданием и над всей южной частью площади. Связанная конструктивно и композиционно со зданием штаба, арка все же воспринимается как самостоятельный триумфальный монумент, посвященный подвигам русских армий в Отечественной войне 1812 – 1814 годов.
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Орловские ворота в Пушкине, архитектор Ринальди. Орловские ворота привлекают гармоничностью архитектурных форм. Ворота представляют собой почти строгий квадрат, разделенный по вертикали на три части и по горизонтали на три яруса. Средняя часть ворот прорезана удлиненной полуциркульной аркой. Ворота были построены в честь графа Орлова, во многом способствовавшего прекращению эпидемии чумы, разразившейся в Москве в 1770-1772 
годах.

В отличие от пышных триумфальных арок первой половины XVIII века, арка Ринальди строга. Декоративная насыщенность барокко уступила место соразмерности и торжественности классицизма.
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Ринальди создал триумфальные ворота нового типа, получившего развитие в архитектуре XIX века.
Вывод: Одна из отличительных черт барокко и классицизма – характер использования и оформления полуциркульных арок.
ГЛАВА 3. Принцип построения трехлопастной полуциркульной арки

Интересный вариант трехлопастной полуциркульной арки присутствует в оформлении Шведской реформатсой церкви Святой Екатерины (рис. 6). Архитектор К. К. Андерсон составил проект церкви в необычном полуклассическом - полуроманском стиле. Поэтому в архитектуре нашего города крайне редко встречается такая форма арок.
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рис. 6
Чтобы понять принцип построения такой арки рассмотрим следующую задачу.
Четыре равные окружности, расположенные внутри окружности радиуса R, касаются между собой и данной окружности. Найдем радиусы этих окружностей.
[image: image26.jpg]
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Проведем два взаимно перпендикулярных диаметра данной окружности (рис. а). Построим биссектрисы четырех полученных прямых углов. Изобразим искомые окружности. Четырехугольник АВСD — квадрат. Проведенные диаметры являются общими касательными пар 
искомых окружностей. Пусть М — точка касания искомых окружностей. ∆ AMO прямоугольный и равнобедренный. АМ=ОМ=r, где r — радиус искомых окружностей. Тогда 
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   (рис.  б). Затем построим отрезок 
[image: image11.wmf]2
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. Три отрезка в последней пропорции теперь известны. Строим четвертый пропорциональный отрезок r. Пусть Р — точка пересечения биссектрисы ОА с данной окружностью. Отложив на луче РО отрезок РА = r, получим центр А искомой окружности. Аналогично строим центры остальных искомых окружностей. 
ГЛАВА 4. Православные купола
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В русском церковном искусстве проявилось

стремление эстетику чувств сочетать с

эстетикой чисел, красоту свободно

льющегося ритма с красотой правильного                       

                                       геометрического тела.


            М.В. Алпатов

Православная церковь – не просто                                                                                                                                                                                                                                                 архитектурный объект; это сложный символический комплекс, каждая деталь которого имеет свое значение. Купол символизирует собой небо, покрывающее землю – основание храма. Купол опирается на столбы и паруса («парусом» называют часть свода в виде вогнутого сферического треугольника). Барабан  в архитектуре - 
                                                                                     опирающаяся на своды цилиндрическая или
1. Апсида 2. Закомары. 3. Прясла                      многогранная верхняя часть здания, которая 
4. Лопатки. 5. Портал 6.Барабан.                     венчается куполом. Барабан обычно прорезан
7. Купол.                                                                окнами, пропускающими свет внутрь здания.
                                                                               Барабан особенно часто встречается в христианском
                                                                               культовом зодчестве.                                        
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 В русских православных храмах заключен порыв к красоте и духовному свету. Поэтому «луковичная» форма купола выбрана неслучайно. Она напоминает заостряющееся кверху пламя, горящую свечу, которую зажигают во время молитвы. Такая форма купола символизирует духовный подъем и стремление к совершенству. Купола православных храмов на Руси строили с использованием золотой пропорции, которая выражается иррациональным числом. 
Задача о золотом отношении, отражающая  элементы изящества и гармонии окружающего нас мира явилась одной из самых долгоживущих  и увлекательных геометрических задач. 
Пифагор показал, что отрезок единичной длины АВ можно разделить таким образом, что отношение большей части  АС=а к меньшей части ВС=b будет равно отношению всего отрезка  АВ=1 к  его большей части. 
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Отсюда находим уравнение Золотого сечения

х²  + х  -1 = 0

Положительный корень  уравнения равен числу  Ф = 1,6180339…
Такое деление (точкой С) называется  золотой пропорцией.
Рассмотрим один из способов деления отрезков в «золотом» отношении.

Пусть дан прямоугольный треугольник АВС с катетами а = 1 и b = 2. Найдем отношения отрезков, используя рис.6,
[image: image29.png]



рис. 6
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где с – длина гипотенузы треугольника. Последнее отношение и есть золотое сечение. Выполним соответствующие геометрические построения с помощью циркуля и линейки.

а) Из точки В проведем окружность радиусом а = 1, которая пересечет гипотенузу АВ в точке D, а ее продолжение – в точке М; АМ = √5 + 1

 b) Из точки А проведем окружность радиусом в = 5, которая пересечет отрезок АМ в точке К. Тогда АМ/АК [image: image15.png]¥+l



 = Ф, но КМ = АD = √5 – 1, АК/КМ = 2 ÷ (√5 – 1) = (√5 + 1) ÷ 2 = Ф.

Следовательно, точка К (как и точка D) делит отрезок АМ в золотом отношении.

[image: image30.png]


Существуют разные виды куполов. Самый простой эскиз купола строится таким образом: В квадрате АВСD отмечаются середины Е, F, К его сторон АD, DС и СВ соответственно. Из точек А, В, С, D как из центров проводят дуги радиусом, который составляет половину стороны квадрата. Продолжение стороны АВ квадрата пересекают двое из дуг в точках М и N.
Примером такого купола служит церковь Святой Екатерины, архитектор Тон (рис.7). В своем проекте Тон использовал крестово-купольную систему, разработанную еще византийскими зодчими и затем широко распространившуюся в русской архитектуре. Традиционное русское пятиглавие дополнилось соответствующей компоновкой фасадов, в отделке которых использовались мотивы русской архитектуры XV – XVII веков – узкие полуциркульные арочные окна, декоративная аркатура на тонких колонках. Николай I нашел в проекте Тона «отменный вкус» и прямое соответствие русской народности. Много лет спустя петербургский журнал «Зодчий», публикуя составленный Тоном в 1830 году эскизный проект церкви Святой Екатерины, отмечал, что он был «первым началом и исходною точкою возрождения своеобразной церковной архитектуры в России». Екатерининская церковь была построена в 1831 – 1837 годах. 
К сожалению, она не сохранилась.  
−9−
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рис. 7
Для построения более сложных эскизов вспомним о золотой пропорции, установив, что Ф
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1,6. Как построить отрезки АВ и О1С? Прежде всего, выберем единицу измерения – отрезок. Затем выполним преобразования АВ:О1С = 1,6 = 16:10 = 8:5. Это значит, что АВ = 8е, а О1С = 5е. Представим себе, что нам следует построить равнобедренный треугольник АВС, у которого основание АВ и высота О1С составляют золотую пропорцию. Тогда мы строим отрезок АВ = 8е, делим его пополам точкой О1 и проводим перпендикуляр к АВ через точку О1, на которой откладываем отрезок О1С = 5е. Треугольник АСВ послужит основой для нового эскиза купола православной церкви.
   А теперь построим эскиз луковичного купола. Опишем план построения.

1.Выбрать единичный отрезок.

[image: image32.png]CATHHHAS 1I€PKOBb, NMOCTpoeHHas no mpoekty B. I1. Cra-
coBa B 1828—1842 ronax *, sBunach npoBo3BecTHuuell To-
rO HOBOIO HALMOHAJbLHOTO HAaNpaBJeHHS, KOTOPOe MO3AHee
COBPEMEHHHKH OIpENEsIUIH TEePMHUHOM «PYCCKO-BH3aHTHH-
CKHH CTHJIbY.

[Moanunublil pasMax 3T0 HalpaB/eHHE MOJNYUHIO B liep-
KOBHOH apxurekType Poccuu naumnas c¢ 1830-x romos. Ero
BO3r/1aBuJ apxutektop Koncrantun Angpeesny Tou (1794—
1881)°!.

Boinycknuk Akangemun xypoxects, K. A. Tow B cBomx
paHHUX TNPOU3BENEHHSX, OCYILECTBJEHHBIX B NEPBOH MOJO-
BHHe 1830-X rof0B,— B MPHCTAHH CO CUHKCAMH M B HOBBIX
MHTepbepax 3JaHus AKaJIeMHH XyNOKeCTB — OTAa] JaHb
TO3JHEMY K/IACCHLUH3MY, HO OJHOBDEMEHHO CHeJas MepBbie
1Iary B HOBOM HampapJjelHd. 3aTeM OH, KaK U GOJIbLIMHCTBO
€r0 COBPEMEHHHKOB, PEIIHTENbHO OTOLIeN OT KJAACCHIH3Ma,
JIHIIB H3PENKA HCIOJIb3Ys OTAE/bHbIE Cro mpuemMbl. Ecan aas
npenuectsennuka Towa, apxurtekropa B. Il. Cracopa, 06-
palieHHe K MOTHBAM JPEBHEPYCCKOTO 30[44ecTBa HOCHJIO
TOJIbKO SMH30JHYECKHI XapaKTep H OCTa/loCch HA YPOBHE OT-
JeJIbHBIX TBOPUYECKHX SKCIEPHUMEHTOB, TO s ToHa oHO cTa-
JI0 OJIHOH M3 IJIaBHBIX 3ajay BCeil ero MHOToJIeTHeH H mio-
JIOTBOPHOH TBOPUECKOH LEeSTENBbHOCTH.

«TnaBHoe B pa6orax Tona,— nucan B 1842 rojgy OLHH U3
€ro COBPEMEHHHUKOB,— €CTb TO, UTO GoJibliiasi UX YacTh, Kak
BCEM H3BECTHO, NMPOU3BOIUTCS B OCOGEHHOM CTHJIE 301U€CT-
Ba. JTa DEUIMMOCTb OT OGIICNPHHATHIX YCIOBUH M Xapak-
Tepa 06paTHTLCA K Pa3paGoTKe OTEUeCTBEHHBIX MaTepHaJOB
M JlaHHBIX HCKYCCTBA COCTaBJISIeT IJIaBHEHIIYIO 3aC/yry Mpo-
(eccopa-xynoKHUKA»"2.

Iepsoit nocrpoiikoit ToHa B hopMax «pyccKo-BH3AHTHH-
CKOro cTuisi» G6buia 1epkosb Cearoit Exarepunbl Ha [lerep-
rodckoM mpocnekte (HblHE mpocmekT [asa), Hemomaseky
or Crapo-Kanunkuna mocra. CTPOHTENLCTBY LEPKBU Mpej-
LIECTBOBAJIA JIOBOJBHO CJOXKHAF HCTOPHS €€ MPOEKTHPOBa-
HUSI, B KOTOPOH IPKO OTPA3UJIOCh H3MEHEHHe XYJO0KeCTBeH-
HBIX BO33DEHHH B IepHOJ HaABHrAIOLIErocst KpUauca Kiac-
CHIM3MA M HOBbLIE, BO3HMKIIHE TOTAA HIEOJOTHUECKHE TeH-
JIeHIHH, CBfI3aHHble ¢ (DOPMHUPOBAHHEM MPABUTENLCTBEHHON
JIOKTPUHDBI OPUIHANBHOR «HADPOIHOCTHY.

IepeBsinnas EkaTepHHUHCKAs 1leDPKOBb, OCHOBAHHASI ellle
[Terpom I B npuroponxom cene Kanunkunckom B 1721 rony,
a 3aTeM INepeHeceHHasi Mo pacnopsixkeHuto Exarepunbl 11 k
Crapo-Kamunkuny mocry, K 1820-M rogam mpuumnia B moJ-
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Sckusnpiil npoekr uepken Cpatofi ExatepuHbi.
Apxurekrop K. A. Ton, 1830 r.

~ Hyl0 BerxocTb. [IpuxozKane 0GpPaTHJMCh C MPOCKOOI paspe-

LIUTH TOCTPOUTH HOBYIO KAMEHHYIO LE€PKOBb M BBIACIHTh CO-
~ orBercTBYyMOlMe cpeAcTBa. Ha sanucke Komurera MHHHCTPOB
no stomy nosofy Huxomait I 14 nionst 1827 roxa HalOKH/I
~ pesosouuio: «CocTaBUTL KOHKYPC M CHe/aTh HOBbIE MMPOEK-

Thl, HOO HH KOTOprﬁ M3 TMPEACTABJ/eHHbIX HE YIOBJETBODH-

~ tesieH». B COOTBETCTBUU C 3THUM pPacnopsiKeHueMm Obul Mpo-
BEJleH KOHKYPC, Ha KOTOPbI MPeACTABUIM CBOU NPOEKTHI 1Ba
BHIHBIX apXUTEKTOpa-Kiaccuuucra, npodeccopa Axajgemuu
xynoxkects A. A. Muxaitios u A. K. Meabnukos. ITpoext
MuxaiiioBa, coriacHo cMere, TpeGoBasi okosio | MuiKHOHA
- 200 pyGJeli, 4TO HAMHOTO HPEBHILIAIO CYMMY, OTHYILEHHYIO
Ha nocrpoiiky 3pauus. [lo TpeGoanmio umneparopa Mu-
| XaliJI0B COCTAaBUJ APYrofl MpoeKT — Ha cymmy 10 500 Thicsu
pybacii. CBo#f NpPOEKT MNPEAJOKHI W  €ro  KOHKYpPeHT
A. V. MeJAbHUKOB: N0 3TOMY NPOEKTY CTOHMOCTb MOCTPOM-
| KU OKaspiBajach elle MeHblIed — okoso 225 Teicau pyOaed.
- O6a mpoekra GblIM NMpPENCTABJIEHBI LaPIO. quuxomaHaM no-
_mpaBuicsa npoekT MenbHukosa, Ho Hukonait I nanoxun Ha
HEM OueHb DE3Kylo OTpUIlaTe/bHYIO pesomouuio: «IIpoekr
1. MeJIBHEKOBA CTONIBKO MAJo IPUJIHUEH W KPacus, uTo oGe-
- 300paswi1 OBl Bech KBAPTAI: HANO BEJETh Cle/aTb ApPYroi,
MPOCTOl M KpaCHBBIH, KOTOPBIA He MPeBOCXOAMN Obl ceil xe
CYyMMBbI»”.

47




2.Начертить отрезок АВ длиной восемь единичных отрезков.

Построить серединный перпендикуляр CO1  к отрезку AB длиной пять единичных отрезков.
 3.Выделить треугольник ABC.

 4.Построить перпендикуляр О1К к стороне ВС.
−10−
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5.На высоте СО1 отметим точку  М так, чтобы СМ=О1В,  и через  точку М проведем прямую, перпендикулярную прямой  СО1, которая пересекает отрезок О1К в точке О2 

6.Проведем окружность с центром в точке О2 и радиусом О2К
7.Разделим отрезок О1В точкой S и через нее проведем прямую SP , перпендикулярную АВ. Она пересекает построенную  окружность в точке L, через которую проведем прямую, параллельную АВ. В пересечении с осью СО получится точка Е.

[image: image34.png]


8.На прямой СЕ  от точки С отложим отрезок CG. Он равен двум единичным отрезкам. Из точки О1 как из центра проведем окружность, радиусом О1G, которая пересечет предыдущую окружность в точке N , и окружность радиусом О1К , пересекающую высоту СО1  в точке F. 

9. Через точки  E и N  проведем  прямую. Из  точки С  как из центра проведем окружность радиусом ЕF , которая пересечет прямую ЕN  в точке О3.

10. Из точки О3 проведем  дугу радиусом  О3N  до ее пересечения с точкой С.

Линия, составленная из двух построенных дуг LKN  и NC, образует половину эскиза купола. Вторая  половина получается при выполнении симметрии относительно оси СО1.
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Луковичная форма купола – наиболее часто встречающаяся в Петербурге:
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Купол храма Рождества Христова           Купол Федоровского собора
Вывод: Купола православных храмов на Руси строили с использованием золотой пропорции, которая выражается иррациональным числом. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Архитектура и геометрия неразделимы. Присутствие иррациональности придает любому сооружению загадочность и притягательность.  Арки всегда гармонично дополнят любое сооружение, а православные луковичные купола, благодаря своей неповторимой форме, никого не оставят равнодушным. 
Порой смотришь на архитектурный шедевр и не можешь поверить, что это – творение рук человека. Каким талантом и мастерством нужно обладать, чтобы создать архитектурные памятники, совершенство которых не подвластно времени! А зодчим нашего города это удалось, поэтому я горжусь тем, что живу в таком прекрасном городе – Санкт-Петербурге!
−12−
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