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Введение
Не все уравнения, возможно,  решить стандартными способами. В школьном курсе математики выделены четыре основных методов решения уравнений: разложение на множители, замена переменной, переход от равенства функций к равенству аргументов, функционально-графический. Помимо перечисленных методов существуют и специальные.  Как правило, они используются в том случае, когда уравнение весьма затруднительно решить основными методами. Таким методом является и решение уравнений с помощью различных неравенств. В своей работе я на конкретных примерах уравнений хочу проиллюстрировать достаточно богатые возможности использования таких классических неравенств, как неравенство Коши между средним арифметическим и средним геометрическим неотрицательных чисел и так называемое неравенство Бернулли, а так же неравенство Ки Фана, которое представляет собой своеобразный аналог неравенства Коши. Данному неравенству в тематике средних величин в последние годы уделяется весьма значительное внимание. В настоящей работе я хочу в контексте обозначенной тематики рассмотреть применение и некоторых других известных неравенств, а так же акцентировать внимание на одной общей идее использования неравенств в вопросе решения уравнений.
Предлагаемая работа посвящена использованию неравенств  при решении уравнений. Надеюсь, что она окажется полезной для учеников, которые будут поступать в вузы, и учителей, работающих в старших классах – как общеобразовательных, так и математических.
1.Решение уравнений с помощью неравенства Бернулли.

Неравенством Бернулли принято называть теорему, которая формулируется в три этапа6

1)Если h>-1, то при любом натуральном p выполняется (1+h)
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[image: image2.wmf] 
2)Если h>-1 и 
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3)Если h.-1  и 0<p<1,то   (1+h)
[image: image5.wmf]p

<=1 +ph

Замечание. Равенство достигается тогда и только тогда, когда p=1 или h=0.
Для того чтобы использовать эту теорему при решении уравнений вида
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Нужно левую часть уравнения представить в виде суммы степеней вида (1+f(x))
[image: image7.wmf]p

 и к каждому слагаемому применить неравенство Бернулли. Если после преобразования получим, что левая часть исходного уравнения совпадает с его правой частью, то, в силу только что приведенного замечания делаем вывод, что p=1 или f(x)=0.
Пример 1.

Решите в целых числах уравнение: 

[image: image8.wmf]).
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Решение: Функция 
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 определена при x >-
[image: image10.wmf]9

1

.  Следовательно, целых отрицательных корней уравнение не имеет.
Проверим, существует ли корень, равный нулю. В самом деле, при x=0 уравнение принимает вид  0=lg(9
[image: image11.wmf]´

0+1), т.е. 0=0. Следовательно ч=0-корень уравнения.

Остается установить, не имеет ли уравнение положительных корней преобразуем:


[image: image12.wmf].
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Получаем 
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 равенство достигается или при х=1 или при 9х+1=0,т.е. при х=-
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.Второе значение х не входит в область допустимых значений неизвестной в исходном уравнении.
Ответ:
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Пример2.

Решите уравнение: 
[image: image17.wmf]4
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Решение: В левой части уравнения стоят корни четной степени, а это значит, что 
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, т.е. имеет место неравенство 
[image: image20.wmf]1

1

£

£

-

x

.
Представим левую часть уравнения в виде суммы степеней:
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Условия x.-1  и 0<
[image: image22.wmf]4
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<1 дают возможность применить неравенство Бернулли:
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Получили, что 
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, следовательно, решений нет.
Ответ: решений нет.

Также неравенство Бернулли можно применять к уравнениям вида  
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Обе части уравнения сначала представим в виде сумм степеней вида
[image: image27.wmf]p
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.Затем к левой и правой частям применим неравенство Бернулли. Если после преобразования они совпадут, то определим при каких x  выполняется равенство.

Пример3.
Решите уравнение:
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Решение: Представив левую часть уравнения в виде суммы степеней
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Приравняем ее к правой части исходного уравнения
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Применим к обеим частям неравенство Бернулли(так как 
[image: image31.wmf][

]

3

,

1

-

Î

x

) и выполним преобразования:
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Следовательно, левая часть исходного уравнения равна его правой части, если каждая из них равна 2, значит, равенство возможно если:
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Ответ:x=0.

2.Решение уравнений при помощи неравенства Иенсена.
Неравенством Иенсена для выпуклой на промежутке l числовой прямой функции f(x) называется неравенство
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-положительные числа, удовлетворяющие условию 
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1

1

=

å

=

n

k

k

l

Если функция f в неравенстве не является линейной, то равенство в нем достигается лишь тогда, когда 
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Пример1.

Найдите неотрицательные корни уравнения
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Решение.

В области определения неизвестного, т.е. на промежутке [-1,+
[image: image39.wmf]¥

), уравнение преобразуем следующим образом:
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Рассмотрим левую часть уравнения и оценим ее сверху, используя неравенство Иенсена для функции 
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Так как равенство в последнем соотношении будет достигаться только при условии 
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, то отсюда находим единственный неотрицательный корень x=0 уравнения. В последнем легко убедиться, сравнив графики функций 
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Ответ:х=0.

Пример2.

Решите уравнение
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Решение.

Областью задания уравнения является промежуток  [0,+
[image: image47.wmf]¥

). Разделив обе части уравнения,  на -5, перепишем его в виде: 
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Левую часть оценим сверху, используя неравенство Иенсена для функции 
[image: image49.wmf].
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Таким образом, уравнение реализует равенство в произведенной оценке. Оно достигается тогда и только тогда, когда 
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Ответ:х=1.

Пример3.

Решите уравнение

[image: image51.wmf].
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Решение.

Применяя неравенство Иенсена к функцииf(x)=
[image: image52.wmf]x
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 и величинам 
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Ответ: х=1-единственный корень уравнения.

3.Применение неравенств, порождаемых средним степенным.
Пусть 
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F при несовпадении всех чисел 
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выполняется соотношение F(x)=a.Отмеченные свойства среднего степенного порождают общее неравенство,
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в котором при 
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Пример1.

Решите уравнение
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Решение.

Область определения первого слагаемого левой части есть отрезок 
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введем в рассмотрение среднее степенное порядка t величин 
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Оно позволяет записать неравенство 
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в котором равенство достигается лишь тогда, когда 
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Исходное уравнение равносильно уравнению
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Левая часть которого есть в точности 
[image: image72.wmf])
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,а правая часть-F(1).Следовательно,уравнение имеет единственный корень х=0.
Ответ:х=0.

Пример2.

Решите уравнение 
[image: image73.wmf](
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Решение.

При х>0 уравнение перепишем следующим образом:
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Левая часть уравнения есть среднее степенное Р величин 1,х,
[image: image75.wmf]2
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. Оценим ее снизу, используя неравенство 
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Равенство в произведенной оценке достигается лишь при условии 
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,т.е. при х=1. Таким образом, х=1-единственный корень уравнения.

Ответ:х=1.

4.Применение неравенства Гюйгенса.
Неравенством Гюйгенса для положительных чисел 
[image: image80.wmf]n
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в котором равенство достигается тогда и только тогда, когда 
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Пример1.

Решите уравнение
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Решение.

Уравнение задано при х>=0,причем х=0-корень уравнения. Найдем его положительные корни. Для этого правую часть уравнения оценим снизу по неравенству Гюйгенса. Получим:
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Так как равенство в произведенной оценке возможно только при условии 
[image: image85.wmf]4
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, то х=1-единственный положительный корень исходного уравнения.

Ответ: х=0,х=1.

Пример 2.

Найдите положительные корни уравнения
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Решение.
При положительных значениях х левую часть уравнения можно оценить снизу, используя неравенство Гюйгенса:
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Так как равенство в оценке достигается лишь только, если 
[image: image88.wmf]2
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-единственный положительный корень уравнения.

Ответ: х=
[image: image89.wmf]2
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5. Применение неравенства Коши-Буняковского.
Неравенство Коши-Буняковского для действительных чисел 
[image: image90.wmf])
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в котором  равенство достигается тогда и только тогда, когда 
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Пример.
Решите уравнение
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Решение.

х=0-корень уравнения. Найдем положительные корни данного уравнения. Так как 13=
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, то рассматриваемое уравнение есть реализуемое со знаком равенства неравенство Коши-Буняковского для величин 
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Ответ: 
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6.Применение неравенства Ки Фана.
Пусть
[image: image100.wmf])
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неравенство Ки Фана для чисел 
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в котором равенство достигается тогда и только тогда, когда 
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Наряду с данным неравенством существует также так называемое обобщенное или, по-другому, «весовое» неравенство Ки Фана
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Где 
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 с таким же набором весов. 
В сопоставлении с данным, первое неравенство называется простым неравенством Ки Фана.

Неравенство Ки Фана можно доказать с помощью неравенства Иенсена.

Доказательство.

Рассмотрим функцию 
[image: image116.wmf].
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. Применим к ней неравенство Иенсена, полагая  
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Будем иметь:
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что равносильно неравенству


[image: image121.wmf].

~

'

~

ln

~

'

~

ln

n

n

n

n

G

G

A

A

£


Последнее влечет неравенство Ки Фана, что и требовалось доказать.

Пример.

Решите уравнение
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Решение.
Областью задания данного уравнения является отрезок 
[image: image123.wmf]ú
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, при этом значение х=0 не является корнем уравнения.

Левую часть уравнения можно преобразовать следующим образом:
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Последнюю дробь на множестве 
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 можно оценить сверху по неравенству Ки Фана.

Но получившаяся в оценке дробь легко преобразуется  к виду правой части. Равенство в оценке достигается лишь тогда, когда
[image: image126.wmf]x

x

=

-

2

4

1

2

1

.

Следовательно, корни последнего уравнения будут корнями исходного. 
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Ответ: 
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Заключение

В данной работе я постаралась показать решение некоторых  видов  уравнений, которые трудно решить основными методами, с помощью неравенств. Для меня решения сложных уравнений были непонятны и вызывали затруднения. В школьных учебниках эти неравенства не описаны, хотя в заданиях ЕГЭ встречаются уравнения,  которые решаются с помощью неравенств. Такие же уравнения мне встретились и при выполнении  олимпиадных заданий. В процессе работы я столкнулась с тем, что литературы по данной теме написано очень мало. Поэтому в основу моей работы легла статья Фирстова Н.И. «Решение некоторых видов уравнений при помощи неравенств» опубликованная в журнале «Математика в школе», 2002, №1. Надеюсь, что проработанная и дополненная мною выше названная статья еще несколькими неравенствами, будет интересна учителям и ученикам старших классов.
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