ВВЕДЕНИЕ В МИР ФРАКТАЛОВ
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ВВЕДЕНИЕ

“Почему геометрию часто называют холодной и сухой? Одна из причин заключается в её неспособности описать форму облака, горы, дерева или берега моря. Облака — это не сферы, горы — это не конусы,  линяя берега — это не окружности, и кора не является   гладкой, и молния не распространяется по прямой…   Природа демонстрирует нам не просто более  высокую степень, а совсем другой уровень сложности.  Число различных масштабов длин в структурах всегда бесконечно”.

Бенуа Мандельброт. 

Многие природные системы настолько сложны и нерегулярны, что использование только знакомых объектов классической геометрии для их моделирования представляется безнадежным. Как, к примеру, построить модель  множества Мандельброта и Жюлиа, Снежинку Коха, ковер Серпинского в терминах геометрии? Как описать то многообразие биологических конфигураций, которое мы наблюдаем в мире растений и животных? Представьте себе всю сложность системы кровообращения, состоящей из множества капилляров и сосудов и доставляющей кровь к каждой клеточке человеческого тела. Представьте, как хитроумно устроены легкие и почки, напоминающие по структуре деревья с ветвистой кроной.

Столь же сложной и нерегулярной может быть и динамика реальных природных систем. Как подступиться к моделированию каскадных водопадов или турбулентных процессов, определяющих погоду?

Фракталы - подходящие средства для исследования поставленных вопросов. Термин фрактал относится к некоторой статичной геометрической конфигурации, такой как мгновенный снимок водопада. Нередко то, что мы наблюдаем в природе, интригует нас бесконечным повторением одного и того же узора, увеличенного или уменьшенного во сколько угодно раз. Например, у дерева есть ветви. На этих ветвях есть ветки поменьше и т.д. Теоретически, элемент «разветвление» повторяется бесконечно много раз, становясь все меньше и меньше. То же самое можно заметить, разглядывая фотографию горного рельефа.

       Многие замечательные свойства фракталов открываются при изучении итерированных отображений. Замечательного прогресса в изучении  отображений добились Гистон Жюлиа и Пьер Фату (1919). Естественно, все было сделано без помощи компьютерной графики. 

Изучение фракталов открывает изумленному взгляду совершенно новый мир пластичной красоты. Кроме того, они открывают замечательные возможности, как исследовании бесконечного числа приложений, так и в области чистой математики. Но в то же время, как это часто случается в так называемой новой математике, открытия опираются на пионерские работы великих математиков прошлого. Сэр Исаак Ньютон понимал это, говоря: «Если я и видел дальше других, то только потому, что стоял на плечах гигантов».
Цель работы: подробно открыть смысл сущности фракталов. 
Задачи работы: проанализировать и проработать литературу по теме исследования, рассмотреть и изучить различные виды фракталов, представить классификацию фракталов, составить программу для построения образа фракталов.
Фракталы вокруг нас

Математика, 

если на нее правильно посмотреть, 

отражает не только истину, 

но и несравненную красоту.

Бертранд Рассел.

Вы, конечно же, слышали о фракталах. Вы, конечно же, видели эти захватывающие картинки из Bryce3d более реальные, чем сама реальность. Горы, облака, кора дерева - все это выходит за рамки привычной евклидовой геометрии. Мы не можем описать камень или границы острова с помощью прямых, кружков и треугольников. И здесь нам приходят на помощь фракталы. Что же это за знакомые незнакомцы? Когда они появились? 

1.1. История  появления.
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Первые идеи фрактальной геометрии возникли в 19 веке. Кантор с помощью простой рекурсивной (повторяющейся) процедуры превратил линию в набор несвязанных точек (так называемая Пыль Кантора). Он брал линию и удалял центральную треть и после этого повторял то же самое с оставшимися отрезками. Пеано нарисовал особый вид линии (рисунок 1). Для ее рисования Пеано использовал следующий алгоритм. 
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На первом шаге он брал прямую линию и заменял ее на 9 отрезков длинной в 3 раза меньшей, чем длинна исходной линии (Часть 1 и 2 рисунка 1). Далее он делал то же самое с каждым отрезком получившейся линии. И так до бесконечности. Ее уникальность в том, что она заполняет всю плоскость. Доказано, что для каждой точки на плоскости можно найти точку, принадлежащую линии Пеано. Кривая Пеано и пыль Кантора выходили за рамки обычных геометрических объектов. Они не имели четкой размерности. Пыль Кантора строилась вроде бы на основании одномерной прямой, но состояла из точек (размерность 0). А кривая Пеано строилась на основании одномерной линии, а в результате получалась плоскость. Во многих других областях науки появлялись задачи, решение которых приводило к странным результатам, на подобие описанных выше (Броуновское движение, цены на акции). 

1.2. Бенуа Мандельброт - Отец   фракталов
Вплоть до 20 века шло накопление данных о таких странных объектах, без какой либо попытки их систематизировать. Так было, пока за них не взялся Бенуа Мандельброт - отец современной фрактальной геометрии и слова фрактал. Работая в IBM математическим аналитиком, он изучал шумы в электронных схемах, которые невозможно было описать с помощью статистики. Постепенно сопоставив факты, он пришел к открытию нового направления в математике - фрактальной геометрии. 

Что же такое фрактал. Сам Мандельброт вывел слово Fractal от латинского слова fractus, что означает разбитый (поделенный на части). И одно из определений фрактала - это геометрическая фигура, состоящая из частей и которая может быть поделена на части, каждая из которых будет представлять уменьшенную копию целого (по крайней мере, приблизительно). 

Чтобы представить себе фрактал понаглядней рассмотрим пример, приведенный в книге Б.Мандельброта "The Fractal Geometry of Nature" ("Фрактальная геометрия природы") ставший классическим - "Какова длина берега Британии?". Ответ на этот вопрос не так прост, как кажется. Все зависит от длины инструмента, которым мы будем пользоваться. Померив, берег с помощью километровой линейки, мы получим какую-то длину. Однако мы пропустим много небольших заливчиков и полуостровков, которые по размеру намного меньше нашей линейки. Уменьшив размер линейки до, скажем, 1 метра - мы учтем эти детали ландшафта, и, соответственно длина берега станет больше. Пойдем дальше и измерим длину берега с помощью миллиметровой линейки, мы тут учтем детали, которые больше миллиметра, длина будет еще больше. В итоге ответ на такой, казалось бы, простой вопрос может поставить в тупик кого угодно - длина берега Британии бесконечна. 

1.3. Немного  о  размерностях.
В своей повседневной жизни мы постоянно встречаемся с размерностями. Мы прикидываем длину дороги (250 м), узнаем площадь квартиры (78 м2) и ищем на наклейке объем бутылки пива (0.33 дм3). Это понятие вполне интуитивно ясно и, казалось бы, не требует разъяснения. Линия имеет размерность 1. Это означает, что, выбрав точку отсчета, мы можем любую точку на этой линии определить с помощью 1 числа - положительного или отрицательного. Причем это касается всех линий - окружность, квадрат, парабола и т.д. 

Размерность 2 означает, что любую точку мы можем однозначно определить двумя числами. Не надо думать, что двумерный - значит плоский. Поверхность сферы тоже двумерна (ее можно определить с помощью двух значений - углов наподобие ширины и долготы). 

Если смотреть с математической точки зрения, то размерность определяется следующим образом: для одномерных объектов - увеличение в два раза их линейного размера приводит к увеличению размеров (в данном случае длинны) в два раза (21). 

Для двумерных объектов увеличение в два раза линейных размеров приводит к увеличению размера (например, площадь прямоугольника) в четыре раза (22). 

Для 3-х мерных объектов увеличение линейных размеров в два раза приводи к увеличению объема в восемь раз (23) и так далее. 

Таким образом, размерность D можно рассчитать исходя из зависимости увеличения "размера" объекта S от увеличения линейных размеров L: 
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. Для линии 
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.  Для плоскости
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. Для объема 
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. Может быть немного запутано, но, в общем-то, несложно и понятно. 

Попробуем посчитать размерность для кривой Пеано. Итак, у нас исходная линия, состоящая из трех отрезков длины Х, заменяется на 9 отрезков втрое меньшей длинны. Таким образом, при увеличении минимального отрезка в 3 раза длина всей линии увеличивается в 9 раз и 
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 - двумерный объект!!! 

1.4. ОПРЕДЕЛЕНИЕ И КЛАССИФИКАЦИЯ ФракталОВ

Так вот, когда размерность фигуры получаемой из каких-то простейших объектов (отрезков) больше размерности этих объектов - мы имеем дело с фракталом. 

Фракталы делятся на группы. Самые большие группы это: 

· геометрические фракталы 

· алгебраические фракталы 

· системы итерируемых функций 

· стохастические фракталы. 

Видно, что фрактал Мандельброта и Кривая Коха разные типы фракталов. У них есть общее - рекурсивная процедура при генерации, но есть отличия. Поэтому для их изучения следует разделить их на определенные классы. Одной из общепринятых классификаций является классификация фракталов на геометрические, алгебраические и стохастические (см. таблицу). 
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1.5. Геометрические  фракталы.
Именно с них началась история фракталов. Это и есть те функции-монстры, которых так называли за недифференцируемость в каждой точке. Геометрические фракталы являются также самыми наглядными, т.к. сразу видна самоподобность. Вообще все геометрические фракталы обладают самоподобностью, не изменяющейся при изменении масштаба. Для построения геометрических фракталов характерно задание "основы" и "фрагмента", повторяющегося при каждом уменьшении масштаба. Поэтому эти фракталы иногда называют конструктивными или автомодельными. 
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Рис. 2. 

Примерами таких фракталов являются Треугольник Серпинского, Снежинка Коха, Кривые Леви и Минковского и многие другие. 

В графике геометрические фракталы применяются для получения изображений деревьев, кустов, береговых линий и т.д. 

Конструктивные фракталы строятся с помощью рекурсивных процедур, систем итерированных функций, L-систем, и др. 

	Геометрические фракталы - Рекурсивные процедуры

	Двумерное множество Кантора
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	Треугольник  Серпинского
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	Одномерное множество Кантора
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	Двоичное дерево
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	Троичное дерево
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	Драконы 
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	H-дерево
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	V-дерево 
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	Дерево Пифагора
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	Фрактал Минковского 
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	Прямоугольники
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	Кривая Гилберта 
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	Целующиеся круги
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	Звездный фрактал 
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	Ковер Серпинского
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	Треугольное двумерное множество Кантора 
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	Папоротник 
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	Ветки 
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	Кинескоп 
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1.6. Алгебраические  фракталы.
Вторая большая группа фракталов - алгебраические. Свое название они получили, за то, что их строят, используя простые алгебраические формулы. 

Получают их с помощью нелинейных процессов в n-мерных пространствах. Известно, что нелинейные динамические системы обладают несколькими устойчивыми состояниями. Состояние, в котором окажется динамическая система после некоторого числа итераций, зависит от начальных условий. Поэтому каждое устойчивое состояние (атрактор) обладает некоторой областью начальных состояний, при которых система обязательно перейдет в рассматриваемые конечные состояния. Таким образом, фазовое пространство разбивается на области притяжения аттракторов. 
Самыми известными из них являются множества Мандельброта и Жюлиа, Бассейны Ньютона и т.д. 

	Алгебраические фракталы

	Множество Мандельброта
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	Бассейны Ньютона
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	Паук 
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	Биоморфы
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	Frothy 
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	Множество Жюлиа
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	Горящий Корабль
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	Barnsley Fractal 
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	Нелинейные преобразования, Аттракторы


	Крест 
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	Дерево 
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	Множество Аполлона
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	Вихри 
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	Gingerbreadman 
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	Martin
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	Hopalong 
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	Chip
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	Quadruptwo 
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	Threeply
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	Модели ограниченного роста популяции 
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	Аттрактор Лоренца
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1.7. Стохастические  фракталы.
Кривая Коха как бы не была похожа на границу берега и не может выступать в качестве ее модели из-за того, что она всюду одинакова, самоподобна, а в действительности это не так. Все природные объекты создаются по капризу природы, и есть случайность в этом процессе. 
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Фракталы, при построении которых в итеративной системе случайным образом изменяются какие-либо параметры, называются стохастичными. Термин "стохастичность" происходит от греческого слова, обозначающего "предположение". 

Также примером случайности в природе является броуновское движение. С помощью компьютера такие процессы строить достаточно просто, т.к. он позволяет генерировать последовательности случайных чисел. Эти фракталы используются при моделировании рельефов местности и поверхности морей, процесса электролиза. 

Типичный представитель данного класса фракталов "Плазма". 
Для ее построения возьмем прямоугольник и для каждого его угла определим цвет. Далее находим центральную точку прямоугольника и раскрашиваем ее в цвет равный среднему арифметическому цветов по углам прямоугольника плюс некоторое случайное число. Чем больше случайное число - тем более "рваным" будет рисунок. Если мы теперь скажем, что цвет точки это высота над уровнем моря - получим вместо плазмы - горный массив. Именно на этом принципе моделируются горы в большинстве программ. С помощью алгоритма, похожего на плазму строится карта высот, к ней применяются различные фильтры, накладываем текстуру и, пожалуйста, фотореалистичные горы готовы. 
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1.8. Системы итерируемых функций 
(IFS - Iterated Function Systems)

Эта группа фракталов получила широкое распространение благодаря работам Майкла Барнсли из технологического института штата Джорджия.

Он пытался кодировать изображения с помощью фракталов. Запатентовав несколько идей по кодированию изображений с помощью фракталов, он основал фирму "Iterated Systems", которая через некоторое время выпустила первый продукт "Images Incorporated", в котором можно было изображения переводить из растровой формы во фрактальную FIF. Это позволяло добиться высоких степеней сжатия. При низких степенях сжатия качество рисунков уступало качеству формата JPEG, но при высоких картинки получались более качественными. В любом случае этот формат не прижился, но работы по его усовершенствованию ведутся до сих пор. Ведь этот формат не зависит от разрешения изображения. Так как изображение закодировано с помощью формул, то его можно увеличить до любых размеров и при этом будут появляться новые детали, а не просто увеличится размер пикселей. Хуже это или лучше - решать надо в каждом отдельном случае. 
	
	
	Простые СИФ – фракталы
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Папоротник 

	Кривая и Острова Коха 
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	Фрактал Леви 
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	Треугольник Серпинского 
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Если в L-systems (алгебраических фракталах) речь шла о замене прямой линии неким полигоном, то в IFS мы в ходе каждой итерации заменяем некий полигон (квадрат, треугольник, круг) на набор полигонов, каждый их которых подвергнут аффинным преобразованиям. При аффинных преобразованиях исходное изображение меняет масштаб, параллельно переносится вдоль каждой из осей и вращается на некоторый угол. 

В результате можно получить потрясающие коэффициенты сжатия. Например, рисунок папоротника кодируется с помощью 28!!! цифр и один и тот же рисунок получается в не зависимости оттого, что взяли за основу - прямоугольник, круг, треугольник или что-либо еще. К сожалению, процесс создания набора коэффициентов для произвольного изображения очень трудоемок и занимает очень много времени.
1.9. Фракталы и хаос.

- Из-за такой малости! Из-за бабочки! - закричал Экельс. Она упала на пол изящное маленькое создание, способное нарушить равновесие, повалились маленькие костяшки домино... большие костяшки... огромные костяшки, соединенные цепью неисчислимых лет, составляющих Время.                                  Р. Бредбери. И грянул гром 
Понятие фрактал неразрывно связано с понятием хаос. Хаос - это отсутствие предсказуемости. Хаос возникает в динамических системах, когда для двух очень близких начальных значений система ведет себя совершенно по-разному. Пример хаотичной динамической системы - погода. Метеорологи шутят: "Взмах крыла бабочки в Техасе приводит к урагану во Флориде". 

Насколько упорядочена наша жизнь? Предопределены ли в ней те или иные события? Что предсказуемо на многие годы вперед, а что не подлежит сколько-нибудь надежному прогнозированию даже на небольшие интервалы времени? 

Человеку постоянно приходится сталкиваться как с упорядоченными, так и с неупорядоченными процессами, порождаемыми различными динамическими системами. Мы знаем, что Солнце встает и заходит каждые 24 часа, и так будет продолжаться в течение всей нашей жизни. Вслед за зимой всегда наступает весна, и вряд ли когда-нибудь будет наоборот. Более или менее регулярно функционируют коммунальные службы, снабжающие нас светом и теплом, учреждения и магазины, а также транспортные системы (автобусы, троллейбусы, метро, самолеты, поезда). Нарушения ритмичной работы этих систем вызывают законное возмущение и негодование граждан. Если сбои возникают неоднократно - говорят о хаосе, выражая отрицательное отношение к подобным явлениям. 

Но в то же время существуют процессы, хорошо известные своей непредсказуемостью. Например, подбрасывая монету, мы никогда точно не знаем, что выпадет - "орел" или "решка". Такая непредсказуемость не вызывает тревоги. К гораздо более драматичным последствиям она может привести при игре в рулетку, однако любители испытывать судьбу сознательно идут на этот риск. 

Почему одни процессы предсказуемы по своим результатам, а другие нет? Может быть, нам просто не хватает каких-то начальных данных для хорошего прогноза? Надо улучшить знания о начальных условиях - и все будет в порядке, и с монетой и с предсказанием погоды. Сказал же Лаплас: «…Дайте мне начальные условия для всей Вселенной, и я вычислю ее будущее». Лаплас ошибался: ему и его современникам не были известны примеры детерминированных динамических систем, прогноз поведения которых на длительное время нельзя осуществить. Лишь в конце XIX столетия французский математик Анри Пуанкаре впервые почувствовал, что такое возможно. Однако прошло еще три четверти века, прежде чем началась эпоха бурного изучения детерминированного хаоса. Динамические системы можно условно разделить на два типа. У первых траектории движения устойчивы и не могут быть значительно изменены малыми возмущениями. Такие системы предсказуемы - именно потому мы знаем, что Солнце взойдет завтра, через год и через сто лет. Для определения будущего в этом случае достаточно знать уравнения движения и задать начальные условия. Небольшие изменения в значениях последних приведут лишь к несущественной ошибке в прогнозе. 

К другому типу относятся динамические системы, поведение которых неустойчиво, так что любые сколь угодно малые возмущения быстро (в масштабе времени, характерном для этой системы) приводят к кардинальному изменению траектории. Как отметил Пуанкаре в своей работе "Наука и метод" (1908), в неустойчивых системах "совершенно ничтожная причина, ускользающая от нас по своей малости, вызывает значительное действие, которое мы не можем предусмотреть. (...) Предсказание становится невозможным, мы имеем перед собой явление случайное". 

2. ПОСТРОЕНИЕ ФРАКТАЛОВ

«Фракталы вокруг нас повсюду, и в очертаниях гор, и в извилистой линии морского берега. Некоторые из фракталов непрерывно меняются, подобно движущимся облакам или мерцающему пламени, в то время как другие, подобно деревьям или нашим сосудистым системам, сохраняют структуру, приобретенную в процессе эволюции» 

                                                                                Х.О. Пайген, П.Х. Рихтер  «Красота фракталов»
2.1. Самоподобие
Разделим отрезок прямой на N равных частей. Тогда каждую часть можно считать копией всего отрезка, уменьшенного в 1/r раз. Очевидно, N и r связаны отношением Nr = 1 Если квадрат разбить на N равных квадратов (с площадью, в 1/r2 раз меньше площади исходного), то соотношение запишется как Nr2 = 1. Соответственно, общая формула соотношения запишется в виде:N rd = 1.  (1) 
Множества, построенные выше, обладают целой размерностью. Зададимся вопросом, возможно ли такое построение, при котором показатель d в равенстве (1) НЕ является целым, то есть такое, что при разбиении исходного множества на N непересекающихся подмножеств, полученных масштабированием оригинала с коэффициентом r, значение d не будет выражаться целым числом. Ответ – решительное да! Такое множество называется самоподобным фракталом. Величину d называют фрактальной (дробной) размерностью или размерностью подобия. Явное выражение для d через N и r находится логарифмированием обеих частей:








log N






   d = ---------    (2.)








log 1/r
Логарифм можно взять по любому основанию, отличному от единицы, например по основанию 10 или по основанию е ~ 2,7183.

2.2. Снежинка  Коха
Граница снежинки, придуманной Гельгом фон Кохом в 1904 году (рис.1), описывается кривой, составленной их трех одинаковых фракталов размерности d ~ 1,2618. Каждая треть снежинки строится итеративно, начиная с одной из сторон равностороннего треугольника. Пусть Ko --- начальный отрезок. Уберем среднюю треть и добавим два новых отрезка такой же длины, как показано на рис.2. Назовем полученное множество K1 . Повторим данную процедуру многократно, на каждом шаге заменяя среднюю треть двумя новыми отрезками. Обозначим через Kn  фигуру, полученную после n-го шага.

Интуитивно ясно, что последовательность кривых Kn при n стремящемся к бесконечности сходится к некоторой предельной кривой К. Рассмотрим некоторые свойства этой кривой.

Если взять копию К, уменьшенную в три раза (r = 1/3), То всё множество К можно составить из N = 4 таких копий. Следовательно, отношение самоподобия (1) выполняется при указанных N и r, а размерность фрактала будет:d = log(4)/log(3) ~ 1,2618
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Рис.2 Построение снежинки Коха.
Еще одно важное свойство, которым обладает граница снежинки Коха - ее бесконечная длина. Это может показаться удивительным, потому что мы привыкли иметь дело с кривыми из курса математического анализа. Обычно гладкие или хотя бы кусочно-гладкие кривые всегда имеют конечную длину (в чем можно убедиться интегрированием). Мандельброт в этой связи опубликовал ряд увлекательных работ, в которых исследуется вопрос об измерении длины береговой линии Великобритании. В качестве модели он использовал фрактальную кривую, напоминающую границу снежинки за тем исключением, что в нее введен элемент случайности, учитывающий случайность в природе. В результате оказалось, что кривая, описывающая береговую линию, имеет бесконечную длину.
2. 3.  Ковер  Серпинского

Еще один пример простого самоподобного фрактала --- ковер Серпинского (рис.3), придуманный польским математиком Вацлавом Серпинским в 1915 году. Сам термин ковер (gasket) принадлежит Мандельброту. В способе построения, следующем ниже, мы начинаем с некоторой области и последовательно выбрасываем внутренние подобласти. Позднее мы рассмотрим и другие способы, в частности с использованием L-систем, а также на основе итерированных функций.

Рис.3 Ковер Серпинского
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Пусть начальное множество S0 --- равносторонний треугольник вместе с областью, которую он замыкает. Разобьем S0 на четыре меньшие треугольные области, соединив отрезками середины сторон исходного треугольника. Удалим внутренность маленькой центральной треугольной области. Назовем оставшееся множество S1 (рис.4). Затем повторим процесс для каждого из трех оставшихся маленьких треугольников и получим следующее приближение S2. Продолжая таким образом, получим последовательность вложенных множеств Sn, чье пересечение образует ковер S.Из построения видно, что весь ковер представляет собой объединение N = 3 существенно не пересекающихся уменьшенных в два раза копий; коэффициент подобия r = ½ (как по горизонтали, так и по вертикали). Следовательно, S --- самоподобный фрактал с размерностью:

d = log(3)/log(2) ~ 1,5850.

Рис.4 Построение ковра Серпинского
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Очевидно, что суммарная площадь частей, выкинутых при построении, в точности равна площади исходного треугольника. На первом шаге мы выбросили ¼ часть площади. На следующем шаге мы выбросили три треугольника, причем площадь каждого равна ¼ 2 площади исходного. Рассуждая, таким образом, мы убеждаемся, что полная доля выкинутой площади составила:1/4 + 3*(1/42) + 32*(1/43) + … + 3n-1*(1/4n) + … .
Эта сумма равна 1. Следовательно, мы можем утверждать, что оставшееся множество S, то есть ковер, имеет площадь меры нуль. Это выделяет множество S в разряд «совершенного», в том смысле, что оно разбивает свое дополнение на бесконечное число треугольных областей, обладая при этом нулевой толщиной.

2.4. Дерево пИФАГОРА.

Рассмотрим фрактал, называемый Деревом Пифагора, который, кстати, не изобретен Пифагором и никак не связан с теоремой Пифагора и Броуновского движения (которое хаотично). Упорядочение листьев и веток на дереве довольно сложно и случайно.

Для начала нужно сгенерировать Дерево Пифагора (рис.5 а). Результат только смутно напоминает реальное дерево. Так что сделаем ствол толще (рис.5 б). На этой стадии Броуновское движение не используется. Вместо этого, каждый отрезок линии теперь стал линией симметрии прямоугольника, который становится стволом, и веток снаружи. Но результат все еще выглядит слишком формальным и упорядоченным. Дерево не смотрится как живое.  Теперь можно использовать Броуновское движение для создания некоторой случайной беспорядочности, которая изменяет числа, округляя их до двух разрядов. В оригинале были использованы 39 разрядные десятичные числа. Результат все еще не выглядит как дерево (рис.5 в). Вместо этого, он выглядит как хитроумный рыболовный крючок. Снова применяем Броуновское движение, округленное на этот раз до 7 разрядов. Результат по-прежнему выглядит как рыболовный крючок, но на этот раз в форме логарифмической спирали (рис.5 г). Так как левая сторона (содержащая все нечетные числа) не производит эффект крючка, случайные беспорядочности, произведенные Броуновским движением применяются дважды ко всем числам с левой стороны и только один раз к числам справа. Может быть этого будет достаточно чтобы исключить или уменьшить эффект логарифмической спирали. Итак, числа округляются до 24 разрядов. На этот раз, результат — приятно выглядящая компьютеризированная хаотическая эмуляция реального дерева (рис.5 д).
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                                                                        Рис. 5
2.5. Множества  Мандельброта  и  Жюлиа.

Вероятно, нельзя привести пример такого компьютерного эксперимента, который впечатлением от результатов превосходил бы то чувство удивления, и восхищения, которое вызывает графическое построение множеств Мандельброта и множества Жюлиа на плоскости. Эти множества относятся к хаотической динамике на комплексной плоскости. 

Множество Мандельброта и множество Жюлиа определяется как граница множества точек z, стремящихся к бесконечности при итерировании 
f(z) = z2+c,

где с – комплексная константа. При этом множества Жюлиа (см. рис.2) при разных с могут представляться как угодно сложно и красиво, но все они распределяются на два типа: связные или несвязные. Множество Мандельброта (см. рис.1) служит индикатором для двух типов множеств Жюлиа функции z2+c. Каждая точка в множестве Мандельброта представляет значение с, для которого множество Жюлиа вполне связно и каждая точка из дополнения к множеству Мандельброта представляет значение с, для которого множество Жюлиа вполне несвязно. 
Построение данных множеств сводится к построению орбит f(z), проверяемых на ограниченность. То есть на рисунок попадает только та точка на комплексной плоскости (представляемая плоским экраном монитора), которая при итерировании функции f(z0), последняя не стремится к бесконечности, а остается ограниченной на каком-то уровне. Проверка идет для каждой точки (x,y).
Несложно написать программу для построения множества Мандельброта. Единственная проблема, которая может возникнуть при использовании этой программы на маломощных ЭВМ --- большой объем вычислений. Для того, чтобы получить приемлемое изображение множества, желательно отображать по меньшей мере 256x256 пикселов. Более удачные визуализации получаются при использовании окна 400x400 пикселов и более. При этом количество итераций достаточно 20-ти. Для получения более качественного построения множества можно увеличить количество итераций до 50, 70, 100 и более.
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Рис. 6.  Область 3-периодичности множества Мандельброта
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Рис. 7.  Множество Жюлиа
L-системы
Понятие L-систем, тесно связанное с самоподобными фракталами, появилось только в 1968 году благодаря Аристриду Линденмайеру. Изначально L-системы были введены при изучении формальных языков, а также использовались в биологических моделях селекции. С их помощью можно строить многие известные самоподобные фракталы, включая снежинку Коха и ковер Серпинского. Некоторые другие классические построения, например кривые Пеано (работы Пеано, Гильберта, Серпинского), также укладываются в эту схему. И конечно, L-системы открывают путь к бесконечному разнообразию новых фракталов, что и послужило причиной их широкого применения в компьютерной графике для построения фрактальных деревьев и растений. Рассмотренные в данной курсовой работе L-системы ограничиваются случаем детерминированных L-систем и графикой на плоскости.

Для графической реализации L-систем в качестве подсистемы вывода используется так называемая тертл-графика (turtle – черепаха). При этом точка (черепашка) движется по экрану дискретными шагами, как правило прочерчивая свой след, но при необходимости может перемещаться без рисования. В нашем распоряжении имеются три параметра (x,y,a), где (x,y) --- координаты черепашки, a --- направление, в котором она смотрит. Черепашка обучена интерпретировать и выполнять последовательность команд, задаваемых кодовым словом, буквы которого читаются слева направо. Кодовое слово представляет собой результат работы L-системы и может включать следующие буквы:

F --- переместиться вперед на один шаг, прорисовывая след.

b --- переместиться вперед на один шаг, НЕ прорисовывая след.

[  --- открыть ветвь (подробнее см. ниже)

]  --- закрыть ветвь (подробнее см. ниже)

+ --- увеличить угол a на величину q
- --- уменьшить угол a на величину q
Размер шага и величина приращения по углу q задаются заранее и остаются неизменными для всех перемещений черепашки. Если начальное направление движения а (угол, отсчитываемый от положительного направления оси Х) не указано, то полагаем а равным нулю. Несколько примеров иллюстрируют применение команд ветвления (обозначаются ],[) и вспомогательных переменных (обозначаются X, Y, и т.д.). Команды ветвления используются для построения деревьев растений, а вспомогательные переменные заметно облегчают построение некоторых L-систем.

Формально, детерминированная L-система состоит из алфавита, слова инициализации, называемого аксиомой или инициатором, и набора порождающих правил, указывающих, как следует преобразовывать слово при переходе от уровня к уровню (от итерации к итерации). К примеру, можно заменять букву F при помощи порождающего правила newf = F-F++F-F, что соответствует L-системе для снежинки Коха, рассматриваемой ниже. Символы +, -, ], [ не обновляются, а просто остаются на тех местах, где они встретились. Обновление букв в данном слове предполагается одновременным, то есть буквы слова одного уровня обновляются раньше любой буквы следующего уровня.

L-система, соответствующая снежинке Коха (рис1), задается следующим образом:

p = (/3.   Аксиома: F++F++F.    Порождающее правило: newf = F-F++F-F
Графическое представление аксиомы F++F++F --- равносторонний треугольник. Черепашка делает один шаг вперед, затем угол а увеличивается на 2(/3 и черепашка делает еще один шаг.

На первом шаге каждая буква F в слове-инициаторе F++F++F заменяется на F-F++F-F:
(F-F++F-F)+(F-F++F-F)+(F-F++F-F)

Повторяя этот процесс, на втором шаге получим:

F-F++F-F-F-F++F-F++F-F++F-F-F-F++F-F+F-F++F-F-F-F++F-F++F-F++F-F-F-F++F-F+ F-F++F-F- F-F++F-F++F-F++F-F-F-F++F-F
и т.д. Причем, убедившись на собственном опыте программирования L-систем, знаю, что для снежинки Коха на 20-й итерации порождающее правило занимает несколько мегабайт текста! Примеры фракталов, построенныех с использованием L-системы:

Рис. 8. Дракон Хартера-Хатвея после 12-ти итераций
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и его L-система:
p = (/4,  Аксиома: FX,  Порождающее правило: newf = F, newx = X+YF+,  newy = -FX-Y                     
Рис. 9. Дерево после 5-ти итераций
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и его L-система: 
p = (/7;            Аксиома: F;          Порождающее правило:   newf = F[+F]F[-F]F
Рис. 10. Квадрат Госпера после 2-х итераций [2]
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и его L-система:

p = (/2,        Аксиома: -FX,  
Порождающее правило: 
newf = F
newx=+FYFY-FX-FX+FY+FYFX+FY-FXFX-FY-FX+FYFXFX-FY-FXFY+FY+FX-FX-FY+FY+FXFX
newy=FYFY-FX-FX+FY+FY-FX-FXFY+FX+FYFYFX-FY+FX+FYFY+FX-FYFX-FX-FY+FY+FXFX- 
ВЫВОД: Мы рассмотрели только малую часть того, как и на каких принципах основывается построение фракталов. Но даже из этой части, можно сказать, что построение фракталов это сложный и длительный процесс.
3. Применения фракталов

Фракталы - уникальные объекты,

 порожденные непредсказуемыми 

движениями хаотического мира.

 Их находят в местах таких малых, 

как клеточная мембрана, и таких огромных, как Солнечная система…

Одни из наиболее мощных приложений фракталов лежат в компьютерной графике. Во-первых, это фрактальное сжатие изображений, и, во-вторых, построение ландшафтов, деревьев, растений и генерирование фрактальных текстур. Склонность фракталов походить на горы, цветы и деревья эксплуатируется некоторыми графическими редакторами, например фрактальные облака из 3D studio MAX, фрактальные горы в World Builder. Деревья, горы и целые пейзажи задаются простыми формулами, легко программируются и не распадаются на отдельные треугольники и кубики при увеличении деталей.

Фракталы находят все большее и большее применение в науке. Основная причина этого заключается в том, что они описывают реальный мир иногда даже лучше, чем традиционная физика или математика. Вот несколько примеров:

    1. Наиболее полезным использованием фракталов в компьютерной науке является фрактальное сжатие данных. В основе этого вида сжатия лежит тот факт, что реальный мир хорошо описывается фрактальной геометрией. При этом картинки сжимаются гораздо лучше, чем это делается обычными методами (такими как jpeg или gif). Другое преимущество фрактального сжатия в том, что при увеличении картинки, не наблюдается эффекта пикселизации (увеличения размеров точек до размеров, искажающих изображение). При фрактальном же сжатии, после увеличения, картинка часто выглядит даже лучше, чем до него.

    2. Изучение турбулентности в потоках очень хорошо подстраивается под фракталы. Турбулентные потоки хаотичны, и поэтому их сложно точно смоделировать. Здесь помогает переход к фрактальному представлению, что сильно облегчает работу инженерам и физикам, позволяя им лучше понять динамику сложных потоков.

    3. При помощи фракталов также можно смоделировать языки пламени.

    4. Пористые материалы хорошо представляются во фрактальной форме в связи с тем, что они имеют очень сложную геометрию. Это используется в нефтяной науке.

    5. Для передачи данных на расстояния используются антенны, имеющие фрактальные формы, что сильно уменьшает их размеры и вес.

    6. Фракталы используются для описания кривизны поверхностей. Неровная поверхность характеризуется комбинацией из двух разных фракталов.

    7. Биения сердца

    8. Моделирование хаотических процессов, в частности при описании моделей популяций.

    9. Онтогенез (индивидуальное развитие организма) есть краткое и частное повторение филогенеза (историческое развитие вида) этого вида – то есть, жизнь человека и существование человечества вообще – это тоже фрактал.

ВЫВОД: Фрактальная теория сформировалась сравнительно недавно. Поэтому, в настоящее время фракталы редко находят своё применение: частично в дизайне, в компьютерной  графике и в некоторых областях математики и механики, так как  фрактальная теория не достаточно хорошо исследована. Фрактальная наука еще очень молода, и ей предстоит большое будущее. Красота фракталов далеко не исчерпана и еще подарит нам немало шедевров - тех, которые услаждают глаз, и тех, которые доставляют истинное наслаждение разуму. 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ

     В заключение хочется сказать, что после того как были открыты фракталы, для многих учёных стало очевидно, что старые, добрые формы евклидовой геометрии сильно проигрывают большинству природных объектов из-за отсутствия в них некоторой нерегулярности, беспорядка и непредсказуемости. Возможно, что новые идеи фрактальной геометрии помогут изучить многие загадочные явления окружающей природы. В настоящие время фракталы стремительно вторгаются во многие области физики, биологии, медицины, социологии, экономики. Методы обработки изображений и распознавания образов, использующие новые понятия, дают возможность исследователям применить этот математический аппарат для количественного описания огромного количества природных объектов и структур. 
В процессе исследования была проделана следующая работа: 
1. Проанализирована и проработана литература по теме исследования.

2. Рассмотрены и изучены различные  виды фракталов.

3. Представлена классификация фракталов.

4. Собрана коллекция фрактальных образов для первичного ознакомления с миром фракталов.

5. Составлены программы для построения графического образа фракталов.
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ПРИЛОЖЕНИЕ 1
Папоротник

Приведенная ниже программа использует следующие преобразования: 

Fern_1 
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  0     0     0    0.16 0 0    0.01

  0.85  0.04 -0.04 0.85 0 1.60 0.85

  0.20 -0.26  0.23 0.22 0 1.60 0.07

 -0.15  0.28  0.26 0.24 0 0.44 0.07 

program fern;

uses crt,graph;

var

  gd,gm:integer;

procedure draw;

const

  iterations=50000;

var

  t,x,y,p:real;

  k:longint;

  mid_x,mid_y,radius:integer;

begin

  mid_x:=getmaxX div 2;

  mid_y:=getmaxY;

  radius:=trunc(0.1*mid_y);

  randomize;

  x:=1.0;y:=0.0;

  for k:=1 to iterations do begin

    p:=random;

    t:=x;

    if p<=0.85 then begin

      x:=0.85 * x + 0.04 * y;

      y:=-0.04 * t + 0.85 * y + 1.6

    end else if p<=0.92 then begin

      x:=0.2 * x - 0.26 * y;

      y:=0.23 * t + 0.22 * y + 1.6

    end else if p<=0.99 then begin

      x:=-0.15 * x + 0.28 * y;

      y:=0.26 * t + 0.24 * y + 0.44

    end else begin

      x:=0.0;

      y:=0.16 * y

    end;

    putpixel(mid_x+round(radius*x),mid_y-round(radius*y),

         lightgreen)

  end

end;

begin

  gd:=detect;

  initgraph(gd,gm,'');

  draw;

  readkey;

  closegraph
end.

Дерево Пифагора

Пифагор, доказывая свою знаменитую теорему, построил фигуру, где на сторонах прямоугольного треугольника расположены квадраты. В наш век эта фигура Пифагора выросла в целое дерево. Впервые дерево Пифагора построил А.Е. Босман (1891-1961) во время Второй Мировой войны, используя обычную чертежную линейку.
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     Приведу программу для построения, написанную на языке Pascal. 

Program Pifagortree1;

Uses CRT, Graph;

Procedure Draw(x, y, l, a: Real);

Procedure Rect(x1, y1, l: Integer; a1: Real);

Begin

  MoveTo(x1, y1);

  LineTo(x1+Round(l*cos(a1)), y1-Round(l*sin(a1)));

  LineTo(x1+Round(l*sqrt(2)*cos(a1+pi/4)), 

         y1-Round(l*sqrt(2)*sin(a1+pi/4)));

  LineTo(x1+Round(l*cos(a1+pi/2)), y1-Round(l*sin(a1+pi/2)));

  LineTo(x1, y1);

End;

Begin

  If l>4 Then Begin

    Rect(Round(x), Round(y), Round(l), a);

    Draw(x-l*sin(a), y-l*cos(a), l/sqrt(2), a+pi/4);

    Draw(x-l*sin(a)+l/sqrt(2)*cos(a+pi/4),

         y-l*cos(a)-l/sqrt(2)*sin(a+pi/4), l/sqrt(2), a-pi/4);

  End;

End;

Var

  gd, gm: Integer;

Begin

  gd:=detect;

  InitGraph(gd, gm, '');

  Draw(280, 460, 100, 0);

  ReadKey;

  CloseGraph;

End.

Генерация фрактальных деревьев
     Одним из приложений теории фракталов является генерация фрактальных деревьев. Следущая программа генерирует фрактальное дерево весьма похожее на реальное. Программа написана на языке Pascal. Если поэкспериментировать с параметрами и палитрой, например, можно получить осеннее дерево.

     Приведенный алгоритм строит плоские деревья. Идея проста: берется ствол дерева случайной длины, от него строятся несколько ветвей тоже случайной длины, при этом толщина уменьшается, далее от каждой ветки строится еще несколько веток (хотя от некоторых ничего не строится совсем), и цикл повторяется. При этом на каждом шаге проверяется длина ветки, если она меньше некоторой заранее определенной величины, то вместо веток рисуется лист, и для этой ветки процесс прекращается. При этом можно изменять самые разные параметры, от ветвистости, толщины ствола и веток, до угла наклона веток и цвета листьев. 
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program FractalTree;

uses Graph, CRT;

procedure Tree(x, y: Integer; a: Real; l: Integer);

var

  x1, y1: Integer;

  p, s  : Integer;

  i     : Integer;

  a1    : Real;

begin

  if l<8 then exit;

  x1 := Round(x + l*cos(a));

  y1 := Round(y + l*sin(a));

  if l > 100 then p:=100 else p:=l;

  if p < 40 then begin

    {Генерация листьев}

    if Random > 0.5 then SetColor(10) else SetColor(2);   {4, 14}

    for i:=0 To 3 do Line(x+i, y, x1, y1)

  end

  else begin

    {Генерация веток}

[image: image108.png]


    SetColor(6);

    for i:=0 to (p div 6) do Line(x+i-(p div 12), y, x1, y1);

  end;

  {Следующие ветки}

  for i:=0 to 9-Random(9) do begin

    s := Random(l-l div 6) + (l div 6);

    a1:= a + 1.6*(0.5-Random); {Угол наклона веток}

    x1:= Round(x + s*cos(a));

    y1:= Round(y + s*sin(a));

    Tree(x1, y1, a1, p-5-Random(30)); {Чем меньше вычитаем, тем пышнее дерево}

  end;

end;

var

  gd, gm: Integer;

begin

  Randomize;

  gd:=Detect;

  InitGraph(gd, gm, '');

  Tree(320, 480, 3*pi/2, 200);

  ReadKey;

  CloseGraph;

end.
Фрактал Мандельброта. Самой первой компьютерной моделью фрактала стала итерационная процедура, основанная на функциональной зависимости: f(z)=z2+z, где z=x+iy – комплексное число. Механизм построения фрактала Мандельброта – следующий: сначала выбирается фрагмент координатной плоскости, затем каждая точка из этого множества итерируется по формуле z = f(f(f…(z))) пока не выйдет за пределы круга радиуса 1, или число итераций будет равно 256. Если точка на какой-то итерации окажется вне круга, то начальная точка получает цвет определяемый номером итерации: чем меньше число итераций, тем ярче цвет. Если точка не вышла за пределы круга, то исходная точка закрашивается в цвет фона. Мы написали программу построения фрактала Мандельброта под именем Fractal0. Программа строит фрактальное множество на экранном окне размером 512 на 512 точек (пикселей). Для этого предусмотрено автоматическое масштабирование реального фрагмента координатной плоскости. В этой программе можно задавать размеры любого фрагмента координатной плоскости. Пример построения такого фрагмента показан на рисунке 1.

unit Factal0;

interface
uses
  Windows, Messages, SysUtils, Variants, Classes, Graphics, Controls, Forms,

  Dialogs, StdCtrls, ExtCtrls;

type

  TForm1 = class(TForm)
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    PaintFractal: TPaintBox;

    StartBtn: TButton;

    Edit_x0: TEdit;

    Label_x0: TLabel;

    Label_x1: TLabel;

    Edit_x1: TEdit;

    Label_y0: TLabel;

    Edit_y0: TEdit;

    Label_y1: TLabel;

    Edit_y1: TEdit;

    procedure StartBtnClick(Sender: TObject);

  private

    { Private declarations }

  public

    { Public declarations }

  end;

type

  Complex = record

            x,y: real;

  end;

function F(z: Complex; a,b: real): Complex;

var

  Form1: TForm1;

implementation

function f(z: Complex; a,b: real): Complex;

begin

   F.x:=sqr(z.x)-sqr(z.y)+a;

   F.y:=2*z.x*z.y+b;

end;

{$R *.dfm}

procedure TForm1.StartBtnClick(Sender: TObject);

var i,j,x,y,xc,yc,iter,Red,Green,Blue: integer;

    z: complex; a,b,dx,dy,r,x0,y0,x1,y1,x2,y2: real;

    Flag: Boolean;

begin

  {a:=StrToFloat(Edit_a.text);

   b:=StrToFloat(Edit_b.text);}

   x0:=StrToFloat(Edit_x0.text);

   x1:=StrToFloat(Edit_x1.text);

   y0:=StrToFloat(Edit_y0.text);

   y1:=StrToFloat(Edit_y1.text);

   Red:=0;Green:=0;Blue:=64;

   PaintFractal.Canvas.Brush.Color:=TColor(RGB(Red,Green,Blue));

   PaintFractal.Canvas.Rectangle(0,0,PaintFractal.Width,PaintFractal.Height);

   xc:=5;yc:=5;

   dx:=abs(x1-x0)/511;dy:=abs(y1-y0)/511;x2:=x0;

   Application.ProcessMessages;

   for i:=-255 to 255 do begin

   x2:=x2+dx;y2:=y0;

   for j:=-255 to 255 do begin

     y2:=y2+dy;

     z.x:=x2;z.y:=y2;

     iter:=0;Flag:=False;

     r:=sqrt(sqr(z.x)+sqr(z.y));

     while (r<2) and (iter<255) do begin

        z:=f(z,x2,y2);iter:=iter+1;

        r:=sqrt(sqr(z.x)+sqr(z.y));

     end;

     x:=Round(511*(x2-x0)/(x1-x0));y:=Round(511*(y2-y0)/(y1-y0));

     Blue:=255-iter;Green:=255-2*iter;Red:=255-4*iter;

     PaintFractal.Canvas.Pixels[x+xc,y+yc]:=TColor(RGB(Red,Green,Blue));

   end; end;

end;

end.

Фрактал Жюлиа. Исторически фрактальное множество было построено вручную задолго до компьютерной эры в 1921 году при исследовании итерационной процедуры по формуле f(z)=z2+с, где с=a+ib – заданное комплексное число. В остальном процедура построения фрактального множества Жюлиа не отличается от предыдущей. Программа построения множества Жюлиа реализована под именем Fractal 1.
Фракталы множеств комплексных степеней. Если выбрать показатель степени комплексного числа в виде любого натурального числа n, то получим многочисленный класс фрактальных множеств высокой симметрии, порядок которой определяется натуральной степенью. Для составления компьютерной программы Fractal5, которая бы вычисляла каждую итерацию по формуле f(z):=zn+c, где с=a+ib, пришлось предусмотреть тригонометрическую форму задания комплексного числа.

На верхнем рисунке показано фрактальное множество, полученное для показателя степени n=9 с помощью программы Fractal 5.
ПРИЛОЖЕНИЕ 2.

Галерея фракталов
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Плеяды
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Дальний Космос
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Коралл
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Жуки
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Молодая зелень
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Ружейный прицел
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Сирень
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Огненный цветок
	[image: image73.jpg]



Клоп

	[image: image74.jpg]



Лиана
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Психоделик  
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Орб
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Слизняк
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Интерференция
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Маг 
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Алебарда
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Амёба
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Технодром 
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Штопор
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Омут
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Незабудки
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Улитка 
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Фасоль 
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Морские водоросл
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…Лёд и пламя
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Пылающий крест 
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