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 Введение
Подобрав и переработав литературу авторов  Александрова А.Д. и  Атанасяна Л.С.,  я выбрала тему «Чудесный мир многогранников».

Выбор моей темы обусловлен глубоким интересом к этим замечательным геометрическим телам и их свойствам. 

Изучив литературу, я поставила перед собой цель: рассмотреть многогранники как геометрические тела с математической точки зрения.



Пути достижения цели:

1) Работа с энциклопедиями, учебниками и справочниками

2) Анализ полученной информации

Поставленная мною цель требует решения следующих задач:

1) Подобрать и изучить информацию, необходимую для написания реферата

2) Установить степень разработанности исследуемой проблемы в науке
3) Ознакомиться со справочными материалами, с целью изучить понятие «многогранник»

4) Рассмотреть многогранники и выявить их особенности через подробное описание видов этих тел и их областей применения.

Практическая значимость моей работы заключается в том, что предпринятая мною попытка рассмотреть многогранники поможет учащимся школ, лицеев, гимназий систематизировать свои знания по данной теме.

Мои приложения могут быть использованы на уроках геометрии, на различных конкурсах и как иллюстративный материал. Библиографический список может облегчить поиск необходимой литературы. Моя работа может быть использована на уроках геометрии, может помочь расширить знания ребёнка и учителя предметника.




1.  Историческая справка
Первые упоминания о многогранниках известны ещё за три тысячи лет до нашей эры в Египте и Вавилоне. Но теория многогранников является  современным разделом математики. Она тесно связана с топологией, теорией графов, имеет большое значение как для теоретических исследований по геометрии, так и для практических приложений в других разделах математики, например, в алгебре, теории чисел, прикладной математике – линейном программировании.
«Многогранники имеют красивые формы, например, правильные, полуправильные и звёздчатые многогранники. Они обладают богатой историей, которая связана с именами  таких учёных, как Пифагор, Евклид, Архимед. С древних времён наши представления о красоте связаны с симметрией. Наверное, этим объясняется интерес человека к многогранникам – удивительным символам симметрии, привлекавшим внимание выдающихся мыслителей».

История правильных многогранников уходит в глубокую древность. Начиная с VII века до нашей эры в Древней Греции создаются философские школы, в которых происходит постепенный переход от практической к философской геометрии. Большое значение в этих школах приобретают рассуждения, с помощью которых удавалось получать новые геометрические свойства.

«Одной из первых и самых известных школ была Пифагорейская, названная в честь своего великого основателя – Пифагора Самосского (около 570 – около 500 гг. до нашей эры)».
 

«Отличительным знаком пифагорейцев была пентаграмма, на языке математики – это правильный невыпуклый или звёздчатый пятиугольник (отсюда и название – пентаграмма («пента» – пять)). Пентаграмме присваивалась способность защищать человека от злых духов.  Существование только пяти правильных многогранников относили к строению материи и Вселенной.
Пифагорейцы, а затем Платон полагали, что материя состоит из четырёх основных элементов: огня, земли, воздуха и воды».

Согласно их мнению, атомы основных элементов должны иметь форму различных Платоновых тел:

Огонь – тетраэдр

Вода – икосаэдр

Воздух – октаэдр

Земля – гексаэдр

Вселенная – додекаэдр

Дальнейшее развитие математики связано с именами Платона, Кеплера,  Евклида и Архимеда. Все использовали в своих философских теориях правильные многогранники.

Математика, в частности геометрия, представляет собой могущественный инструмент познания природы, создания техники и преобразования мира.

Различные геометрические формы (в особенности древнейшие многогранники) находят своё отражение  практически во всех отраслях знаний: в архитектуре, искусстве и т.д.
2. Понятие о многогранниках

«Многогранник – геометрическое тело, представляющее собой объединение конечного числа плоских многоугольников».

«Многогранник – геометрическое тело, ограниченное со всех его сторон  плоскими многоугольниками».

Отметив, что многогранник ограничивает некоторое геометрическое тело, уточним понятие геометрического тела.

«Геометрическим телом (или просто телом) называют ограниченную связную фигуру в пространстве, которая содержит все свои граничные точки, причём сколь угодно близко от любой граничной точки находятся внутренние точки фигуры. Границу тела называют также его поверхностью и говорят, что поверхность ограничивает тело.
Точка называется граничной точкой данной фигуры, если среди сколь угодно близких к ней точек (включая её саму) есть точки, как принадлежащие фигуре, так и не принадлежащие ей. Множество всех граничных точек фигуры называется её границей. Так, например, границей шара является сфера.

Точка фигуры, не являющаяся граничной, называется внутренней точкой фигуры. Каждая внутренняя точка фигуры характеризуется тем, что все достаточно близкие к ней точки пространства также принадлежат фигуре. Так, любая точка шара, не лежащая на сфере – её границе, является внутренней точкой шара.

Фигура называется ограниченной, если её можно заключить в какую-нибудь сферу. Очевидно, шар, тетраэдр, параллелепипед – ограниченные фигуры, а прямая и плоскость – неограниченные.

Фигура называется связной, если любые две её точки можно соединить непрерывной линией, целиком принадлежащей данной фигуре. Примерами связных фигур являются тетраэдр, параллелепипед, октаэдр, плоскость. Фигура, состоящая из двух параллельных плоскостей, не является связной».

«Плоскость, по обе стороны от которой  имеются точки данного тела, называется секущей  плоскостью. Фигура, которая образуется при пересечении тела плоскостью (т.е. общая часть тела и секущей плоскости), называется сечением тела».

Простейшие виды многогранников – призмы и пирамиды, но вообще многогранники могут иметь разнообразное и очень сложное строение. Примерами реальных тел, имеющих более или менее точную форму многогранников, могут служить кристаллы, строящиеся дома из кирпичей и бетонных блоков или  стол и табуретка.

«Многоугольник на поверхности многогранника называется его гранью, если, во-первых, он не содержится ни в каком другом многоугольнике, лежащем на поверхности многогранника (иначе он является лишь частью грани), и, во-вторых, внутренность многогранника прилегает лишь с одной стороны к этому многоугольнику. Многоугольники, не удовлетворяющие первому условию, могут лежать на поверхности многогранника».

Объединение многоугольников называется поверхностью многогранника.
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Стороны многоугольников – рёбрами многогранника (AA1, BB1 и др.).

Вершины многоугольников – вершинами  многогранника (А, А1, В, В1 и др.).
Отрезок, соединяющий две вершины, не принадлежавшие одной грани, называется диагональю многогранника (B1D и др.).
Грани называются смежными, если они имеют общее ребро (AA1D1D и DD1C1C, так как D1D  – общее ребро)

Грань многогранника – это некоторый многоугольник(AA1D1D и др.). Но достаточно простые примеры показывают, что многогранники могут иметь кольцеобразные и даже более сложно устроенные грани.
Их граница может состоять не только из одной простой замкнутой ломаной, а из двух или нескольких таких ломаных. Поэтому  многоугольником называется ограниченная замкнутая область, граница которой состоит из конечного числа отрезков.

Это определение выделяет многоугольники из замкнутых областей подобно тому, как многогранники выделяются среди тел.
«К элементам многогранника, кроме его вершин, рёбер и граней, относятся также плоские углы его граней и двугранные углы при его рёбрах. Двугранный угол при ребре многогранника определяется его гранями, подходящими к этому ребру».

«Замечание. Подобно тому как, говоря об углах многоугольника, всегда имеют в виду его внутренние углы, а они могут быть и больше 180° (т.е. невыпуклыми), так и, говоря о величинах двугранных углов при  рёбрах многогранника, имеют в виду, что они измерены изнутри многогранника и могут быть больше 180°. В этом случае удобно понимать двугранный угол как часть пространства, а не как пару полуплоскостей».

«Двугранным углом при рёбрах многогранника называется фигура, образованная прямой α и двумя гранями многогранника (т.е. любыми двумя полуплоскостями) с общей границей а, не принадлежавшими одной плоскости».


[image: image2]

Многогранники составляют большой класс геометрических тел. Их место в системе геометрических фигур можно показать на схеме:


Геометрические фигуры



/


      \



Плоские



Неплоские







/
\







Тела    Не тела






/       \


Многогранники     Не многогранники
По схеме видно, что многогранники принадлежат к телам.

Наряду с многогранниками рассматривают также многогранные поверхности – фигуры, составленные из многоугольников, которые прикладываются друг к другу сторонами. 

[image: image3]


Это можно сравнить с тем, как ломаная составляется из отрезков: одни отрезки прикладываются к другим концами. Но у отрезка только два конца, а  сторон у многоугольников много. Поэтому когда многоугольник приложен к другому многоугольнику стороной, то остаётся не одна свободная сторона и возможностей приложить новые многоугольники, а много.
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«К той стороне, где уже приложен многоугольник, прикладывать другие не разрешается, так что многоугольники встречаются по сторонам только попарно. Не могут оставаться и свободные стороны. Если свободных сторон не остаётся, поверхность называется замкнутой (подразумевается, что многоугольников конечное число).
Можно допускать, что многоугольники могут пересекаться, как могут пересекаться отрезки ломаной. Если этого не допускать, то замкнутая многогранная поверхность ограничивает многогранник. Но у произвольного многогранника граница может состоять из нескольких замкнутых многогранных поверхностей. Такой многогранник получается, когда из внутренности одного многогранника удалены внутренности одного или нескольких многогранников, так что получается многогранник с полостями внутри.

Нередко многогранные поверхности называют многогранниками (например, в Большой советской энциклопедии многогранники определяются как  замкнутые многогранные поверхности). Это делают и в быту, когда склеивают из бумаги или картона кубики, коробки или другие многогранники. Понятно, что из бумаги или картона склеивается не куб – тело, а куб – многогранная поверхность. «Многогранники» – многогранные поверхности – склеивают из развёрток».

«Если поверхность многогранника разрезать по нескольким его рёбрам и распрямить на плоскости, получится развёртка данного многогранника. Поверхность одного и того же многогранника можно развернуть по-разному».

«Вообще развёрткой «многогранника» – многогранной поверхности – называется совокупность многоугольников, для которой указано, как их нужно склеивать – прикладывать друг к другу по сторонам. Конечно, склеиваемые стороны должны быть равны, и нужно указывать, какой конец одной стороны должен совпадать с каким концом другой стороны».

Таким образом, чтобы научиться склеивать развёртку какого либо многогранника, необходимо изучить понятие о многограннике и его элементах, что подробно изложено в данном разделе.
3. Виды многогранников

Многогранники бывают выпуклые и невыпуклые. Многогранник называется выпуклым, если он расположен по одну сторону от плоскости каждой его грани. 
«Выпуклая фигура – такая фигура, что если соединить отрезком любые две точки этого многогранника, то любая точка, принадлежащая этому отрезку, будет также принадлежать и многограннику».
 

Тетраэдр, параллелепипед, октаэдр и др. тела являются выпуклыми многогранниками.
«Ясно, что все грани выпуклого многогранника являются выпуклыми многоугольниками. Можно доказать, что в выпуклом многограннике сумма всех плоских углов при вершине меньше 360°. Многогранник «разрезан» вдоль рёбер и все его грани с общей вершиной А развёрнуты так, что оказались расположенными в одной плоскости α. Видно, что сумма всех плоских углов при вершине А, т.е. φ1+φ2+φ3 меньше 360°».

«Каждая вершина правильного многогранника может быть вершиной либо трёх, четырёх или пяти равносторонних треугольников, либо трёх квадратов, либо трёх правильных пятиугольников. Других возможностей нет».

«Для выпуклого многогранника справедлива теорема Эйлера: ДЛЯ ЛЮБОГО ВЫПУКЛОГО МНОГОГРАННИКА СУММА ЧИСЛА ЕГО ВЕРШИН (В) И ЧИСЛА ЕГО ГРАНЕЙ (Г) БЕЗ ЧИСЛА РЁБЕР (Р) РАВНА ДВУМ, т.е.    
В + Г – Р = 2».

Многогранник называется невыпуклым, если он лежит не по одну сторону от плоскости каждой его грани.
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Выпуклые  многогранники могут быть как правильными, так и неправильными.
Правильным называется многогранник, у которого все элементы равны, т.е. равны все рёбра, углы граней и двугранные углы.

Грани правильного многогранника – правильные многоугольники, так как у них все стороны (рёбра) равны и углы равны. По этой же причине равны между собой и углы граней.
Среди правильных многогранников различают тела Платона и тела Архимеда.
«Многогранник является телом Платона, если все его грани имеют одинаковое число рёбер. К телам Платона относятся тетраэдр, куб, октаэдр, икосаэдр и додекаэдр.

У тел Архимеда грани не обязательно равные между собой многоугольники. Например, правильная пирамида, правильная призма и т.д.»


Многогранники


         /


      \
Выпуклые



    Невыпуклые

/
      \

   /       \
  Правильные     Неправильные
 Правильные      Неправильные
          /
\




/
 Тела Платона Тела Архимеда

Тела Пуансо

ПРАВИЛЬНЫЕ  МНОГОГРАННИКИ
«Существует всего лишь пять типов правильных многогранников. Среди них:
1) правильный тетраэдр, то есть треугольная пирамида, все грани которой – правильные треугольники.  Каждая его вершина является вершиной трёх треугольников. Сумма плоских углов при каждой вершине равна 180°».

2) «куб, то есть параллелепипед, все грани которого – квадраты. 

3) многогранник, у которого восемь правильных треугольных граней и в каждой вершине сходятся по четыре грани (сумма плоских углов при каждой вершине равна 240°), называется правильным октаэдром или просто октаэдром («октаэдр» –  восьмигранник). Его можно построить, сложив основаниями две пирамиды, в основании которых квадраты, а боковые грани – правильные треугольники. Рёбра октаэдра можно получить, соединяя центры соседних граней куба. Если же соединить центры соседних граней октаэдра, то получим рёбра куба. 
4) многогранник, у которого двадцать правильных треугольных граней,  называется икосаэдром («икосаэдр» – двадцатигранник). Каждая вершина икосаэдра является вершиной пяти треугольников. Сумма плоских углов при каждой вершине равна 300°.
5) многогранник, у которого двенадцать правильных пятиугольных граней, сходящихся по три в вершине,  называется додекаэдром («додекаэдр» значит двенадцатигранник, точнее надо бы говорить «правильный додекаэдр», но это подразумевается). Сумма плоских углов при каждой вершине равна 324°».

«Говорят, что куб и октаэдр двойственны  друг другу. Додекаэдр и икосаэдр  тоже двойственны друг другу в том смысле, что, соединив отрезками центры соседних граней икосаэдра, мы получим рёбра додекаэдра, и наоборот. Правильный тетраэдр двойственен сам себе». 
 

Других видов правильных многогранников, кроме перечисленных пяти, нет.
Все типы правильных многогранников были известны греческим геометрам.

«Учение о правильных многогранниках, содержащиеся в последней XIII  книге Евклида, является венцом его «Начал».

Сначала Евклид устанавливает существование этих многогранников, а именно показывает, как вписать в сферу правильный:

1) тетраэдр (от греч. слов «тетра» – четыре и (h)edra – грань)
2) гексаэдр («гекса» – шесть)

3) октаэдр («окто» – восемь)

4) додекаэдр («додека» – двенадцать)

5) икосаэдр («эйкоси» – двадцать)».

«Некоторыми сведениями о многогранниках обладали ещё древние египтяне. Древнегреческий математик Прокл приписывает построение пяти правильных многогранников Пифагору, однако, как было установлено позже, Пифагор мог знать, самое большее, гексаэдр (куб), тетраэдр и додекаэдр, в то время как октаэдр и икосаэдр были, вероятно, открыты лишь Теэтетом Афинским спустя век. Пифагорейцы, которые  утверждали, что «всё есть число», уделяли в своих теориях особенно важное место правильным многогранникам, неоценимое превосходство которых над всеми другими телами они усмотрели в том, что их только пять, причём каждый из них имеет специфически индивидуальное число граней, вершин и рёбер. В античной философии первоосновой бытия считались четыре элемента (стихии) природы: земля, вода, воздух и огонь. Древнегреческий философ-идеалист Платон, ничего не добавивший к математической теории многогранников, придавал атомам этих «стихий»  форму тетраэдра, куба, октаэдра и икосаэдра. Форму додекаэдра Платон придавал всему миру в целом. Этим объясняются такие названия, которые получили правильные многогранники: «космические фигуры», «идеальные фигуры», «Платоновы тела». Сочинение Апполония о додекаэдре и икосаэдре до нас не дошло. Ему принадлежит теорема о том, что отношение объёмов октаэдра и икосаэдра равно отношению их поверхностей.
Правильными многогранниками занимался, по свидетельству Паппа Александрийского (которому, впрочем, принадлежит от евклидова построение пяти правильных многогранников), и Архимед, однако и эти работы до нас не дошли».

«Архимеду принадлежит открытие 13 так называемых полуправильных многогранников («архимедовых тел»), каждый из которых ограничен неодноимёнными правильными многоугольниками и в котором равны многогранные углы и одноимённые многоугольники, причём в каждой вершине сходится одно и то же число одинаковых граней в одинаковом порядке. Число этих граней этих тел содержится между 8 и 92. Каждое из этих  тел может быть вписано в сферу».

«В начале своего научного пути И. Кеплер, для которого правильные многогранники были любимым предметом изучения, сделав мнимое открытие, которое на первых порах принесло ему много славы, но от которого впоследствии пришлось отказаться. «Открытие» это, изложенное Кеплером в первом его крупном сочинении «Mysterium Cosmographicum» –  «Космографическая тайна» (1596), состояло в следующем: вокруг сферы, на поверхности которой движется Меркурий (его орбита принимается за окружность), описывается октаэдр; вокруг октаэдра – сфера, на которой находится Венера; вокруг последней сферы описывается икосаэдр и вокруг него сфера, на которой оказывается Земля; далее идёт додекаэдр со сферой, на которой движется Марс; затем описывается тетраэдр на сфере Юпитера, затем – куб со сферой, на которой находится планета – Сатурн.
Позже, изучив долголетние тщательные наблюдения знаменитого астронома Тихо Браге над движением планеты Марс, Кеплер обнаружил, что Марс движется не по кругу, а по эллипсу, и, критически пересмотрев свои взгляды на движение планет, пришёл к «законам Кеплера». В «Космографической тайне», несмотря на её пифагорейский и средневековый мистицизм, Кеплер, поместив Солнце в центре всех сфер, на которых движутся планеты, проявил себя как приверженец гелиоцентрической системы. Он развил здесь также учение о двух видах выпуклых звёздчатых многогранников и обстоятельно изложил теорию архимедовых тел».

«Доказательство теоремы о единственности пяти правильных многогранников впервые ввёл в элементарную геометрию в 1794 году А. Лежандр. Топологический вывод этого предложения, основанный на теореме Эйлера, впервые изложил в «Анналах Жергонна» (1812 – 1813) французский математик Люилье». 








	Тип много-

гранника
	Число ребёр

при вершине
	Число сторон

грани
	Число

граней
	Число

рёбер
	Центр

симмет-

рии
	Оси

симмет-

рии
	Плоскости

симмет-

рии
	Число

вершин

	Тетраэдр
	3
	3
	4
	6
	–
	3
	6
	4

	Куб

(гексаэдр)
	3
	4
	6
	12
	1
	9
	9
	8

	Октаэдр
	4
	3
	8
	12
	1
	9
	9
	6

	Додекаэдр
	3
	5
	12
	30
	1
	15
	15
	20

	Икосаэдр
	5
	3
	20
	30
	1
	15
	15
	12


«Тела Платона. Простейшим из них является правильный тетраэдр, гранями которого служат четыре равносторонних треугольника и к каждой из вершин примыкают по три грани. Тетраэдру соответствует запись {3, 3}. Это не что иное, как частный случай треугольной пирамиды. Наиболее известен из правильных многогранников куб (иногда называемый правильным гексаэдром) – прямая квадратная призма, все шесть граней которой – квадраты. Так как к каждой вершине примыкают по 3 квадрата, куб обозначается {4, 3}. Если две  квадратные пирамиды с гранями, имеющими форму равносторонних треугольников, совместить основаниями, то получится многогранник, называемый правильным октаэдром. Он ограничен восемью равносторонними треугольниками, к каждой из вершин примыкают по четыре треугольника, и, следовательно, ему соответствует запись {3, 4}. Правильный октаэдр можно рассматривать и как частный случай прямой правильной треугольной антипризмы. Рассмотрим теперь прямую правильную пятиугольную антипризму, грани которой имеют форму равносторонних треугольников, и две правильные пятиугольные пирамиды, основания которых конгруэнтны основанию антипризмы, а грани имеют форму равносторонних треугольников. Если эти пирамиды присоединить к антипризме, совместив их основания, то получится еще один правильный многогранник. Двадцать его граней имеют форму равносторонних треугольников, к каждой вершине примыкают по пять граней. Такой многогранник называется правильным икосаэдром и обозначается {3, 5}. Помимо четырех названных выше правильных многогранников, существует еще один – правильный додекаэдр, ограниченный двенадцатью пятиугольными гранями; к каждой его вершине примыкают по три грани, поэтому додекаэдр обозначается как {5, 3}».

«Древними греками исследовались также и многие геометрические свойства платоновых тел. Изучение платоновых тел и связанных с ними фигур продолжается и поныне. И хотя основными мотивами современных исследований служат красота и симметрия, они имеют также и некоторое научное значение, особенно в кристаллографии. Кристаллы поваренной соли, тиоантимонида натрия и хромовых квасцов встречаются в природе в виде куба, тетраэдра и октаэдра соответственно. Икосаэдр и додекаэдр среди кристаллических форм не встречаются, но их можно наблюдать среди форм микроскопических морских организмов, известных под названием радиолярий».

«Число правильных многогранников. Естественно спросить, существуют ли кроме платоновых тел другие правильные многогранники. Как показывают следующие простые соображения, ответ должен быть отрицательным. Пусть {p, q} – произвольный правильный многогранник. Так как его гранями служат правильные р-угольники, их внутренние углы, как нетрудно показать, равны (180 – 360/р) или 180 (1 – 2/р) градусам. Так как многогранник {p, q} выпуклый, сумма всех внутренних углов по граням, примыкающим к любой из его вершин, должна быть меньше 360 градусов. Но к каждой вершине примыкают q граней, поэтому должно выполняться неравенство 
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 где символ < означает «меньше чем».

 После несложных алгебраических преобразований полученное неравенство приводится к виду: 


Нетрудно видеть, что p и q должны быть больше 2. Подставляя в неравенство р = 3, мы обнаруживаем, что единственными допустимыми значениями q в этом случае являются 3, 4 и 5, т.е. получаем многогранники {3, 3}, {3, 4} и {3, 5}. При р = 4 единственным допустимым значением q является 3, т.е. многогранник {4, 3}, при р = 5 неравенству также удовлетворяет только q = 3, т.е. многогранник {5, 3}. При p > 5 допустимых значений q не существует. Следовательно, других правильных многогранников, кроме тел Платона, не существует.

4. Симметрия многогранников

            ОБЩЕЕ ПОНЯТИЕ О СИММЕТРИИ

Симметрией фигуры вообще называется свойство фигуры, состоящее в том, что существует движение, совмещающее её саму с собой.

Любой параллелепипед обладает симметрией: у него есть центр симметрии. Симметрией обладают фигуры вращения, правильные пирамиды и призмы.

Симметрия играет огромную роль в искусстве, архитектуре, где она постоянно встречается в достаточно точном геометрическом смысле – как совмещаемость частей при самосовмещении целого.

«Учение о симметрии составляет важную и обширную часть геометрии, особенно учение о симметрии кристаллов, которое включается в науку, называемую геометрической кристаллографией. 

Известно, что атомы в кристаллах образуют кристаллическую решётку, т.е. некую правильную систему фигур, совмещающихся одна с другой движениями.
Помимо кристаллов, симметрия в природе наблюдается у живых организмов. У растений наблюдается симметрия цветов, симметрия расположения листьев. Среди животных особенно примечательны в этом смысле морские звёзды.

Общее учение о симметрии приобрело большое значение в физике, с ним связаны основные законы природы».

            ЭЛЕМЕНТЫ СИММЕТРИИ


«Если некоторое преобразование совмещает фигуру саму с собой, то, повторив это преобразование, мы снова совместим фигуру саму с собой, т.е. опять получим преобразование симметрии. Например, совместив фигуру саму с собой поворотом, можно этот поворот повторить».

Если фигура самосовмещается в результате поворота вокруг оси, то эта ось называется  осью поворотной симметрии. 

Так, ось правильной n-угольной призмы является её осью поворотной симметрии порядка n.
Аналогично осью поворотной симметрии порядка n является высота правильной n-угольной пирамиды.
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«Если фигура совмещается сама с собой в результате последовательно выполненных поворотов вокруг некоторой прямой а и затем отражения в некоторой плоскости α, перпендикулярной прямой а, то говорят, что а является осью зеркальной симметрии  данной фигуры (или, короче, зеркальной осью). Так же как для оси симметрии, для зеркальной оси определяется её порядок. Например, у октаэдра есть зеркальная ось порядка шесть – она проходит  через центры его параллельных граней».
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«Движение, которое получается в результате последовательно выполненных поворотов вокруг прямой и отражения в плоскости, перпендикулярной  этой прямой, называется зеркальным поворотом».

Оба вида осей поворота вместе с плоскостями симметрии и центром симметрии, если они есть у фигуры, называются её элементами симметрии.

  СИММЕТРИИ  ПРАВИЛЬНЫХ  МНОГОГРАННИКОВ
«Правильный тетраэдр не имеет центра симметрии. Прямая, проходящая через середины двух противоположных рёбер, является его осью симметрии. Плоскость α, проходящая через ребро АВ перпендикулярно ребру CD правильного тетраэдра ABCD, является плоскостью симметрии. Правильный тетраэдр имеет три оси симметрии и шесть плоскостей симметрии».
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«Рассмотрим элементы симметрии правильного тетраэдра:

1) Шесть плоскостей симметрии, каждая проходит через ребро и середину противоположного ребра (примером может послужить ∆АКВ см. рисунок выше) 
2) Четыре оси 3-го порядка – высоты тетраэдра

3)         Три зеркальные оси 4-го порядка, проходящие через            

             середины противоположных рёбер (см. рисунок ниже)».
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«Куб имеет один центр симметрии – точку пересечения его диагоналей. Прямые a и b, проходящие соответственно через центры противоположных граней и середины двух противоположных рёбер, не принадлежащих одной грани, является его осями симметрии. Куб имеет девять осей симметрии. Все оси симметрии проходят через центры симметрии. Плоскостью симметрии куба является плоскость, проходящая через две оси симметрии. Куб имеет девять плоскостей симметрии».
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Укажем элементы симметрии куба:
1) «Центр симметрии – центр куба, т.е. точка пересечение его диагоналей

2) Плоскости симметрии:

     а)   три плоскости симметрии, перпендикулярные рёбрам в их серединах

     б)   шесть плоскостей симметрии, проходящих через       противоположные рёбра куба

3) Оси симметрии: а) три оси 4-го порядка, проходящие через центры противоположных граней куба; б) шесть осей 2-го порядка, проходящих  через середины противоположных рёбер;  в) четыре зеркальные оси 6-го порядка, проходящие через противоположные вершины».

«Октаэдр – многогранник, двойственный кубу, и потому у него те же элементы симметрии, что и у куба. Но есть и разница: плоскости симметрии, проходящие  у куба через вершины, у октаэдра проходят через центры граней, а плоскости симметрии, проходящие у куба через центры граней, у октаэдра проходят через вершины. Такая же разница и в положении осей».
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Элементы симметрии: 
Икосаэдр имеет центр симметрии – центр икосаэдра, 15 осей симметрии и 15 плоскостей симметрии.
Додекаэдр имеет центр симметрии –  центр додекаэдра, 15 осей симметрии и 15 плоскостей симметрии. 
Сравнивая показатели додекаэдра и икосаэдра, можно подтвердить двойственность этих тел друг другу.


 5.  Сечения многогранников плоскостью
Сечения многогранников плоскостью используются при решении многих стереометрических задач. В этом пункте будут разобраны  некоторые способы построения сечений. Рассмотрены сечения плоскостями, проходящими через данную точку и прямую, через три данные точки, а также сечения, способ задания которых содержит условие параллельности сечению данной плоскости, данной прямой или двум данным прямым.
«Необходимо знать три теоремы, на которых основано построение сечений:

1) Признак параллельности прямой и плоскости: Если прямая параллельна какой-либо прямой, проведённой в плоскости α, то она параллельна и самой плоскости α.

2) Признак параллельности прямых: Если плоскость α проходит через прямую, параллельную другой плоскости β и пересекает эту плоскость, то линия пересечения параллельна первой прямой. 
3) Признак параллельности прямых: Если две параллельные плоскости пересекаются третьей плоскостью, то линии пересечения параллельны».

«Контур сечения многогранника плоскостью α состоит из отрезков прямых, по которым эта плоскость пересекает грани многогранника. Следовательно, процесс построения сечения сводится:

1) к построению на чертеже прямых l1, l2 … lk ,  по которым плоскость α пересекается с различными плоскостями β1,β2…βk , каждая из которых содержит одну грань многогранника;
2) к  выбору на каждой прямой l1, l2 … lk  отрезка,  принадлежащего грани многогранника».
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На данном рисунке сечение проведено через ребро АВ и точку М ребра CD.
«Этот случай построения сечения основан на простом следствии из аксиомы стереометрии:

ЕСЛИ ДВЕ ПЛОСКОСТИ ИМЕЮТ ДВЕ ОБЩИЕ ТОЧКИ, ТО ПРЯМАЯ, ПРОВЕДЁННАЯ ЧЕРЕЗ ЭТИ ТОЧКИ, ЯВЛЯЕТСЯ ПРЯМОЙ ПЕРЕСЕЧЕНИЯ ДАННЫХ ПЛОСКОСТЕЙ».
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На рисунке показано сечение тетраэдра плоскостью, проходящей через точку М, середину ребра АВ, параллельное грани ACD. Здесь построение сечения основано на том, что
«ЕСЛИ ДВЕ ПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ ПЛОСКОСТИ ПЕРЕСЕЧЕНЫ ТРЕТЬЕЙ ПЛОСКОСТЬЮ, ТО ПРЯМЫЕ ПЕРЕСЕЧЕНИЯ ПАРАЛЛЕЛЬНЫ».
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«Обозначим секущую плоскость α. Отрезки АD1  и АМ принадлежат и плоскости α, и граням куба, поэтому являются сторонами сечения. Построим сторону сечения в грани ВB1С1C. Плоскости ВB1С1C и  АA1D1D параллельны, поэтому прямая пересечения α и ВB1С1C параллельна прямой AD1. Поскольку прямые МN и AD1  параллельны, эта прямая пересечения параллельна и прямой BС1. Проводим через точку М в плоскости ВB1С1C прямую, параллельную прямой BС1, её пересечение  с ребром  B1C1 даёт вершину сечения».
 Таким образом, сечением является трапеция АМND1, где МN║АD1.
«Обозначим секущую плоскость α. Отрезки MN и NP являются сторонами сечения.

Строим точки  S1 и S2  пересечения прямой NP, принадлежащей плоскости α, с прямыми AD и DD1. Прямая S1М – линия пересечения плоскостей α и АВСD. Находим точки пересечения прямой S1М с ребром ВС (точка S3 на рисунке) и с прямой СD (точка S4). Точки S2 и S4 – общие для плоскостей α и СC1D1D, прямая S2S4 – линия пересечения этих плоскостей. Находим точки пересечения прямой S2S4  с рёбрами С1C и C1D1 (точки S5, S6)».

 Таким образом, получаем сечение – шестиугольник PNMS3S5S6.
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«Обозначим буквами K, L и M середины рёбер AB, A1C1 и BB1 соответственно. Известна прямая (KM), по которой заданная плоскость сечения пересекает плоскость  AA1B1B, и точка L, принадлежащая плоскости сечения и плоскости A1B1C1. Прямые  KM и A1B1 пересекаются в точке N. Рассматривая плоскость AA1B1B, легко убедиться, что точка N лежит на продолжении ребра A1B1 за точку B1.Теперь в плоскости A1B1C1  есть две точки  L и N, принадлежащие сечению. Следовательно, плоскость сечения A1B1C1 пересекает плоскость по прямой LN. Прямые LN и  B1C1 лежат в одной плоскости и пересекаются в точке P, лежащей на ребре B1C1. Итак, плоскость сечения  пересекает грани  A1B1C1 и BCC1B1 по отрезкам LP и MP соответственно.
Точно так же известна прямая KM, по которой плоскость сечения пересекает плоскость AA1B1B, и точка L, принадлежащая сечению и плоскости AA1C1C. Эти две плоскости пересекаются по прямой AA1. Обозначим буквой точку E пересечения прямых  KM и AA1. Рассматривая плоскость AA1B1B, легко убедиться, что точка E лежит на продолжении ребра AA1 за точку A. Эта точка одновременно принадлежит одновременно плоскости сечения и плоскости AA1C1C. Следовательно, сечение и плоскость AA1C1C имеют две общие точки E и L. Так что прямая EL есть линия пересечения этих плоскостей. И если F – точка пересечения прямых AC и EL, то легко убедиться, что она лежит на ребре AC, и FL, и FK – отрезки, по которым сечение пересекает плоскости AA1C1C  и  ABC соответственно».

Пятиугольник KMPLF есть искомое сечение призмы плоскостью KML.
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Таким образом, построение сечений –  один из важных пунктов при  решении геометрических задач, так как именно при нём большинство школьников совершает свои ошибки. Необходимо знать то, что в разных многогранниках сечениями будут являться разные n-угольники. Закономерность n-угольника, т.е. сечения,  будет зависеть от  того, какое число граней имеет многогранник (число граней и будет максимальным сечением, если каждая точка сечения будет лежать в следующей грани). Эту закономерность можно продемонстрировать в следующей таблице на примере пяти правильных многогранников (тел Платона):
	Название

многогранника
	Число  граней
	Максимально возможный многоугольник (сечение)

	Тетраэдр


	4
	Четырёхугольник

	Гексаэдр


	6
	Шестиугольник

	Октаэдр


	8
	Восьмиугольник

	Додекаэдр


	12
	Двенадцатиугольник

	Икосаэдр


	20
	Двадцатиугольник




     6.  Применение многогранников
Многогранники находят своё применение повсюду: в архитектуре, живописи, в быту.

«Достаточно упомянуть найденные в Шотландии и датированные около 2000 г. до н.э. сотни каменных предметов  в форме сфер и различных многогранников, включая икосаэдры и додекаэдры. Усечённый икосаэдр — один из 13 архимедовых многогранников или архимедовых тел. Во времена Возрождения все архимедовы тела одно за другим были «открыты» заново. В конце концов, Кеплер в 1619 г. в своей книге «Мировая гармония» («Harmonice Mundi») дал исчерпывающее описание многогранников. Все Платоновы тела встречаются в природе: тетраэдр, куб и октаэдр – как элементарные формы кристаллов, а икосаэдр и додекаэдр –  квазикристаллов; форму икосаэдра и додекаэдра имеют некоторые вирусы. 

В эпоху Возрождения большой интерес к формам правильных многогранников проявили скульпторы, архитекторы, художники. Леонардо да  Винчи (1452 – 1519) например, увлекался теорией многогранников и часто изображал их на своих полотнах. Он  проиллюстрировал правильными и полуправильными многогранниками книгу Монаха Луки Пачоли «О божественной пропорции». Оригинальный способ пространственного изображения усечённого икосаэдра Леонардо да Винчи в этой книге. Титан Возрождения, живописец, скульптор, учёный и изобретатель Леонардо да Винчи (1452-1519) — символ неразрывности искусства и науки, а, следовательно, закономерен его интерес к таким прекрасным, высокосимметричным объектам, как выпуклые многогранники вообще и усечённый икосаэдр в частности».
 

Гравюру с изображением усечённого икосаэдра Леонардо предваряет надписью по латыни Ycocedron Abscisus (усечённый икосаэдр) Vacuus. Термин Vacuus обозначает тот факт, что грани многогранника изображены «пустыми» — не сплошными. Строго говоря, грани не изображаются вовсе, они существуют только в нашем воображении. Зато рёбра многогранника изображены не геометрическими линиями (которые, как известно, не имеют ни ширины, ни толщины), а жёсткими трехмерными сегментами. Обе эти особенности данной гравюры и составляют основу способа пространственного изображения многогранников, изобретенного Леонардо для иллюстрации книги Луки Пачоли и называемого сегодня методом жёстких (или сплошных) рёбер. «Такая техника позволяет зрителю, во-первых, безошибочно определить, какие из рёбер принадлежат передним, а какие — задним граням многогранника (что практически невозможно при изображении рёбер геометрическими линиями), и, во-вторых, взглянуть как бы сквозь геометрическое тело, ощутить его в перспективе, глубине, которые теряются при использовании техники сплошных граней. Техника, разработанная Леонардо, являет собой блестящий пример геометрической иллюстрации, нового способа графического изображения научной информации. Эта техника впоследствии многократно использовалась художниками, скульпторами и учёными» 
. 

В качестве примеров приведем изображение платоновых тел на титульном листе изданной во Франции в 1560 г. книги Жана Кузена «Livre de Perspective» («Книга о перспективе») и надгробный памятник Сэру Томасу Джорджсу, установленный в 1635 г. в кафедральном соборе в Солсбери. 

Ярчайшим примером художественного изображения многогранников в XX веке являются, конечно, графические фантазии Маурица Эшера (1898-1972) (изображая многогранники в этих работах, Эшер пользуется как техникой сплошных граней, так и методом жёстких рёбер Леонардо). 

«Вообще, творчество Эшера весьма почитаемо учёными, в частности, математиками и кристаллографами. А на кристаллографическом конгрессе в Кембридже (1960) событием стала выставка картин голландского художника Маурица Эшера. Эшер не был учёным-кристаллографом, он — художник, график, окончивший в 1922 году школу архитектуры в Гарлеме. Художник и кристаллография? Что общего между ними? А дело в том, что Мауриц Эшер в своих рисунках как бы открыл и интуитивно проиллюстрировал законы сочетания элементов симметрии, т.е. те законы, которые властвуют над кристаллами, определяя и их внешнюю форму, и их атомную структуру, и их физические свойства. Эшер увлекается периодическими рисунками, составлением мозаичных узоров из повторяющихся фигур. Он вписывает или, вернее, врисовывает одно изображение в другое, так чтобы одинаковые фигурки периодически повторялись, и между ними не оставалось пустых мест». Но ведь это и есть закон, по которому размещаются частицы в структуре кристалла — закон плотнейшей упаковки: периодическое повторение одинаковых групп частиц, без промежутков и нарушений». 
 

Применение многогранников в живописи можно проследить в творчестве Я. Барбари. Каждая деталь композиции на картине  «Портрет Луки Пачоли»  Барбари полна смысла. Художник проявляет глубокое понимание взаимосвязи искусства и науки, так свойственное именно мастерам Возрождения. Пачоли в рясе францисканского монаха изображён стоящим за столом с геометрическими инструментами и книгами (в правом нижнем углу картины — модель додекаэдра). Внимание Пачоли и красивого молодого человека, стоящего справа и чуть сзади от него, приковано к изучению многогранника, подвешенную стеклянную модель которого мы видим в левом верхнем углу композиции. Выбор многогранника не случаен: это ромбический кубооктаэдр. 

«Идею единства художественного вдохновения и математической теории отражает и его созданная в 1514 г. знаменитая гравюра  Альбрехта Дюрера «Меланхолия», воплотившая образ причастного к Божественному наитию существа, окружённого инструментами геометрии. Присутствие на гравюре многогранника (скорее всего, усечённого ромбоэдра), конечно же, не случайно. 

Сотни страниц исписаны искусствоведами в попытках объяснить значения символов, использованных Дюрером. Один из них, Э. Пановски, считает: «Дюрер представил «Меланхолию» как один из четырех темпераментов и как одно из семи свободных искусств — геометрию. Он воплощает в ней тип художника Ренессанса, который ценит практическое умение, не избегает математической теории, и который, чувствуя себя причастным божественному вдохновению, одновременно страдает от всего человеческого несовершенства и ограниченности. Таким образом, это в некотором смысле духовный автопортрет Дюрера».
 

«Многие художники разных эпох и стран испытывали постоянный интерес к изучению и изображению многогранников. Пик этого интереса приходится, конечно, на эпоху Возрождения. Изучая явления природы, художники Возрождения стремились найти опирающиеся на опыт науки способы их изображения. Учения о перспективе, светотени и пропорциях, построенные на математике, оптике, анатомии, становятся основой нового искусства. Они позволяют художнику воссоздавать на плоскости трёхмерное пространство, добиваться впечатления рельефности предметов. Для некоторых мастеров Возрождения многогранники являлись просто удобной моделью для тренировки мастерства перспективы. Другие восхищались их симметрией и лаконичной красотой. Третьих, вслед за Платоном, привлекали их философские и мистические символы». 

Список крупнейших мастеров Возрождения, часто изображавших и глубоко изучивших геометрию многогранников  необходимо начать с Пьеро делла Франческа (около 1420-1492). 

«О жизни и личности Пьеро делла Франческа, гениального художника, серьёзного теоретика искусства и выдающегося геометра сохранилось мало достоверных сведений. Известно, что он родился в семье ремесленника в небольшом городе Борго-Сан-Сеполькро в Умбрии, учился во Флоренции, затем работал в ряде городов Италии, в том числе в Риме. Немногие знают, что делла Франческа был выдающимся математиком, внёсшим, в частности, существенный вклад в теорию многогранников. При жизни он был непререкаемым авторитетом в геометрии и науке о перспективе. В настоящее время доподлинно известно, что именно Пьеро делла Франческа был первым из мастеров Возрождения, открывшим и подробно описавшим архимедовы тела, в частности пять усечённых платоновых тел: усечённые тетраэдр, куб, октаэдр, додекаэдр и, что особенно важно для нашей истории, усечённый икосаэдр. В его рукописи «О пяти правильных телах» («Libbelus de quinque corporibus regularibus»), датированной 1480 г., обнаружено старейшее из дошедших до наших дней изображений усечённого икосаэдра».
 

В конце XV — начале XVI веков в северной Италии было очень популярно искусство интарсии (intarsia) — особого вида инкрустации, мозаики, собранной из тысяч мелких кусочков различных пород дерева. Обе мозаики созданы Фра Джованни да Верона (1457-1525) для церкви Santa Maria in Organo в Вероне ориентировочно в 1520 г. Изображение полуоткрытых ставень создаёт эффект объёмности на плоской мозаике, который усиливается изображением многогранников (в том числе, усечённого икосаэдра) в разработанной Леонардо технике жёстких рёбер. 

«Стоит привести примеры изображений многогранников, выполненных художниками XX века Альберто Джакометти (1901-1966) и Сальвадором Дали («Тайная вечеря») (1904-1989), убедительно доказывающих, что революционные изменения в искусстве XX века коснулись и изображения многогранников. Нет сомнения, что ко второй половине XX века чисто научная составляющая в интересе художников к изображению многогранников исчезла».
 

Многогранник находят своё применение не только в живописи, но и в кристаллографии.

Кристаллы встречаются нам повсюду. Люди обрабатывают кристаллы на заводах, выращивают их в лабораториях, широко применяют в технике и науке, едят кристаллы, лечатся ими...

«В земле иногда находят камни такой формы, как будто их кто-то тщательно выпилил, отшлифовал, отполировал. Это многогранники с плоскими гранями и прямыми рёбрами. Правильные и совершенные формы этих камней, безукоризненная гладкость их граней поражают нас. Трудно поверить, что такие идеальные многогранники образовались сами, без помощи человека. Вот эти-то камни с природной симметричной многогранной формой и называются кристаллами. 

Громадное большинство твёрдых веществ на Земле являются кристаллическими. Только кристаллы – большей частью и прекрасные многогранники, которыми мы любуемся в музеях, и крохотные, подчас невидимые глазом зёрнышки. Внутреннее строение этих зёрен столь же красиво и удивительно закономерно, как и строение чудесных больших многогранников».
     

Обособленные кристаллы алмаза поражают многообразием форм и сложностью скульптурных образований на гранях. Наиболее характерной формой алмазных кристаллов является восьмигранник (октаэдр). Реже встречаются алмазы, имеющие форму куба, ромбододекаэдра и некоторые другие… Алмазы издавна использовались в качестве самых изысканных украшений и  имели большое валютное значение. Прозрачные бесцветные или красиво окрашенные кристаллы алмаза, пригодные для огранки, являются драгоценными камнями 1-го класса. Ювелиры разделяют алмазы почти на 1000 сортов в зависимости от прозрачности, тона, густоты и равномерности окраски, наличия трещин, минеральных включений и некоторых других признаков. Многогранники встречаются повсюду, в том числе и в архитектуре.
«Великая пирамида в Гизе. Эта грандиозная Египетская пирамида является древнейшим из Семи чудес древности. Кроме того, это единственное из чудес, сохранившееся до наших дней. Во времена своего создания Великая пирамида была самым высоким сооружением в мире. И удерживала она этот рекорд, по всей видимости, почти 4000 лет.
Во всем облике японского строения очевидна идея преобразования пространства, подчинения его новой логике –  логике «завоевания» природного ландшафта, которому противопоставлена чёткая геометрия проникающих архитектурных форм.

Как объясняет создатель Музея Плодов в Яманаши Ицуко Хасегава, одна из немногих преуспевающих японских женщин-архитекторов, геометрия трёх оболочек была проанализирована с помощью объёмных компьютерных построений. Каждая форма была образована путём вращения простых геометрических форм (многогранников) до получения сложных объёмов». 

В III веке до н.э. был построен Александрийский маяк, чтобы корабли могли благополучно миновать рифы на пути в александрийскую бухту. Ночью им помогало в этом отражение языков пламени, а днем – столб дыма. Это был первый в мире маяк, и простоял он 1500 лет.
«Пирамиды стоят на древнем кладбище в Гизе, на противоположном от Каира, столицы современного Египта, берегу реки Нил. Она была создана из более 2 миллионов каменных блоков (многогранников), каждый из которых весил не менее 2,5 тонн. Рабочие подтаскивали их к месту, используя пандусы, блоки и рычаги, а затем подгоняли друг к другу, без раствора. Маяк был построен на маленьком острове Фарос в Средиземном море, около берегов Александрии. Этот оживлённый порт основал Александр Великий во время посещения Египта. Сооружение назвали по имени острова. На его строительство, должно быть, ушло 20 лет, а завершён он был около 280 г. до н.э., во времена правления Птолемея II, царя Египта. Фаросский маяк состоял из трёх мраморных башен, стоявших на основании из массивных каменных блоков. Первая башня была прямоугольной, в ней находились комнаты, в которых жили рабочие и солдаты. Над этой башней располагалась меньшая, восьмиугольная башня со спиральным пандусом, ведущим в верхнюю башню. Верхняя башня формой напоминала цилиндр, в котором горел огонь, помогавший кораблям благополучно достигнуть бухты. На вершине башни стояла статуя Зевса Спасителя. Общая высота маяка составляла 117 метров».

«Где  ещё возможно увидеть многогранники? В очень красивой книге немецкого биолога Э. Геккеля «Красота форм в природе» можно прочитать такие строки: «Природа вскармливает на своём лоне неисчерпаемое количество удивительных созданий, которые по красоте и разнообразию далеко превосходят все созданные искусством человека  формы». Создания природы, красивы и симметричны. Это неотделимое свойство природной гармонии. Но здесь мы видим и одноклеточные организмы – феодарии, форма которых точно передаёт икосаэдр. Чем же вызвана такая природная геометризация? Может быть тем, что из всех многогранников с таким же количеством граней именно икосаэдр имеет наибольший объём и наименьшую площадь поверхности. Это геометрическое свойство помогает морскому микроорганизму преодолевать давление водной толщи.
Интересно и то, что именно икосаэдр оказался в центре внимания биологов в их спорах относительно формы вирусов. Вирус не может быть совершенно круглым, как считалось ранее. Чтобы установить его форму, брали различные многогранники, направляли на них свет под теми же углами, что и поток атомов на вирус. Оказалось, что только один многогранник даёт точно такую же тень – икосаэдр. Его геометрические свойства, о которых говорилось выше, позволяют экономить генетическую информацию. Правильные многогранники – самые выгодные фигуры. И природа этим широко пользуется. Кристаллы некоторых веществ имеют форму правильных многогранников. Так куб передаёт форму кристаллов поваренной соли NaCl, монокристалл алюминиево-калиевых квасцов KAl(SO4)2, 12 H2O имеет форму октаэдра, кристалл сернистого колчедана FeS имеет форму додекаэдра, сурьмянистый сернокислый Na – тетраэдра, В (бор) – икосаэдра. Правильные многогранники определяют форму кристаллических решёток некоторых химических веществ.
Идеи Пифагора, Платона, И. Кеплера о связи правильных многогранников с гармоничным устройством мира уже в наше время нашли своё продолжение в интересной научной гипотезе, авторами которой (в начале 80-х годов) явились московские инженеры В. Макаров и В. Морозов. Они считают, что ядро Земли имеет форму и свойства растущего кристалла, оказывающего воздействие на развитие всех природных процессов, идущих на планете. Лучи этого кристалла обусловливают икосаэдро-додекаэдрическую структуру Земли, проявляющуюся в том, что в земной коре как бы проступают проекции вписанных в земной шар правильных многогранников: икосаэдра и додекаэдра. Их 62 вершины и середины рёбер, называемых авторами узлами, обладают рядом специфических свойств, позволяющих объяснить некоторые непонятные явления».

«Если нанести на глобус очаги наиболее крупных и примечательных культур и цивилизаций Древнего мира, можно заметить закономерность в их расположении относительно географических полюсов и экватора планеты. Многие залежи полезных ископаемых тянутся вдоль икосаэдро-додекаэдровой сетки. Ещё более удивительные вещи происходят в местах пересечения этих рёбер, здесь располагаются очаги древнейших культур и цивилизаций: Перу, Северная Монголия, Гаити, Обская культура и другие. В этих точках также наблюдаются максимумы и минимумы атмосферного давления, гигантские завихрения Мирового океана: шотландское озеро Лох-Несс, Бермудский треугольник. Дальнейшие исследования Земли, возможно, определят отношение к этой красивой научной гипотезе, в которой, как видно, правильные многогранники занимают важное место».
Помимо существования разных организмов и различных теорий многогранники встречаются и в литографии «Водопад». «В  центре картины расположен комплекс конструкций, поднимающийся на фоне ландшафта с террасами. Вертикальная ось создаётся двумя мощными башнями, каждая из которых увенчана острогранными многогранниками (слева – три пересекающихся куба, а справа также три пересекающихся октаэдра). Маленькие домики примыкают к башням слева и справ в едином комплексе. Слева на первом плане картины изображён правильный маленький садик со странными, необычными подводными растениями. Центральным действием картины является ручей, который падает на колесо и крутит его. Он извивается, проходя через башни, при этом он трижды проходит через точку, в которой уже проходил. Абсурдность доходит до нас через «круг» неправильных соединений куба. В результате невольного восприятия зрительная точка (самая дальняя) оказывается самой ближней, а самая высокая точка становится самой низкой. Таким образом, водопад на картине осуществляет то, что люди считают невозможным – вечное движение».

История изучения и изображения многогранников, уходящая корнями в глубь тысячелетий, продолжается в наши дни, неожиданно «превращаясь» в историю технологии новых материалов или историю современной архитектуры. История эта являет собой яркий пример взаимопроникновения различных областей знания, неразрывности понятий «наука» и «искусство» как различных способов познания мира, двух основных составляющих единого целого — культуры, главного наследия человеческой цивилизации. 



     Заключение

Многогранники – интересные тела геометрии, имеющие разнообразные свойства. Эти тела встречаются и в архитектуре, и в живописи, и в быту.

Ученики 10 – 11 классов  во всех школах изучают многогранники, их элементы и свойства, решают задачи, учатся строить эти тела и их сечения.

Число существующих многогранников велико, они подразделяются на различные группы, имеют разные строения: от простых до самых сложных… Многогранники  по внешнему признаку имеют различия, но они объединены в одну группу, и объединяет их великая наука –  геометрия. Многогранники сложны по своим особенностям и свойствам, но именно сложность и загадочность этих тел и привлекает различных людей изучать их. 

Актуальность моей работы заключается в том, что учёные в наши дни изучают многогранники и составляют различные научные гипотезы, которые в будущем могут привести к различным открытиям. Данная тема актуальна, так как немногие люди знают правильные многогранники, но знание этих геометрических тел поможет в создании различных шедевров (как в архитектуре, так и в живописи и во многом другом, потому что многогранники имеют обширную область применения).
В своей работе я осветила историю многогранников, их виды, симметрию, построение сечений, а также применение.

Считаю свою работу интересной, полезной и содержательной. Думаю, что все задачи, поставленные для достижения цели, выполнены. Я получила огромное удовольствие от проделанной мною работы, а также неизвестную и интересную для себя информацию.
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Тела Платона (обработанный кварц)
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Составление многогранной поверхности при помощи ломанной





Многогранная поверхность составлена из многоугольников, которые прикладываются друг к другу сторонами.
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Оси поворотной симметрии призмы и пирамиды
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Пять правильных многогранников (тела Платона), подробные сведения  о них приведены в таблице
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Кристаллография








       (ρ – 2)(q – 2) < 4.
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