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                                     I Введение

Тема моего реферата –  великие тайны теоремы Пифагора. Мной была изучена литература областной и городской библиотек, а также  сайты Интернет. Я выбрала эту тему, потому что она меня сильно заинтересовала, к тому же эта тема сегодня является очень актуальной: в XXI веке одни исследователи говорят, что доказательств теоремы Пифагора существует около 250, другие утверждают – более 350, поэтому я предприняла попытку рассмотреть и разобраться в «загадочной» теореме Пифагора Самосского.

Общеизвестно, что первым открывателем этой знаменитой теоремы был не сам Пифагор, а египтяне (причём они первыми заговорили о египетском треугольнике ещё задолго до рождения самого учёного).

Цель моего реферата: открыть тайны теоремы Пифагора через подробный разбор истории теоремы, некоторых её доказательств и областей применения.

          Пути достижения цели:

1) Работа с энциклопедиями, учебниками и справочниками;

2) Анализ полученной информации.

               Поставленная мною цель требует решения следующих задач:                                                                  

  1) Найти и изучить информацию, необходимую для  написания реферата;

  2) Установить степень разработанности исследуемой проблемы в науке; 

  3) Ознакомиться со справочными материалами по данной теме;

  4) Выявить приблизительное количество доказательств;

  5) Объяснить великие тайны теоремы Пифагора.

      При решении поставленных задач необходимы следующие методы исследования:

1) Изучить теоретические сведения по исследуемой проблеме;

2) Сделать анализ литературных источников (книг);

3) Провести социологический опрос среди людей старшего поколения с целью выявить, какое количество доказательств знают не учёные и  не исследователи данного вопроса, а обыкновенные люди.

Исследуя данную тему, я узнала много ранее мне неизвестного...
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1. Пифагор Самосский (ок. 570 – около 500 гг. до н.э.)

Древнегреческий философ, математик, астроном. Основатель пифагорейской школы в Кротоне. Считался одним из  самых образованных людей своего времени. Доказал знаменитую теорему «О равенстве квадрата гипотенузы прямоугольного треугольника сумме квадратов катетов», которая носит теперь его имя. Обосновал многие свойства  геометрических фигур. Разработал  математическую теорию чисел  и их пропорций. Внёс значительный вклад в развитие астрономии и акустики. Предположил, что движение небесных тел подчиняется  определённым математическим законам. В своих трудах опирался  на идеи мировой гармонии. Автор «Золотых стихов». Одна из основных заповедей  Пифагора: «Не делай никогда того, чего не знаешь. Но научись всему, что следует знать».

О гипнотических способностях учёного ходили легенды: будто он одним своим взглядом мог менять направление полёта птиц. А ещё рассказывали, что этого удивительного человека одновременно видели в разных городах, между которыми было несколько дней пути. И что ему якобы принадлежало «колесо  фортуны», вращая которое, он не только предсказывал будущее, но и вмешивался, если это было необходимо, в ход событий. А некоторые вообще считали его фигуру вымышленной. Но Пифагор жил на свете, хоть и очень давно, в VI веке до н.э.

«Однажды богатый ювелир Мнесарх и его молодая жена Партенис заехали по торговым делам в Дельфы, где находилось святилище бога Аполлона. Считалось, что в этом месте через оракула боги общаются с людьми и открывают будущее тем, кто это заслуживает. Оракулом Аполлона была дельфийская Пифия. Она-то и предрекла новобрачным чудесного сына, который «принесёт благо всем людям на все времена».

Супруги отправились в Финикию, в Сидон. А когда настал срок и на свет появился мальчик, родители в честь прорицательницы Пифии дали ему имя Пифагор. Ещё в детстве будущий математик обнаружил большие способности к наукам. Тренируя память, он учил наизусть «Илиаду» и «Одиссею» Гомера». 

«Его самым первым учителем был философ Гермодамас, который не только познакомил юного Пифагора с основами живописи и музыки, но и пробудил в нём любопытство к тайнам Природы. Пифагор на всю жизнь запомнил его слова о том,  что «чувствования происходят от Природы, да будет она первым и главным предметом твоего учения». Позже ему давал 
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уроки философ Ферекид, а затем Фалес Милетский. 

Восьмидесятилетний старец Фалес, основатель милетской школы натурфилософов и естествоиспытателей, оценив способности Пифагора,  посоветовал ему отправиться в Египет, чтобы продолжить обучение. Но сделать это было нелегко. Греков не очень-то ждали в Египте. Кроме того, для посещения Египта требовалось получить высочайшее разрешение Поликрата – властителя Самоса (в Эгейском море у берегов малой Азии)». 

«Пифагор знал, что самосский тиран не поощряет подобные поездки, но желание попасть в Египет было настолько велико, что он дерзнул  тайно покинуть остров. Некоторое время он жил в Финикии, постигая мудрость сидонских мудрецов. Поликрат, узнав о дерзком поступке самоуверенного юноши, был крайне рассержен. Однако судьба благоволила Пифагору, и даже грозный тиран спустя какое-то время смягчился. Поликрат считал себя ценителем наук и искусств и хотел, чтобы все его соотечественники были о нём такого же мнения. Так что молодой учёный явился к фараону Амазису не с пустыми руками, а с рекомендательным письмом от своего правителя. 

Египет строго оберегал мудрость веков. Мемфисские жрецы, посвящённые в тайны природы и мироздания, свято хранили эти знания. Возвышенные истины скрывались в особом языке ритуалов, совершавшихся в недоступных тайных помещениях величественных храмов». 
 
«И только посвящённый мог правильно истолковать слова, жесты и действия участников этих секретных обрядов. Сведения об устройстве  мироздания запечатлевались на папирусных свитках, высекались в виде символов на стенах и колоннах храмов. Эмблемы, статуи, всевозможные   ритуальные предметы, убранство помещений, одежда служителей культа –  

– всё имело свой тайный смысл. И Пифагору нужно было пройти определённые испытания, принять сан жреца, чтобы быть допущенным к постижению этих истин. 

Считая греков непостоянными и легкомысленными, жрецы были уверены, что новоявленный ученик не выдержит сложных, порой опасных для жизни ритуалов и отступит, но были изумлены терпением и мужеством, с которыми Пифагор в течение двадцати двух лет работал над собой, готовясь к посвящению. Строгость дисциплины в египетских храмах лишь закалила его характер. Он понял, что тренированная воля даёт человеку невиданную возможность влиять не только на собственные тело и душу, но и воздействовать на других людей и даже обстоятельства». 

Он глубоко проникся мудрой заповедью своих мемфисских наставников: «Наука чисел и искусство воли – вот два магических ключа. Они открывают все двери Вселенной».
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Во время обучения в Египте особенно привлекла Пифагора священная математика. Эта наука буквально покорила его. Многие её положения легли затем в созданную им теорию чисел.

Пифагор уже подумывал о возвращении на родину, как вспыхнувшие политические неурядицы разрушили все его планы. Умер покровительствовавший ему фараон Амазис, а его царственный приёмник не поладил с Персией. И вскоре по дорогам древнего царства уже продвигались  бесчисленные полчища персидского царя Камбиса. Жестокость этого коронованного деспота вошла в историю. Всё подвергалось разрушению – жилища, храмы. Население уничтожалось, были убиты многие жрецы. Те же, кто спасся (и вместе с ними Пифагор) оказались в плену.

Двенадцать долгих лет провёл великий грек в огромном и шумном Вавилоне, захваченном персами. Но и здесь он не терял времени даром, постигая тайны халдейских мудрецов, погружаясь в загадочный мир персидской магии. Астрономия и астрология, происхождение религий, история континентов, закономерности природы человека – всё интересовало его. Он бывал в храмах, где светильники зажигались сами собой или при ясной погоде слышались мощные раскаты грома. Нетрудно было поверить в чудеса, гораздо труднее было объяснить природу этих явлений». 
 

Конечно, его удручала несвобода, и больше всего он тосковал по своей матери, не зная, жива ли она. 

В общей сложности прошло почти тридцать четыре года с тех пор, как он покинул Самос. 

Наконец ему выпала возможность вернуться на Родину. Но то, что Пифагор увидел на родной земле, находившейся под персидским игом, потрясло его. Жизнь здесь словно замерла. Школы и храмы были закрыты. Философы и учёные один за другим переселялись в Великую Грецию – так называли они  Южную Италию. И уже там, благодаря усилиям переселенцев, один за другим поднялись города-колонии Кротон и Сиракузы. 

«Оказавшись в Кротоне, Пифагор создаёт собственную школу, названную затем Пифагорейским союзом, или орденом. Это философско-религиозное братство просуществовало до IV века до н.э. А пока он собирает небольшую группу преданных учеников, открывает им тайные знания, почерпнутые во время долгих странствий. Они изучают основы математики, музыки и астрономии. Эти дисциплины Пифагор считал «треугольным основанием» для всех искусств и наук». 

«Прежде чем остаться в школе Пифагора, здание которой ярко белело на холме среди кипарисов и олив, и приобщиться к сокровенным наукам, новичку необходимо было пройти обряд посвящения. Этот обряд был не 
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столь жесток, как в Египте, но так же требовал немалой выносливости. Пребывание в ночном мраке пещер, где каждый шорох заставлял оглядываться, долгое напряжённое одиночество в тесной келье, строгий пост, прочие испытания души и тела – это было ещё не все. Не менее труден был поиск ответов на коварные вопросы. Хотя бы на такой: «Что означает треугольник, вписанный в круг?» Всё это оказывалось по плечу далеко не каждому. 

Но даже для тех, кто прошёл первую ступень посвящения, испытания на этом не заканчиваются. Впереди самое сложное – обет молчания в течение пяти лет, чтобы воспитать в себе необходимую сосредоточенность». 
 
«Но и в последующие пять лет ученики ещё были недостойны видеть учителя, они лишь слушали его речи, доносившиеся из-за плотных занавесей. И только  после этих долгих десяти лет Пифагор представал перед его слушателями, и в оставшиеся пять лет они уже могли вести с ним диалоги.

Догадывался ли проницательный Пифагор, что один из тех, кто не одолел испытаний при вступлении в его школу, затаит к нему ненависть и будет вынашивать план мести? А затем и осуществит его, совершив поджог и погубив тридцать восемь пифагорейцев и самого учёного? Трудно сказать. Сочувствуя людям в их слабостях, он, тем не менее, как учитель не мог поступаться своими принципами, и даже в целях безопасности делать для кого-то исключения. 

Школа была центром жизни Пифагора. Она же принесла ему неизвестную ранее семейную радость. Впервые за все 60 лет Пифагор, всё ещё полный сил, полюбил одну из своих учениц – умницу и красавицу Теано. Она была не только последовательницей его учения, но и преданной женой. Пифагор был очень счастлив в этом браке. Но за стенами дома было неспокойно. Усиливалось социальное неравенство, падение нравов стало почти нормой.

Пифагор же в своём учении ратовал именно за нравственность и совершенствование в познаниях. Самыми большими пороками он считал невоздержанность и корыстолюбие. По его мнению, стремление к богатству, славе и почестям пагубно для человека. Он призывал изгонять из души гнев, печаль и раздражительность, поскольку они порождают болезни. Пифагор утверждал, что необходимо бороться с беззаконием, вести разумный образ жизни. Эти стойкие правила, принятые в Пифагорейском союзе, которым Пифагор неуклонно следовал сам и которые проповедовал другим, не всем 

согражданам были по нутру». 

«Мудрейший человек, Пифагор предполагал, что у затаённого недовольства есть предел. И что некоторые его вчерашние почитатели, 
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которых он наставлял под сводами храмов и на городских улицах, завтра по первому зову зачинщиков легко снесут крышу с его обители, не пощадив никого из друзей и близких. Но он же сам писал в «Золотых стихах»: «Переноси кротко свой жребий, каков он есть, и не ропщи на него».

Итак, матерью всех  математических наук Пифагор считал арифметику. Он  доказал, что геометрия, музыка и астрономия  зависят от неё, а она от них – нет. Исчезни геометрия – арифметика останется, но попробуйте вообразить геометрию без арифметики! Или астрономию без арифметики. Так что во всех точных науках, а также в музыке с её ритмами – арифметика первична. 

Пифагор называл своих учеников «математиками», поскольку огромное значение уделял науке чисел. Эти знания наполняли ученика особой силой и в то же время повышали его ответственность за их использование. Волшебная палочка Природы должна всегда находиться в добрых руках. «Всё есть число», – говорили в своё время Пифагору и его учителя. Получалось, что материальный мир от микроскопической пылинки до гигантской скалы пронизан числами. Огромная Вселенная с её мириадами звёзд держится на числах. Числам подчиняется строение человеческого тела, поскольку, по мнению пифагорейцев, все тела состоят из мельчайших частиц, которые, в свою очередь, в различных сочетаниях соответствуют известным геометрическим фигурам». 

Посредством чисел Пифагор даже пытался объяснить свойства того или иного человеческого характера. «Совершенные числа – прекрасные образцы добродетелей»,  – так записано в «Теоретической арифметике». Таким образом, пифагорейцы в своих философских размышлениях пришли к тому, что гармония и разумность окружающего мира могут быть сведены к отношениям определённых цифр, а через них – к геометрическим формам.

Анализируя свойства натуральных чисел, Пифагор  и его последователи выделяли среди них чётные и нечётные, дружественные, избыточные, треугольные, квадратные. Но как числа могут быть фигурными, например треугольными? Оказалось – просто и наглядно. Пифагорейцы соотносили  их с геометрическими фигурами. На песке камешками или ракушками выкладывали фигуры, в которых размещалось определённое число этих предметов. А если не было под рукой ракушек, необходимые числа намечались на дощечке, покрытой воском, теми же геометрическим фигурами и в том же порядке – обычными точками. 

Каждое число в представлении пифагорейцев имело свой характер и свои особые свойства. Так, например, нечётные числа считались сильнее чётных, поскольку чётные делились пополам без остатка, а нечётные при таком делении всегда оставляли «про запас» единицу.
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«Двойка воспринималась как женское число, а тройка – как мужское. 

Символом супружества была пятёрка, а дружбу осеняло число восемь.

Число четыре было для них символом гармонии и здоровья, хранило ключ к соразмерности, поскольку включало в себя первые четыре числа. Позже оно стало символизировать четыре материальных элемента: землю, воздух, огонь и воду.

Девятка заведовала постоянством, это объясняли тем, например, что все кратные ей числа дают сумму цифр, равную девяти.

Шестёрка – символически напоминала о сотворении мира и считалась олицетворением совершенства. Также она являлась символом воли и неутомимости. 

Семёрке приписывались удача, счастливый случай, пророческие сновидения, покровительство. И так далее. 

Числа от 1 до 10 имеют, по Пифагору, связь со всеми жизненными проявлениями, обладают таинственной силой. Числам соответствуют буквы. Буквы складываются в слова, фразы. Так что у каждого слова существует ещё и цифровое значение, как бы усиливающее его смысл. 
1. Линейные числа, то есть простые – числа, которые делятся на 1 и на себя, следовательно, их представляли в виде последовательности точек, выстроенных в линию:

 ….. –  например, число 5


   2. Плоские числа – числа, представляемые в виде произведения двух сомножителей:



Например, число 6




3. Треугольные числа



Число 3

    Фигурное представление чисел помогало пифагорейцам открывать законы арифметики. Так, представляя плоское число 6 в двух формах,


 .   .

.    .    .       =     .   .  = 3 * 2 = 2 * 3 = 6 

.    .    .
 .   .

легко «увидеть» переместительный закон умножения.
 

Пифагор внёс немалый вклад в развитие теории музыки. Музыка для него  стала точной  наукой. Он задумывался над законами, управляющими созвучием и диссонансом. Однажды, проходя мимо мастерской медника, Пифагор заметил различие в тонах между звуками, которые получались при ударах разных молоточков о наковальню. Учёный вернулся домой и 
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смастерил инструмент – балку со струнами, отягощёнными гирьками разного веса. Заметив, что три колеблющиеся струны дают приятное для слуха звучание, он определил, что это происходит, когда длины струн соотносятся как 3:4:6. Таким образом, из пропорционального деления длины струн Пифагор вывел с учениками гармоничные музыкальные интервалы. И были получены простейшие созвучия: октава, квинта, кварта». 

Это позволило ему затем разработать теорию гармонических интервалов. Музыка для Пифагора была тесно связана с математикой, поскольку соотносилась с математическими пропорциями. 

Известно, что Пифагор врачевал многие болезни души и тела, играя им самим сочинённые музыкальные произведения, лечебный эффект которых заключался в подобранных определённым образом звуках и ритме.

«Более того, Пифагор считал, что теория гармонических музыкальных интервалов применима ко всей Вселенной и гармонические отношения существуют между всеми планетами и созвездиями. Возможно, отсюда возникла легенда о том, что из всех людей только один Пифагор слышал «музыку сфер». 

По мнению учёного, лечебными свойствами обладали эпические 

поэмы Гомера, поскольку вносили гармонию в душу людей. 


Общеизвестно, что Пифагор был автором «Золотых стихов», в которых хорошо выражена философия пифагорейцев и их моральные принципы:


Прежде всего почитай бессмертных богов, соблюдая


Их старшинство согласно закону, и верным будь клятве,


Славных героев, подземных демонов чти по закону,


Мать и отца уважай, проявляй внимание к ближним,


С теми, кто доблестью всех превосходит, поддерживай дружбу.


Делать старайся полезное людям и следуй советам.


Не обижайся, сколь можешь, на друга за мелкий проступок,


Где, как известно, необходимость, там и возможность.


Ибо возможность близка к воплощенью в людских отношеньях.


Всё это так и запомни. И не предавайся обжорству.


Сон ограничь, научись обуздывать гнев и желанья.

Не совершай ни сам, ни с другими постыдных деяний. 
Пусть, что важнее всего – твоим главным судьёй станет совесть.

Быть всегда в словах и поступках стремись справедливым

И никогда старайся себя не вести безрассудно,

Но запомни, что неотвратима от смертных кончина
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И что богатство то прибывает, то убывает.

Смертным по воле богов могут выпасть на долю страданья – 

Ропот смири на судьбу, каким бы ни был твой жребий,

Ты ж свою долю, какая досталась, неси без роптаний

И утешенье себе постарайся найти, если можешь.

Помни, что честные люди привержены меньше невзгодам.

Много людей слышат и добрых, и злых разговоров – 

Веры слепой не питай, но не оставляй без вниманья,

Не раздражайся, узнав, что обман принимают за правду.

То же, что я говорю, всегда исполнить старайся:

Веры к тому не имей, чьи слова  и дела ненадёжны, 

Сам же лишь то говори, что сочтёшь из всего наилучшим.

Прежде, чем делать, подумай, иначе получится глупо.

Бедные люди ведут себя порой неразумно,

Ты же делай лишь то, о чём сокрушаться не будешь,

То лишь ты делать решайся, о чём сожалеть сам не будешь.

Не занимайся тем делом, в котором ты не образован,

Но изучай то, что нужно, и жизнь твоя будет прекрасной.

Должно оставить беспечность, коль дело идёт о здоровье.

Меру важно во всём соблюдать – в еде и в напитках

И упражненьях для тела, и мера есть то, что не в тягость.

Образ жизни старайся вести нероскошный и чистый.

Остерегайся деяний, которые вызовут зависть.

Не допускай непомерных расходов, как низкий душою,

Но и не слишком скупись. Основа всего – это мера.

Все дела сначала обдумай, чтоб не было худо.

В успокоительный сон не должно тебе погружаться,

Прежде чем снова не вспомнишь о каждом сегодняшнем деле:

В чём провинился? Что смог совершить? И чего не исполнил:

Перебери всё в уме, начиная с начала и после.

Радуйся добрым делам и себя укоряй за дурные.

Сладкому сну усталые очи не дай смежить прежде,

Чем ты обсудишь дневные дела свои, так вопрошая:

Что преступил я? Что натворил? Какого не выполнил долга?

Первым начавши, припомни ты всё по порядку, а после,

Коль дела дурны, –  о них не сокрушайся, добрым же рад будь,

Так поступай и усвой, к чему ты должен стремиться,

Так ты найдёшь пути достиженья божественных качеств. 

Наверное, если бы Пифагор оставил после себя только доказательство своей знаменитой теоремы (о равенстве квадрата гипотенузы 
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прямоугольного треугольника сумме квадратов катетов), то и в этом случае  имя его осталось бы в истории науки. А он ещё занимался поиском геометрических решений квадратных уравнений, отдавал силы и время 

астрономии, впервые высказал мысль о шарообразности Земли.

Принято считать, что понятие о золотом делении ввёл в научный обиход Пифагор. Пифагор показал, что всякий отрезок можно разделить на две части так, что отношение большей части к меньшей будет равняться отношению всего отрезка к большей части. Эта пропорция за ее удивительные свойства была названа пифагорейцами  «божественной». Есть предположение, что Пифагор Самосский своё знание золотого деления позаимствовал у египтян и вавилонян. И действительно, пропорции пирамиды Хеопса, храмов, барельефов, предметов быта и украшений из гробницы Тутанхамона свидетельствуют, что египетские мастера пользовались соотношениями золотого деления при их создании. 
 
«Пифагор впервые ввёл термин «философ», определив его как «тот, кто пытается найти, выяснить»». А слово «мудрец» было ему не по душе.   

В своде «Пифагоровых законов и нравственных правил» есть такие изречения:

«Не почитай знания за одно с мудростью»,

«Тело своё не делай гробом души»,

«Если не можешь иметь верного друга, будь сам себе другом»,

«Не гоняйся за счастьем: оно всегда находится в тебе самом».

«Что есть мудрость? Знание порядка. Если желаешь быть мудрым в течение твоей жизни, всё поставь на своём месте. Преходящая временная слава не стоит тихого и безмятежного порядка, видимого в ежедневных трудах мудрого». 


  13

                2. История теоремы Пифагора


«Теорема имеет множество других названий: «теорема невесты», «теорема нимфы», «т. бабочки», «т. ста быков», «бегство убогих». 


Какие тайны содержит теорема Пифагора, чтобы посвящать ей   написания реферата:

1) Во-первых, это символ математики. «Великий Гаусс предлагал её использовать в качестве первого сообщения внеземным цивилизациям о существовании на Земле разумной жизни, проведя в лесах России огромные вырубки в форме  «пифагоровых штанов», чтобы этот чертёж видно было из космоса». 

2) Во-вторых, теорема Пифагора представляет нам богатейший материал для обобщения – важнейшего вида мыслительной деятельности, основы теоретического мышления, которым в совершенстве владеют многие учёные. 


Теорема Пифагора – важнейшее утверждение геометрии. Теорема формулируется следующим образом: площадь квадрата, построенного на гипотенузе прямоугольного треугольника, равна сумме площадей квадратов, построенных на его катетах.


Обычно открытие этого утверждения приписывают древнегреческому философу и  математику Пифагору Самосскому (VI в. до н.э.).  Но изучение вавилонских клинописных таблиц и древних китайских рукописей (копий ещё более древних манускриптов) показало, что знаменитая теорема была известна задолго до Пифагора, возможно, за несколько тысячелетий до него. 


«О наиболее известном частном случае теоремы – «египетском треугольнике» со сторонами 3,4 и 5 говорится в папирусе, который историки относят к 2000 году до н.э.». 
  


«Более 25 веков знаменитая теорема Пифагора известна людям». В настоящее  время  существует  несколько  сотен  доказательств этой теоремы». 


Заслуга же Пифагора состояла в том, что учёный  первым открыл доказательство этой теоремы. 

«Вероятно, факт, изложенный в теореме, был сначала установлен для равнобедренных прямоугольных треугольников. Достаточно взглянуть на мозаику из различных треугольников, изображённую на рис. 1, чтобы убедиться в справедливости теоремы Пифагора для треугольника АВС: квадрат, построенный на гипотенузе, содержит 4 треугольника, а на каждом 
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катете построен квадрат, содержащий 2 треугольника.


 


                                            А
 В
                                                                                   С


Рис. 1

Для доказательства общего случая в Древней Индии располагали двумя способами: в квадрате со стороной  а + в  изображали четыре прямоугольных 

треугольника с катетами длин а  и  в, после чего писали  одно слово: «Смотри!». И действительно, взглянув на этот рисунок (Рис. 2), видим, что слева свободна от треугольников фигура, состоящая из двух квадратов со сторонами а  и  в, соответственно её площадь равна  а² + в², а справа –  квадрат со стороной с – его площадь равна с². Значит, а² + в² = с², что и 

составляет утверждение теоремы Пифагора». 

А это всё говорит о том, что теорема о квадрате гипотенузы в Индии была известна уже около XVIII века до н.э.









                                         Рис. 2 а, б
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Далее  исторический обзор продолжим в Древнем Китае. 

«Здесь особое внимание привлекает математическая книга «Чу-пей». В этом сочинении так говорится о пифагоровом треугольнике со сторонами 3, 4 и 5: «Если прямой угол разложить на составные части, то линия, соединяющая концы его сторон, будет 5, когда основание есть 3, а высота 4». В этой же книге предложен рисунок, который совпадает с одним из чертежей индусской геометрии Бхаскары.

А Мориц Кантор (крупнейший немецкий историк математики) считал, что равенство, 

3² + 4² = 5²

которое было известно уже египтянам еще около 2000 г. до н.э., во времена царя Аменемхета I (согласно папирусу 6619 Берлинского музея).

По мнению Кантора гарпедонапты, или  «натягиватели веревок», строили прямые углы при помощи прямоугольных треугольников со сторонами 3, 4 и 5». 

Очень легко можно воспроизвести их способ построения. Возьмём верёвку длиною в 12 м. и привяжем к ней по цветной полоске на расстоянии 3м. от одного конца и 4 метра от другого. Прямой угол окажется заключенным между сторонами длиной в 3 и 4 метра. Гарпедонаптам можно было бы возразить, что их способ построения становиться излишним, если 

воспользоваться, например, деревянным угольником, применяемым всеми плотниками. И действительно, известны египетские рисунки, на которых встречается такой инструмент, например рисунки, изображающие столярную мастерскую.

Очень интересно, что совсем  немного больше известно о теореме Пифагора у вавилонян. В одном тексте, относимом ко времени Хаммурапи, то есть к 2000 г. до н.э., приводится приближённое вычисление гипотенузы прямоугольного треугольника. Отсюда можно сделать вывод, что в Двуречье умели производить вычисления с прямоугольными треугольниками, по крайней мере, в некоторых случаях. Основываясь, с одной стороны, на сегодняшнем уровне знаний о египетской и вавилонской математике, а с другой – на критическом изучении греческих источников, один голландский математик  (к сожалению, сегодня его имя остаётся неизвестным)  сделал следующий вывод: 

«Заслугой первых греческих математиков, таких как Фалес, Пифагор и пифагорейцы, является не открытие математики, но ее систематизация и обоснование. В их руках вычислительные рецепты, основанные на смутных представлениях, превратились в точную науку».


«Зато не найти никакой другой теоремы, имеющей столько 

всевозможных названий. Во Франции и Германии в Средневековье
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теорему Пифагора  называли «мостом ослов» или «бегством убогих», потому что перед экзаменом, содержащим вопросы по этой теме, начинался массовый отток нерадивых студентов. У математиков арабского Востока эта теорема получило интересное название – «теорема невесты». Дело в том, что в некоторых списках «Начал» Эвклида эта теорема называлась «теоремой нимфы» за сходство чертежа с пчёлкой, бабочкой (по-гречески – «нимфа»). Но  словом  «нимфа» греки называли ещё и некоторых богинь, а также молодых женщин и невест. 


При переводе с греческого арабский переводчик, не обратив внимания на чертёж, перевёл  слово «нимфа»  как «невеста», а не  как «бабочка». Так появилось ласковое название знаменитой теоремы Пифагора – «теорема  невесты». 


Существует легенда, что когда Пифагор Самосский доказал свою теорему, он отблагодарил богов, принеся в жертву 100 быков». 
 


Возможно, отсюда следует и ещё одно название знаменитой теоремы Пифагора – «теорема 100 быков»… 



  О теореме Пифагора в своих работах писали многие учёные: греческий писатель-моралист Плутарх, математик V века Прокл и другие.

 Возможно, кто-то из вас читал  «сонет немецкого писателя –  романиста Шамиссо: 


                     Пребудет вечной истина, как скоро 
                     Её узнает слабый человек! 
                     И ныне теорема Пифагора 
                     Верна, как и в его далёкий век. 
                     Обильно было жертвоприношенье 
                     Богам от Пифагора. Сто быков 
                     Он отдал на закланье и сожженье 
                     За света луч, пришедший с облаков. 
                     Поэтому всегда с тех самых пор, 
                     Чуть истина рождается на свет, 
                     Быки ревут, её почуя  вслед. 
                     Они не в силах свету помешать, 
                     А могут лишь, закрыв глаза, дрожать 
                     От страха, что вселил в них Пифагор». 
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 3. Формулировки теоремы в переводе с греческого, латинского и немецкого языков.

Вот как звучит знаменитая теорема Пифагора в переводе с греческого, латинского и немецкого языков. 

У Евклида эта теорема гласит (дословный перевод): 

«В прямоугольном треугольнике квадрат стороны, натянутой над прямым углом, равен квадратам на сторонах, заключающих прямой угол».

«Латинский перевод арабского текста Аннаирици (около 900 г. до н.э.), сделанный Герхардом Клемонским (начало XII века), в переводе на русский язык гласит: 

«Во всяком прямоугольном треугольнике квадрат, образованный на стороне, натянутой над прямым углом, равен сумме двух квадратов, образованных на двух сторонах, заключающих прямой угол».

В Geometria Culmonensis (ок. 1400 г.) в переводе теорема читается так: 

«Итак, площадь квадрата, измеренного по длинной стороне, столь же велика, как у двух квадратов, которые измерены по двум сторонам его, примыкающим к прямому углу».

В первом русском переводе евклидовых  «Начал», сделанном Ф.И. Петрушевским, теорема Пифагора изложена так: 

«В прямоугольных треугольниках квадрат из стороны, противолежащей прямому углу, равен сумме квадратов из сторон, содержащих прямой угол». 

В настоящее время известно, что эта теорема не была открыта Пифагором Самосским. Однако одни полагают, что Пифагор первым дал её полноценное доказательство, а другие отказывают ему и в этой заслуге. Некоторые приписывают Пифагору доказательство, которое Евклид приводил в первой книге своих «Начал». С другой стороны, Прокл (математик V века) утверждал, что доказательство в «Началах» принадлежало самому Евклиду.

Как мы видим, история математики почти не сохранила достоверных данных о математической деятельности Пифагора Самосского. Зато легенда сообщает даже ближайшие обстоятельства, сопровождавшие открытие теоремы…
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    4. Доказательства теоремы Пифагора

Со времён Пифагора появилось несколько сотен доказательств (более 350)  его знаменитой теоремы, так что она даже попала в Книгу рекордов Гиннеса. Однако принципиально различных идей в этих доказательствах используется сравнительно немного.

А теперь рассмотрим некоторые способы доказательств:



  Аддитивные              методом достроения
    методом вычитания

	Основаны на разложении квадратов, построенных на катетах, на фигуры, из которых можно сложить квадрат, построенный на гипотенузе:

а)Доказательство Эйнштейна и др.



		К квадратам, построенным на катетах, и к квадрату, построенному на гипотенузе, присоединяют равные фигуры таким образом, чтобы получились равновеликие фигуры.

	

	


методом разложения
алгебраическим методом

на теории подобия  

векторное

геометрическое док – во

Формулировки теоремы:

1) В прямоугольном треугольнике квадрат гипотенузы равен сумме квадратов катетов.

2) Сумма площадей квадратов, построенных на катетах прямоугольного треугольника, равна площади квадрата, построенного на гипотенузе этого треугольника.

3) Квадрат, построенный на гипотенузе прямоугольного треугольника, равносоставлен с квадратами, построенными на катетах.

В данном разделе рассматриваются способы доказательств знаменитой теоремы Пифагора Самосского.

§1. Алгебраический метод

Косинусом острого угла прямоугольного треугольника называется отношение прилежащего катета к гипотенузе. Трудно представить образованного человека, который не знал бы, что такое косинус угла. У всякого учителя геометрии взрослый ученик, не знающий этого, вызовет 
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недоумение: как, ты не знаешь, что такое косинус? Если же ученик не знает теорему Пифагора, то можно сказать, что он не заботится о своей чести. 

«Для доказательства этой теоремы базовой теоремой является теорема о косинусе угла. Вот она.

Косинус угла зависит только от градусной меры угла.

Доказательство теоремы Пифагора представляет собой, по существу, всего-навсего решение одной задачи на применение теоремы о косинусе угла. Теорема эта утверждает, что если два угла равны, то и косинусы их равны. Косинус одного и того же угла имеет единственное значение». 

«Применение этой теоремы и является основной идеей доказательства. Воспользоваться этой идеей помогает дополнительное построение: проводим высоту из вершины прямого угла. Благодаря такому построению каждый из острых углов данного треугольника оказывается включённым в два прямоугольных треугольника и косинус углов можно выразить двояким способом: из одного треугольника и из другого. По теореме косинусы одного угла равны. В результате получаем две пропорции». 
 
Пользуясь тем, что произведение крайних членов пропорции равно произведению средних членов, получаем выражения для квадратов катетов. Находим сумму квадратов катетов. После преобразований получаем квадрат гипотенузы.

Теорема доказана.


В



Н




А
С


                  Рис. 3
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Cos ACB = AC / BC
Cos ACH = HC / AC
Так как Cos углов равны, то получаем:

AC  =  НС

BC      АС

AC*АС = BC*НС

AC² = HC*BC
Рассмотрим треугольник АВС. Треугольник АВС –  это прямоугольный  равнобедренный  треугольник (по условию). ВС – гипотенуза этого треугольника. АН – высота, проведённая из прямого угла ВАС, делит сторону ВС на два равных отрезка, отсюда  ВС = ВН + НС.

Вернёмся к равенству AC² = HC*BC и заменим ВС на ВН + НС

AC² = HC (ВН + НС)

АС² = НС*НС + НС*ВН

АС² = НС² + НС*ВН

Так как треугольники АНС и АВН являются равнобедренными треугольниками (косинусы  <ACH  и  <ABH  равны, так как треугольник АВС – равнобедренный прямоугольный треугольник, и, по условию  <ABC = = <ACB= 45°), то все их стороны (катеты) равны, но равны и их гипотенузы, так как  сторона АВ равна стороне АС (по условию), значит, эти треугольники являются равными, и, следовательно, равны и две нам необходимые стороны ВН и НС.

АС² = НС² + ВН²                (ВН = НС)

Рассмотрим треугольник АНС (прямоугольный равнобедренный ∆), у которого АН = НС, но уже по доказанному можно приравнять сторону треугольника АНС АН стороне ВН (∆ АВН).

АН = ВН, АН² = ВН²

АС² = НС² + АН²

Что и требовалось доказать.
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§2. Геометрическое доказательство

Дано: треугольник АВС – прямоугольный треугольник.

Доказать: ВС² = АС² + СВ²

       В

























Е



























     









 




















А

С



D






               Рис. 4





Доказательство:

I. Дополнительное построение:

1) Построим отрезок CD  равный отрезку АВ прямоугольного треугольника АВС на продолжении катета АС;

2) Опустим перпендикуляр ED к отрезку AD равный отрезку АС прямоугольного треугольника АВС,  DE ┴ AD;

3) Соединим точки В и Е и получим прямоугольную трапецию. 

II. Площадь трапеции АВЕD равна сумме площадей трёх её треугольников (    АВС,    CDE,    ВСЕ)

Треугольники АВС, CDE  являются равными, так как все стороны и углы этих треугольников равны. Площадь треугольника АВС = АВ*АС,        S треугольников АВС и CDE = 2 АВ*АС.

Треугольник ВСЕ – прямоугольный равнобедренный треугольник, так как ВС = СЕ (по построению). SВСЕ = ВС²

SABED  =  SABC + SCDE + SBCE

SABED  =  2 SABC + SBCE
SABED  =  (2 АВ*АС)/2 + ВС² / 2

1) SABED = АВ*АС + ВС² / 2

Фигура ABED является прямоугольной трапецией, значит, её площадь равна:

«Площадь трапеции равна произведению полусуммы её оснований на высоту». 
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 2) SABED = (ED +АВ) *AD /2

Приравняем равенства 1) и 2) и получим:

АВ*АС + ВС² /2 = (ED +АВ) *AD /2

Заменим AD на АС + CD:

АВ*АС + ВС² /2 = (ED +АВ)(АС + CD) /2   

Заменим  (ED +АВ)(АС + CD) на (АС + АВ)², так как ED = АС, АВ =   CD, поэтому выражение (ED +АВ)(АС + CD) равно:

(ED +АВ)(АС + CD) = (АС + АВ)²

АВ*АС + ВС² /2 = (АС + АВ)² /2

АВ*АС + ВС² /2 = (АС² + 2 АС*АВ + АВ²) /2

АВ*АС + ВС² /2 = АС² /2  + 2 АС*АВ /2 + АВ² /2

АВ*АС + ВС² /2 = АС² /2 + АС*АВ + АВ² /2

ВС² /2 = АС² /2 + АВ² /2


Умножим  ВС² /2 = АС² /2 + АВ² /2  на 2

2 ВС² /2 = 2 АС² /2 + 2 АВ² /2

Сократим все двойки этого выражения:

 
2 ВС² /2 = 2 АС² /2 + 2 АВ² /2
ВС² = АС² + АВ²

Что и требовалось доказать.
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         §3. Доказательство Эвклида 

Сумма площадей квадратов, построенных на катетах прямоугольного треугольника, равна площади квадрата, построенного на гипотенузе этого треугольника.

Приведём другое доказательство теоремы Пифагора, основанное не на вычислении площадей, а на непосредственном их сравнении между собой.

Доказательство (Эвклида). Пусть АВС – прямоугольный треугольник, а AFGC, BDEA, BCKH  – квадраты, построенные на его катетах и гипотенузе; требуется доказать, что сумма площадей двух первых квадратов равна площади третьего квадрата. 

	    «Проведём вспомогательную прямую AM ┴ ВС. Тогда квадрат BCKH разделится на два прямоугольника. Докажем, что прямоугольник BLMH равновелик квадрату BDEA, а прямоугольник LCKM равновелик квадрату AFGC.

     Проведём вспомогательные прямые AH и DC. Рассмотрим два треугольника:    DCB, имеющий основание BD, общее с квадратом BDEA, и высоту CN, равную высоте АВ этого квадрата, равновелик половине квадрата.     ABH, имеющий основание BH, общее с прямоугольником BLMН, и высоту АР, равную высоте BL этого прямоугольника, равновелик 1/2 его.


E








F



A

P



G


     B                                  C



H
                K
              Рис. 5

Сравнивая эти два треугольника между собой, находим, что  у  них BD = BA, BC = BH (как стороны квадрата); сверх того  <DBC = <ABH. Так как каждый из этих углов состоит из общей части – <ABC и прямого угла. 

Значит, треугольники  ABH и BDC равны. Отсюда следует, что прямоугольник BLMН равновелик квадрату BDEA». 

Далее проведём вспомогательные прямые BG и AK. Рассмотрим два треугольника, треугольник АСК, имеющий основание СК, общее с прямоугольником LCKM, и высоту АВ, равную высоте СК этого же прямоугольника, и треугольник BCG, имеющий основание CG, общее с 
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квадратом  AFGC, и высоту BN, равную высоте FG этого квадрата.

Сравнивая между собой эти два треугольника (треугольники ACK и BCG), находим, что < BCG = < ACK, так как каждый из этих углов состоит из прямого угла и общей части – <ACB, кроме этого у них BC = CK, AC = CG. 

Значит, треугольники АСК и BCG равны. Отсюда следует, что прямоугольник LCKM равновелик квадрату AFGC.

Из всего выше доказанного следует то, что квадрат BCKH равновелик сумме квадратов BDEA и AFGC, так как прямоугольник BLMН равновелик квадрату BDEA, и прямоугольник LCKM равновелик квадрату AFGC.

Что и требовалось доказать.
            §4. Векторное доказательство




В


а
с
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b
       А


     Рис. 6

Дан прямоугольный треугольник АВС, который построен на векторах с прямым углом С.

«Векторные величины изображают направленными отрезками, то есть прямолинейными стрелками. Такие направленные отрезки называют векторами». 

«Суммой векторов b  и  а  называют а + b  (новый вектор) с новыми координатами». 
 

«Геометрически сумму двух векторов можно находить по правилу треугольника. Какими бы ни были два вектора b  и  с, всегда с + b = а». 
 

Тогда справедливо равенство:  с  = а –  b 

А если возвести обе части в квадрат, то получим c² = a² – 2ab + b², но, так как вектор a перпендикулярен вектору b, то их произведение ab = 0, и 2ab=2*0 = 0.

Отсюда следует, что  c² =  a² + b². Что и требовалось доказать.
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             §5. Алгебраический метод
В следующем доказательстве теоремы Пифагора используются формулы для вычисления площади, то есть геометрия сочетается с алгеброй.

1) «Одно из таких доказательств приведено в трактате индийского математика  XII века Бхаскары. Оно знаменито тем, что весь текст сводится к единому чертежу, состоит из единственному слову: «Смотри!»

Историки считают, что Бхаскара выражал площадь c²  квадрата, построенного на гипотенузе, как сумму площадей четырёх треугольников     4 (ab/2) и площади квадрата со стороной, равной разности катетов (a – b)², то есть:
c² = 4ab/2 + (a – b)², откуда
с² = 2ab + (a – b)²

c² = 2ab + a² – 2ab + b²». 

 После упрощения это равенство превращается в знакомую всем формулу: c² = a² + b².

2) А теперь перейдём к немного другому доказательству теоремы Пифагора, которое, наверное, вы уже знаете.

Формулировка: В прямоугольном треугольнике квадрат гипотенузы равен сумме квадратов катетов.
Доказательство:

Рассмотрим прямоугольный треугольник с катетами a, b и гипотенузой с. Докажем, что с² = а² + b².

Для этого доказательства достроим данный треугольник (с катетами a, b и гипотенузой с) до квадрата со стороной a +b, так как это показано на рисунке. Площадь S этого квадрата равна (a + b)².

                                                   b
a


c 
c      b


a                                              





а + b


  b
c


c

b
c                               a



a
b

Рис. 7
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С другой стороны, этот квадрат составлен из четырёх равных прямоугольных треугольников, площадь каждого из которых равна 


 1 ab          и квадрата со стороной c, поэтому
    2
Sкв = 4 / 0,5 ab + c² 

Sкв = 2ab + c²» 

Так как сторона квадрата равна a +b, то его площадь равна (a+ b)², то приравнивая S = 2ab + c² и S = (a+ b)², получаем:

(a + b)² = 2ab + c², откуда c² = a² + b² 
Теорема доказана.



  §6. Подобие треугольников
В ряде доказательств этой знаменитой теоремы также используется подобие треугольников. Вот, возможно, наиболее характерное из таких доказательств.

«Высота, опущенная на гипотенузу, разбивает данный прямоугольный треугольник, имеющий площадь S на два ему подобных треугольника с площадями Sa и Sb. Эти два треугольника подобны по двум углам, потому что оба треугольника являются равнобедренными, поэтому их углы равны 45°. При этом его стороны оказываются гипотенузами трёх треугольников». 




a
b

Sa
Sb

  
c


Рис. 8

Площади треугольников относятся, как квадраты этих сторон:

Sa : Sb : S = a² : b² : c².

Но  Sa + Sb = S

a² + b² = c². Что и требовалось доказать.


§7. Доказательство методом вычитания

Наряду с  другими доказательствами можно привести примеры
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доказательств при помощи вычитания, называемых также доказательствами методом дополнения. Общая идея таких доказательств заключается в следующем.

«От двух равных площадей нужно отнять равновеликие части так, чтобы в одном случае остались два квадрата, построенные на катетах, а в другом  –  квадрат, построенный на гипотенузе. Ведь если в равенствах 

В – А=С   и   В1 – А1=С1
часть А равновелика части А1, а часть В равновелика В1, то части С и С1 также равновелики. 

Поясним этот метод на примере. На рисунке к обычной пифагоровой фигуре приставлены сверху и снизу треугольники 2 и 3, равные исходному треугольнику 1. Прямая DG обязательно пройдет через C. Заметим теперь (далее вы об этом узнаете), что шестиугольники DABGFE и CAJKHB равновелики. Если мы от первого из них  (DABGFE) отнимем треугольники 1 и 2, то останутся квадраты, построенные на катетах; а если от второго шестиугольника отнимем равные треугольники 1 и 3, то останется квадрат, построенный на гипотенузе. Отсюда вытекает, что квадрат, построенный на гипотенузе, равновелик сумме квадратов, построенных на катетах.

Остается доказать, что наши шестиугольники равновелики. Заметим, что прямая DG делит верхний шестиугольник на равновеликие части; то же можно сказать о прямой CK и нижнем шестиугольнике. Повернем четырехугольник DABG, составляющий половину шестиугольника DABGFE, вокруг точки А по часовой стрелке на угол 90; тогда он совпадет с четырехугольником CAJK, составляющим половину шестиугольника CAJKHB. Поэтому шестиугольники DABGFE и CAJKHB равновелики». 
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5. Приложения  теоремы
Теорема Пифагора, а также теорема, обратная к ней, широко используются при доказательстве других теорем и решении задач. Рассмотрим примеры.

1) Формула Герона.

Выведем формулу, выражающую площадь треугольника через длины его сторон. 

«Эту формулу связывают с именем Герона Александрийского – древнегреческого математика и механика, жившего, вероятно, в I веке н.э. (годы его жизни точно не установлены). Герон уделял много внимания практическим приложениям геометрии. 

Теорема. Площадь S треугольника, стороны которого равны a, b и c, вычисляется по формуле: S=p (p – a)(p – b)(p – c), где p – полупериметр треугольника.  

Доказательство. Рассмотрим треугольник АВС, в котором АВ=с, ВС=а, АС=b. Во всяком треугольнике по крайней мере два угла острые. Пусть А и В – острые углы треугольника АВС. Введём обозначения СН=h, СН – высота этого треугольника; АН=y, НВ=x. По теореме Пифагора:






а²– х² = h² = b² –y²,

 откуда у² – х² = b² – а², или (у – х) (у + х) = b² – а², а так как

у + х = с        (с = y + x), то у – х = 1/с (b² – а²). 

Складывая два последних равенства, получаем:

2у = b² – a²  + с, откуда у = (b² + с² – а²) /2с, 

  с
 и, значит, h² = b² – y² = (b – y) (b + y) = (b – (b² + c² – a²) /2c) (b + (b²+c² – a²) / /2c) = (a² – (b – c)² (b + c)² – a²) / 4 c² = ((2p – 2b) (2p – 2c) (2p – 2a)*2p) /4c² =  = 4p (p – a) (p – b) (p – c) / c².


Следовательно, h=2 √ p (p – a) (p – b) (p – c) ». 
  


C




b
а


     А          у         Н  
х
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2) Существование треугольника, стороны которого равны данным отрезкам. Воспользуемся теоремой Пифагора для решения следующей задачи:

«Доказать, что если длины а, b, с трёх отрезков удовлетворяют неравенствам a + b >c,  b + c >a,  c + a > b, то существует треугольник, стороны которого соответственно равны данным отрезкам. 

Решение. Будем считать, что обозначения длин данных отрезков выбраны так, что a ≥ b ≥ c. Пусть d = (a² + b² + c²) / 2a. Так как b ≥ c, то d > 0. Докажем, что d < b. По условию b + c >a, поэтому a – b < c,  а так как a – b ≥0, то (a – b)² < c², откуда a² + b² – c²  < 2ab. Разделив обе части на 2a, получим: (a² + b² – c²) /2a < b, то есть d <b.

Построим теперь отрезок ВС, равный а. На луче СВ от его начала отложим отрезок СН, равный d. Так как d < b ≤ a, то точка Н лежит на отрезке ВС. Через точку Н проведём прямую, перпендикулярную к прямой ВС, и на ней от точки Н отложим отрезок НА, равный  √ b² – d². Докажем, что треугольник АВС искомый. В самом деле, ВС = а  по построению, 

АС = √ СН² + АН² = √ d² + b² – d² = b,

АВ = √АН² + НВ² = √ b² – d² + (a – d)² = 

= √b² – d² + a² – 2ad + d² =√ b² + a² – 2ad  = 

= √ b² + a² – 2a*(a² + b² – c²) / 2a = √ b² + a² – b² + c² – a² = c, √с² = с». 


Итак, ВС=а, АС=b, АВ=с, то есть стороны треугольника АВС равны данным отрезкам. 


А

                 с

b


B    
Н
d
С




a
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                      6. Венок следствий


Следствие теоремы Пифагора в стереометрии:


С


  с




     b

а
О
 γ
   В


Н

    А
 Рис. 12

В прямоугольной пирамиде площадь любого из катетов меньше площади гипотенузы.

В прямоугольной пирамиде, изображённой на Рис. 12 аналог высоты – СН, так как СН ┴ АВ.

Обозначим SCOH = Н;  SCAH = X;  SCBH = Y, тогда Н2 = 0, 25ОН2 * ОС2. Заменим ОН2 на произведение АН и НВ, а ОС2 – Sin 2 γ и получим:

Н2 = 0,5АН * СН* 0,5 НВ * СН * Sin 2 γ

В результате выражение принимает следующий вид:

Н2 = X * Y * Sin 2 γ.

Выразим объём прямоугольной пирамиды через произведение площадей её катетов. Для удобства примем за основание пирамиды грань АОВ, тогда

V = 1/3 * abc/2 = 1/6 abc = 1/6 * √ a2 b2 c2 = 2 √2 /6 * √ ab/2 * bc/2 * ac/2

V = √2 /3 * √SAOB * SBOC * SAOC

Аналог теоремы косинусов для прямоугольной пирамиды: в прямоугольной пирамиде выполняется равенство:

S2 AOC + S2 BOC = S2 ABC + S2 AOB – 2SABC* SAOB * Cos  γ, где  γ – двухгранный угол между гранями АВС и АОВ.
   А теперь узнаем о теореме Пифагора и определениях тригонометрических функций:

«Из теоремы Пифагора получено много следствий. Вот они:

1) В прямоугольном треугольнике любой из катетов меньше гипотенузы.

2) Косинус угла α меньше 1 для любого острого угла α.
3) Если к прямой  из одной точки проведены перпендикуляр и наклонные, то наклонные больше перпендикуляра; равные наклонные имеют равные проекции; из двух наклонных больше та, у которой проекция больше.
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Воистину получили венок следствий, «венчающих теорему Пифагора». 

Сама теорема является следствием теоремы: косинус угла зависит только от градусной меры угла. Поэтому если теорему Пифагора  «вплести» в венок её следствий, то получим венок следствий названной теоремы о косинусе угла. 

Из определений sin α, cos α, tg α  вытекают следующие свойства:

«Катет, противолежащий углу α, равен произведению гипотенузы на sin α;

катет, прилежащий к углу α, равен произведению гипотенузы на cos α;

катет, противолежащий углу α, равен произведению второго катета на tg α»; 

«катет прямоугольного треугольника есть среднее пропорциональное между гипотенузой и его проекцией на гипотенузу;

высота прямоугольного треугольника, опущенная из вершины прямого угла, есть среднее пропорциональное между проекциями катетов на гипотенузу». 

И здесь хочется сказать, что сформулированные следствия образуют венок, украшающий определения тригонометрических функций.

Вся геометрия состоит из таких прекрасных венков. Вглядывайтесь в них, обращайте на них внимание, сравнивайте, запоминайте, и тогда при каждом решении задачи вы всегда будете увенчаны успехом! 

32
                         7. Применение теоремы

Рассмотрим примеры практического применения теоремы Пифагора. Не будем пытаться привести все примеры использования теоремы  – это вряд ли было бы возможно. Область применения теоремы достаточно обширна и вообще не может быть указана с достаточной полнотой.

1) «В зданиях романского и готического стиля 

     верхние части  окон расчленяются каменными рёбрами, 

     которые не только играют роль орнамента, но и 

     способствуют прочности окон. На рисунке представлен 

     простой пример такого окна в готическом стиле. Способ 

     построения его весьма прост: из рисунка легко найти 

     центры шести дуг окружностей, радиусы которых равны 

     1) ширине окна b для  наружных  дуг  и  2) половине 

     ширины, то есть  b/2 – для  внутренних дуг. Остаётся  ещё 

     полная окружность, касающаяся четырёх  дуг. Так как она 

     заключена между двумя концентрическими окружностями, то её диаметр равен расстоянию между этими окружностями, т.е.  b/2  и, следовательно, радиус равен b/4. Тогда становится ясным и положение её 

    центров. 
         В рассмотренном примере радиусы находились без 

     всяких затруднений. В других аналогичных примерах 

     могут потребоваться вычисления; рассмотрим, как 

     применяется в таких задачах теорема  Пифагора. 
         В романской архитектуре часто встречается мотив, 

      представленный на  этом рисунке. 
  Если b по-прежнему обозначает ширину окна, 

   то радиусы полуокружностей будут равны 

   R=b/2  и  r =b/4. Радиус ρ внутренней   

   окружности можно вычислить из 

   прямоугольного треугольника, изображённого 

   на рисунке пунктиром. Гипотенуза этого 

   треугольника, проходящая через точку касания   

   окружностей, равна  b/4+ρ, один катет равен  b/4, а 

   другой  b/2-ρ». 

 По теореме Пифагора имеем: 


(b/4+ρ)2=(b/4)2+(b/2-ρ)2
или   b2/16+bρ /2+ρ2=b2/16+b2/4-bρ+ρ2,

откуда 
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bρ/2=b2/4 – bρ.

  Разделив на b приводя подобные члены, получим: 


p/2 = b/4 – p,  p/2 + p = b/4;  0,5 p +p = b/4,  1,5 p=b/4  и  ρ=b/6.

 2) А прямой угол при геодезических измерениях отмечают на местности колышками с помощью верёвки. Если её разметить углами на местности размером 3, 4 и 5 метров и образовать из верёвки прямоугольный треугольник с соответственными длинами сторон, то он будет прямоугольным. Прямоугольные треугольники с целочисленными длинами сторон называются пифагоровыми треугольниками. 

«Численные значения  длин сторон образуют так называемые пифагоровы тройки чисел. Пифагоровы тройки чисел – это (3; 4; 5);  (5; 12; 13), …, так как  3² =4² + 5²,   5² +12² = 13² …
Если (а, b, с) – пифагорова тройка чисел, то (ka; kb; kc) также пифагорова тройка для каждого k = 1, 2, …

Следующие тройки пифагоровых чисел можно образовать по формулам, которые известны уже 2000 лет:

a= mn

b= 1/2 (m² – n²)

             c= 1/2  (m² + n²), где m, n – нечётные и взаимно простые, m > n». 

3) Египетский треугольник – прямоугольный треугольник с соотношением сторон 3 : 4 : 5. Особенностью такого треугольника, известной ещё со времён античности, является то, что при таком отношении сторон теорема Пифагора даёт целые квадраты как катетов, так и гипотенузы, то есть 9 : 16 : 25. Египетский треугольник является простейшим (и первым известным) из Героновых треугольников — треугольников с целочисленными сторонами и площадями.

«Название треугольнику с  таким  отношением сторон дали эллины: в VII – V веках до н.э. греческие философы и общественные деятели активно посещали Египет». 

 Так, например, Пифагор в 535 году до н.э. по настоянию Фалеса для изучения астрономии и математики отправился в Египет –  и, судя по всему, 

именно попытка обобщения отношения квадратов, характерного для 

египетского треугольника, на любые прямоугольные треугольники и привела 

Пифагора к формулировке и доказательству его знаменитой теоремы.

Египетский треугольник с соотношением сторон 3 : 4 : 5 активно применялся для построения прямых углов землемерами и архитекторами. Для построения прямого угла использовался шнур или верёвка, разделённая 
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отметками (узлами) на 12 (3 + 4 + 5) частей: треугольник, построенный натяжением такого шнура, с весьма высокой точностью оказывался прямоугольным, и сами шнуры-катеты являлись направляющими для кладки прямого угла сооружения.

В архитектуре средних веков египетский треугольник применялся для построения схем. 
4) Определим возможности, которые дает теорема Пифагора для вычисления длин отрезков некоторых фигур не на плоскости. Что же является аналогом теоремы в пространстве? Это прямоугольный параллелепипед. 


B1
C1


A1 
D1

с
d
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а


b
B
C


b



A
a
D
«Дан прямоугольный параллелепипед ABCDA1B1C1D1 с измерениями (рёбра, выходящие из одной вершины) а, b, с и диагональю d = B1D1. Доказать, что d² = a² + b² + c²». 

1) Рассмотрим  ∆ABD, в котором  АВ = b, AD = а. Треугольник ABD – прямоугольный, так как  ABCDA1B1C1D1 – прямоугольный параллелепипед. 

По теореме Пифагора BD² = АВ² + AD², то есть BD² = а² + b².

2) Рассмотрим ∆BB1D. Это треугольник – прямоугольный, в котором 

BD² = а² + b²  и BB1 = с. По теореме Пифагора  B1D² = BB1² + BD².  

          B1D = а² + b² + c².  Что и требовалось доказать.

5) Также теорема Пифагора используется для вычисления диагонали квадрата и прямоугольника, то есть на плоскости. 

Для начала рассмотрим квадрат со стороной а и диагональю d. Диагональ квадрата можно рассматривать как гипотенузу равнобедренного прямоугольного треугольника (треугольника АВD). 

Значит, гипотенуза прямоугольного равнобедренного треугольника равна d, а его катеты равны а. 
Используя теорему Пифагора, получаем  d² = а² + а² (квадрат гипотенузы BD треугольника АВD равен сумме квадратов его катетов: AB² 
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+ AD²).  Откуда d² = 2а² 

В
 С

а
d



А
  а

      D       Рис. 16

А теперь рассмотрим применение теоремы Пифагора для вычисления диагонали прямоугольника ABCD:


      А

В


d


a


 С

D    Рис. 17

b

Рассмотрим треугольник ACD. Этот треугольник – прямоугольный, так как ABCD – прямоугольник (по условию). 


Пусть AD = d (гипотенуза); CD = b, АС = а (катеты треугольника АСD).


Используя теорему Пифагора (квадрат гипотенузы прямоугольного треугольника равен сумме квадратов его катетов) получаем:


d² = a² + b²   или  BD² = AC² + CD².


Также высота равностороннего треугольника может рассматриваться как катет прямоугольного треугольника.


 А




a

h

 а



    
a/2
D

  Рис.     Рис. 18
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Дан равносторонний треугольник АВС со стороной а.

 Дополнительное построение:

1) Проведём высоту AD, AD ┴ ВС.

 В равностороннем треугольнике высота является и медианой, и высотой. Значит, BC = BD + DC, причём BD = DC = а/2. 

Рассмотрим треугольник ABD – прямоугольный, так как BD – высота (по построению). По теореме Пифагора:

                             АВ² = AD² + BD²


или  a² = h² + (a/2)², откуда



a² = h² + a²/4
6) Широкое применение теоремы Пифагора Самосского при решении различных геометрических задач:
Первая задача (задача индийского учёного Бхаскары, 1114 г.). На берегу ручья, ширина которого 4 фута, рос тополь. Порыв ветра сломил его на высоте в 3 фута от земли так, что верхний конец его коснулся другого берега ручья (ствол направлен перпендикулярно течению). Определите высоту тополя.


В



3



С


4

   
А


Рис. 19



                        Решение

Треугольник АВС – прямоугольный треугольник.

По теореме Пифагора АВ² = АС² + ВС²

АВ² = 3² + 4² = 16 + 9

АВ = √25

АВ = 5

Но из условия задачи нам известно, что порыв ветра сломил тополь на высоте в 3 фута от земли, то есть высота тополя будет равна 5 футов + 3 фута = 8 футов.

Ответ: Высота тополя равна 8 футов.

Вторая задача (задача из старинного китайского трактата). В середине квадратного озера со стороной в 10 футов растёт тростник, 
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выходящий из воды на 1 фут. Если нагнуть тростник, вершина настигнет берега. Какова глубина озера? 


D



В


            
С


 
  А                                            Рис. 20

Дано:

ВС = 5 футов

ВD = 1 фут

Найти: АВ




Решение:

1) Пусть АВ = x, ВС = у, Ас = х + 1

2) Тогда из прямоугольного треугольника ABC имеем (х + 1)² = х² + 5²
              х² + 2х + 1= х² + 25

              2х = 25 – 1 

              2х = 24

              х = 12

Ответ: глубина озера равна 12 футам. 

7) Кроме этого с помощью теоремы Пифагора доказывается её обобщение, позволяющее вычислить длину стороны, лежащей против острого или тупого угла:

c² = a² + b² – 2abCos C.

8) Теорема Пифагора существует только в евклидовой геометрии. Ни в геометрии Лобачевского, ни в других неевклидовых  геометриях она не имеет места. 

Не имеет места и аналог теоремы Пифагора на сфере. Два меридиана, образующие угол 90°, и экватор ограничивают на сфере равносторонний сферический треугольник, все три угла которого прямые. Для него a² + b² = 2c², а не c², как на плоскости. 

9) В некотором смысле в теореме Пифагора, как в зерне, заключена вся 
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евклидова планиметрия. Вспомним формулу для нахождения расстояния между точками M(x1; y1) и N(x2; y2) координатной плоскости по формуле:

MN= √ (x2 –x1)² + (y2 – y1)².

«С одной стороны, это просто теорема Пифагора для треугольника с гипотенузой MN и катетами, параллельными осям координат (их длины равны |x2 – x1|  и  |y2 – y1|). Но с другой стороны, если считать пары чисел     (x; y) точками плоскости, тогда эта формула уже является определением расстояния. Их неё можно вывести все понятия, непосредственно определяемые через расстояния, – такие, как неравенство и подобие фигур. Или, например, окружность. Она определяется  как  множество пар чисел    (x; y) для которых

√ (x – x0)² + (y – y0)² = const, где (x0; y0) – некоторая заданная точка (центр окружности).

Можно определить и все другие геометрические понятия в терминах расстояний: в частности, отрезок АВ – это множество таких точек С, что АС+ 

+ СВ = АВ». 

10) «На основании теоремы Пифагора выводится и формула, выражающая площадь любого треугольника через длины его сторон». 

А теперь бы хотелось привести слова академика Александра Даниловича Александрова. 

 
«Александров Александр Данилович [родился 22 июля 1912, село Волынь Рязанской губернии], советский математик, академик СССР. Основные научные достижения Александрова относятся к геометрии, где он открыл методы изучения метрических свойств фигур, породившие новый объект исследования — нерегулярные метрические многообразия. Эти 

методы существенно расширили область геометрических исследований и привели, в работах Александрова и созданной им школы, к решению ряда классических проблем теории поверхностей, а также нашли важные применения в теории дифференциальных уравнений и теории упругих 
оболочек. Александрову А.Д. принадлежат также исследования по основаниям теории относительности и философии». 
 

11) «Александр Данилович Александров: «Важнейшие достижения геометрии связаны с обобщением теоремы Пифагора. В основе 
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математического аппарата главных теорий современной физики – теории относительности и квантовой механики – лежат, можно сказать, 

обобщения теоремы Пифагора». 

12) «Справедливо и утверждение, обратное теореме Пифагора:

Если стороны треугольника удовлетворяют условию a² + b² = c², то этот 

треугольник прямоугольный». 


13) Пифагор и его теорема воспеты в литературе. Существуют много легенд, мифов, рассказов, песен, притчей, небылиц, анекдотов, частушек об этой теореме. Есть легенда о смерти великого 

учёного, в которой рассказывается о том, как враги Пифагора выследили и убили его.
Кроме этого о теореме Пифагора писали многие писатели, в том числе

 и греческие (например, Плутарх и другие), также математик V века Прокл, немецкий писатель-романист А. Шамиссо. 


Адельберт фон Шамиссо (1781  – 1838): его настоящее имя – Людовик-Шарль-Аделаид де Шамиссо – немецкий поэт и естествоиспытатель, по происхождению французский дворянин, отец которого вместе со всей семьёй эмигрировал в Германию во время революции, лишившей его всего имущества. В 1796 году молодой Шамиссо получил звание пажа прусской королевы. Окончив курс в гимназии в Берлине, поступил на прусскую военную службу. В 1801 году его родители, братья и сёстры вернулись во Францию, но сам Шамиссо остался в Пруссии, хотя и не без колебаний. К военной службе у него не было никакой склонности; он интересовался литературой и естествознанием, преимущественно ботаникой. В 1815 году Шамиссо получил приглашение отправиться в качестве естествоиспытателя в кругосветное плавание на корабле «Рюрик», где он и написал  своё стихотворение «Пребудет вечной истина, как скоро…».
14) Передача обитателям Марса сигнала в виде теоремы Пифагора.

В конце XIX века высказывались разнообразные  предположения о существовании обитателей Марса подобных человеку, это явилось следствием открытий  итальянского астронома Скиапарелли (открыл на Марсе каналы, которые долгое время считались искусственными).

Естественно, что вопрос о том, можно ли с помощью световых сигналов объясняться с этими гипотетическими существами, вызвал 
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оживлённую дискуссию. Парижской академией наук была даже установлена премия в 100000 франков тому, кто первый установит связь с каким-нибудь обитателем другого небесного тела; эта премия всё ещё ждёт счастливца. В шутку, хотя и не совсем безосновательно, было решено передать обитателям Марса сигнал в виде теоремы Пифагора.

На сегодняшний день пока остаётся неизвестным, как это сделать, но для всех очевидно, что математический факт, выражаемый теоремой Пифагора Самосского, имеет место всюду и поэтому даже похожие на нас обитатели другого мира должны понять такой сигнал.

15)  Молниеотвод

Молниеотвод защищает от молнии все предметы, расстояние до которых от его основания не превышает его удвоенной высоты.

По теореме Пифагора:



h² ≥ a² + b², значит h ≥ (a² + b²)½
16)  Астрономия


       На этом рисунке показаны точки A и B и путь светового луча от A к B и обратно. Путь луча показан изогнутой стрелкой для наглядности, на самом деле, световой луч – прямой. 

        Какой путь проходит луч? Поскольку свет идёт туда и обратно одинаковый путь, спросим сразу: чему равна половина пути, который проходит луч? Если обозначить отрезок AB символом l, половину времени как t, а также обозначить скорость движения света буквой c, то наше уравнение примет вид 

c * t = l 
 Очевидно? Это ведь произведение затраченного времени на скорость! Теперь попробуем взглянуть на то же самое явление из другой системы отсчёта, с другой точки зрения, например, из космического корабля, пролетающего мимо бегающего луча со скоростью v. Раньше мы поняли, что при таком наблюдении скорости всех тел изменятся, причём неподвижные тела станут двигаться со скоростью v в противоположную сторону. Предположим, что корабль движется влево. Тогда две точки, между которыми бегает зайчик, станут двигаться вправо с той же скоростью. Причём, в то время, пока зайчик пробегает свой путь, исходная точка A смещается, и луч возвращается уже в новую точку C.

Вопрос: На сколько успеет сместиться точка (чтобы превратиться в точку C), пока путешествует световой луч? Точнее, опять спросим о 
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половине данного смещения! Если обозначить половину времени путешествия луча буквой t', а половину расстояния AC буквой d, то получим наше уравнение в виде:

v * t' = d
Буквой v обозначена скорость движения космического корабля. Опять очевидно, не правда ли?

Другой вопрос: Какой путь при этом пройдёт луч света? Точнее, чему равна половина этого пути? Чему равно расстояние до неизвестного объекта?

Если обозначить половину длины пути света буквой s, то получим уравнение: c * t' = s 
Здесь c –  это скорость света, а t' –  это тоже самое время, которые мы рассматривали на формулы выше. 

Теперь рассмотрим треугольник ABC. Это равнобедренный треугольник, высота которого равна l. Да-да, тому самому l, которое мы ввели при рассмотрении процесса с неподвижной точки зрения. Поскольку движение происходит перпендикулярно l, то оно не могло повлиять не неё. 

Треугольник ABC составлен из двух половинок – одинаковых прямоугольных треугольников, гипотенузы которых AB и BC должны быть связаны с катетами по теореме Пифагора. Один из катетов – это d, который был  рассчитан только что, а второй катет – это s, который проходит свет, и который был тоже рассчитан. 
     Получаем уравнение:





В


l
2 = s 2 + d2
или АВ² = AD² + BD² 

                                                                      l



s


Рис. 21
А
d
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17)  Мобильная связь

В настоящее время на рынке мобильной связи идёт большая конкуренция среди операторов. Чем надёжнее связь, тем больше операторов. При строительстве вышки (антенны) часто приходится решать задачу об определении наибольшей высоты антенны, используя теорему Пифагора Самосского.   

В настоящее время всеобщее признание получило то, что успех развития многих областей науки и техники зависит от развития различных направлений математики.
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8. Великие тайны теоремы Пифагора Самосского

Этот раздел отражает весь смысл названия реферата по геометрии. Действительно, после завершения моей работы, я узнала много интересной и неизвестной ранее информации. И теперь я бы хотела рассказать Вам об этих тайнах.


Первая тайна заключается в таком множестве названий: «теорема бабочки»,  «т. невесты», «т. нимфы», « т. 100 быков», «бегство убогих», «мост ослов», «ветряная мельница». Думаю, что не найти другой теоремы, которая имела бы столько всевозможных названий!

Вторая тайна – точно неустановленное количество доказательств знаменитой теоремы Пифагора Самосского. Именно по этому поводу я решила провести социологический опрос, который показал, что большинство людей старшего поколения согласны с существованием 250 доказательств, хотя мне из дополнительных источников известно, что существует более 350 доказательств этой теоремы, поэтому она даже попала в Книгу рекордов 

Гиннеса! Но, конечно же, принципиально различных идей в этих доказательствах используется сравнительно немного.

Третья тайна –  это то, что теорема Пифагора является сегодня символом математики, как я уже сказала ранее. 

Четвёртая тайна –  теорема Пифагора представляет нам богатейший материал для обобщения – важнейшего вида мыслительной деятельности, основы теоретического мышления, которым в совершенстве владеют многие учёные. Здесь можно добавить, что от теоремы Пифагора можно перейти к теореме косинусов.

Пятая тайна заключается в том, что некоторые исследователи приписывают Пифагору доказательство, которое Евклид приводил в первой книге своих «Начал». С другой стороны, Прокл (математик V в.) утверждал, что доказательство в «Началах» принадлежало самому Евклиду. Но всё-таки сегодня способ доказательства Пифагора остаётся неизвестным.

Шестая тайна – легенды о самом Пифагоре, человеке, который первым доказал эту теорему. Существует легенда, что когда Пифагор Самосский доказал свою теорему, он отблагодарил богов, принеся в жертву 100 быков. Также о гипнотических способностях учёного ходили легенды: будто он одним своим взглядом мог менять направление полёта птиц. А ещё рассказывали, что этого удивительного человека одновременно видели в разных городах, между которыми было несколько дней пути. И что ему якобы принадлежало «колесо  фортуны», вращая которое, он не только предсказывал будущее, но и вмешивался, если это было необходимо, в ход событий. А некоторые вообще считали его фигуру вымышленной. Но Пифагор жил на свете, хоть и очень давно, в VI веке до н.э. 

Всё это говорит о том, что теорема содержит много тайн, некоторые из них я смогла осветить и объяснить.
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                               III. Заключение

Теорема Пифагора – главное утверждение геометрии.

Прошло уже много лет с того момента, когда эта теорема была впервые открыта и доказана, но она до сих пор продолжает привлекать внимание многих исследователей, учёных, учеников…

Ученики 7 – 8 классов во всех школах изучают теорему Пифагора. И затем применяют её для решения задач в старших классах. Но кроме этого практического применения в геометрии ещё существуют и другие  области применения теоремы: физика, литература, архитектура и т.д. 

Кроме этого вопрос о количестве доказательств теоремы Пифагора является  сегодня довольно актуальным, именно поэтому я решила провести социологический опрос. 

 Также теорема содержит много тайн, некоторые из них я смогла осветить и объяснить.

При работе с рефератом главной сложностью для меня был не поиск материала, а отбор главного, раскрывающего суть поставленных мною задач.
Практическая значимость моей работы заключается в том, что предпринятая мною попытка открыть тайны теоремы Пифагора через подробный разбор истории теоремы, некоторых её доказательств и областей применения  поможет учащимся школ, гимназий, лицеев систематизировать свои знания по геометрии.

Считаю, что собранный мной материал, раскрываемый в данном реферате, может служить как справочное пособие на уроках геометрии, на различных спецкурсах, викторинах, конкурсах.

Библиографический список облегчит поиск необходимой литературы.

А приложения могут быть использованы на уроках геометрии, различных  играх, викторинах, как иллюстративный материал. 

Думаю, что моя цель достигнута, и все задачи выполнены.
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§1. Карта острова Самос
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§2. Пифагор Самосский
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          §3. Гравюра Пифагора XVI века
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  §4. Изображение к доказательству теоремы   

             Пифагора методом вычитания
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§6. Адельберт фон Шамиссо
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§1. Вопрос 1

Вопрос 1: Кто был первым «открывателем теоремы» Пифагора: Пифагор Самосский или египтяне? 
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§2. Вопрос 2
Вопрос 2: Сколько существует доказательств теоремы 
Пифагора: ок. 50; 100; 250; более 350 доказательств?
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§3. Отчёт по результатам социологического опроса

Социологический опрос проводился среди людей старшего поколения с целью выявить, какое количество доказательств знают не учёные и  не исследователи данного вопроса, а обыкновенные люди. А вот и результаты:

Социологический опрос 

Вопрос 1:

На вопрос: «Кто был первым «открывателем» теоремы Пифагора: Пифагор Самосский или египтяне?»  ответили 27 человек, из которых большинство (20 человек) сказали, что первыми «открывателями» знаменитой теоремы были египтяне, остальные утверждали, что именно Пифагор Самосский открыл эту теорему. Эти данные говорят о том, что большинство людей всё-таки знают или догадываются, что Пифагор первым вывел доказательство этой теоремы, которая носит сегодня его имя, но не был 1 её «открывателем».

Вопрос 2: 

На второй мой вопрос: «Сколько существует доказательств теоремы Пифагора: ок. 50; 100; 250; более 350  доказательств?» ответили  34 человека. Из них большинство (15 человек) согласны с тем, что существует 250 доказательств теоремы Пифагора, меньшинство (3 человека) сказали, что на сегодняшний день известно всего лишь 50 доказательств, и только 9 человек правильно ответили на мой вопрос, сказав, что сегодня известно более 350 доказательств этой теоремы. Исходя из полученной информации, можно сделать вывод о том, что людям старшего поколения не известно точное количество доказательств теоремы Пифагора Самосского: может быть, их это не интересует, хотя мне кажется, что такая известная теорема должна особенно привлекать внимание населения.  

Я довольна тем, что провела социологический опрос и вполне удовлетворена его результатами.  
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