Коротченко Евгений
Решение уравнений высших степеней.
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История создания решений уравнений высших степеней.
Уже в древности люди осознали, как важно научиться решать алгебраические уравнения вида    a0xn + a1xn –1 + … + an = 0    – ведь к ним сводятся очень многие и очень разнообразные вопросы практики и естествознания (конечно, здесь можно сразу предполагать, что  а0 ( 0, так как иначе степень уравнения на самом деле не n, а меньше). Многим, разумеется, приходила в голову заманчивая мысль найти для любой степени n формулы, которые выражали бы корни уравнения через его коэффициенты, т.е., решали бы уравнение в радикалах.
       История алгебры уходит своими корнями в древние времена. Задачи, связанные  с уравнениями, решались ещё в Древнем Египте и Вавилоне. Теория уравнений интересовала и интересует математиков всех времён и народов.

В Древнем Египте и Вавилоне использовался метод ложного положения (“фальфивое правило”).

Только в XVI веке итальянским математикам удалось продвинуться дальше – найти формулы для n = 3 и 4. История их открытий и даже авторство найденных формул достаточно темны по сей день.
Рассмотрим сначала уравнение     a0x3 + a1x2 + a2x + a3 = 0.
Легко проверить, что если мы положим 
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, где y – новое неизвестное, то дело сведется к решению уравнения    y3 + py + q = 0, где p. q – новые коэффициенты. Счастливая догадка итальянцев состояла в том, чтобы искать y в виде суммы y = u + v, где u, v – два новых неизвестных. Для них наше уравнение перепишется – после небольшой перегруппировки слагаемых – так:    u3 + v3 + (3uv + p)(u + v) + q = 0.
Так как неизвестных теперь два, на них можно наложить еще какое-нибудь условие – лучше всего    3uv + p = 0,
тогда исходное уравнение примет совсем простой вид    u3 + v3 + q = 0.
Это означает, что сумма кубов  u3, v3 должна равняться (– q), а их произведение ( –
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). Следовательно, сами u3, v3 должны быть корнями квадратного уравнения   t2 + qt –
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= 0,
а для него формула уже известна. В итоге получается формула
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причем из девяти пар значений входящих в нее кубических радикалов надо брать только пары, дающие в произведении 
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, как вытекает из нашего рассуждения. Исторически за этой формулой закрепилось название формулы Кардано, хотя вопрос о ее авторстве так до конца и не выяснен.

В 1770-71 гг. знаменитый французский математик Лагранж (1736-1819) публикует в Мемуарах Берлинской Академии свой мемуар «Мысли над решением алгебраических уравнений», в котором делает критический пересмотр всех решений уравнений 3-й и 4-й степеней, данных его предшественниками, и замечает, что все они в сущности основаны на следующем принципе. Пусть x1, x2, …, xn будут корни заданного уравнения, и пусть ( (x1, x2, …, xn) будет их рациональная функция, принимающая при всевозможных n! перестановках между корнями v значений. Тогда эта функция удовлетворяет уравнению степени v с рациональными коэффициентами. Согласно точке зрения Лагранжа, задача заключается в том, чтобы подобрать функцию ( (x1, x2, …, xn) таким образом, чтобы v было меньше n. И вот оказалось, что при n(4 невозможно.
Эти исследования Лагранжа дали для последующих алгебраистов весьма удобный аппарат. Кроме того, они указали путь, по которому следовало искать доказательства невозможности общего решения уравнений в радикалах.

Дальнейшим этапом в выяснении проблемы решения уравнений в радикалах послужили работы Руффини (P. Ruffini, 1765-1822) и Абеля (N.-H. Abel, 1802 - 1829). Руффини (1799) предложил доказательство неразрешимости в радикалах уравнений 5-й степени, коэффициенты которого являются независимыми переменными. Однако его доказательство окончилось неудачей.
Нужен был принципиально новый подход. На этот раз он не заставил себя долго ждать – уже в 1824 году молодой (и в возрасте 27 лет умерший) норвежский математик Нильс Генрих Абель, опираясь на идеи Лагранжа, связанные с перестановками корней уравнения, доказал, что требуемых формул, которые решали бы в радикалах уравнение общего вида, при n(5 действительно не существует. Теорема Абеля дала отрицательный ответ только для уравнений общего вида, т.е. с буквенными коэффициентами a0, a1, …, an, но, разумеется, многие конкретные уравнения сколь угодно высокой степени вполне могут решаться в радикалах (пример: уравнение x90 + 5x45 + 7 = 0). Поэтому сразу же встал вопрос о полном решении задачи – нахождении критерия разрешимости уравнений в радикалах, т.е. необходимого и достаточного условия, которое по коэффициентам a0, a1, …, an  любого заданного уравнения позволяло бы судить, решается уравнение в радикалах или нет.

Теорема Безу.
Этьен   Безу– французский математик, член Парижской Академии Наук( с 1758 года ). Родился в Немуре 31 марта 1730 года и умер 27 сентября 1783 года в Бас-Лож, близ Фонтенбло.
 С 1763 года Безу преподавал математику в училище гардемаринов, а с 1768 года и в королевском артиллерийском корпусе.

 Основные работы Этьена Безу относятся к высшей алгебре,  они  посвящены  созданию  теории  решения  алгебраических  уравнений. В теории решения систем линейных уравнений он содействовал возникновению теории определителей, развивал теорию исключения  неизвестных из систем уравнений высших степеней, доказал  теорему  (впервые  сформулированную К. Маклореном) о том, что две кривые порядка  m  и  n   пересекаются не более чем в   mn   точках. Во Франции и за её границей вплоть до 1848 года был очень популярен его шеститомный «Курс математики», написанный им в 1764-69 годах. 
Безу развил метод неопределённых множителей, в элементарной алгебре его именем назван способ решения систем уравнений, основанный на этом методе. Часть трудов Безу посвящена внешней баллистике. Именем учёного названа одна из основных теорем алгебры.
Для тех, кто знаком с делением многочленов с остатком, теорему Безу можно сформулировать и доказать очень коротко. В равенство f(x)=(x-a)g(x)+r, где q(х) — многочлен (неполное частное), а r — число (остаток), можно подставить вместо x число a. Получим  f(a)=(a-a)g(a)+r = r. Значит, остаток к от деления f(x) на х — а равен f(a). Это и есть теорема Безу. Существует еще один способ доказательства этой теоремы, но он  чуть более длинный и менее естественный. 

Теорема:  Остаток  от  деления  полинома P
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(x) на двучлен  (x - a)  равен  значению этого полинома при  x = a.

Следствия  из  теоремы:
Следствие 1: Остаток от деления полинома P
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(x) на двучлен (ax + b) равен значению этого полинома при  x =(
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Следствие 2: Если число a является корнем многочлена P(x) , то этот многочлен делится на (x - a) без остатка .
Следствие 3: Если многочлен P(x) имеет попарно различные корни 
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, то он делится  на произведение (x  - 
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Следствие 4: Многочлен степени n имеет не более n различных корней. 
Следствие 5 :Для любого многочлена P(x) и числа a разность (P(x)-P(a))        делится без остатка на двучлен (x - a) .
Следствие 6 :Число a является корнем многочлена P(x) степени не ниже первой тогда и только тогда, когда P(x) делится на (x - a) без остатка. 
Схема Горнера.
Горнер Вильямс Джордж (1786-22.9.1837)-английский математик. Родился в Бристоле. Учился и работал там же, затем в школах Бата. Основные труды по алгебре. В 1819г. опубликовал способ приближенного вычисления вещественных корней многочлена, который называется теперь способом Руффини-Горнера (этот способ был известен китайцам еще в XIII в.). Именем Горнера названа схема деления многочлена на двучлен х-а.
Схема Горнера- простой алгоритм для деления многочлена на бином вида x − c. Например, используется при нахождении корней многочленов.

   Если 
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, то при делении f(x) на g(x) частное q(x) имеет вид  
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где 
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Общепринятый сейчас способ вычисления многочленов называется схемой Горнера. Эта универсальная (то есть применимая к любому многочлену) схема предельно проста и изящна. 

Схема Горнера настолько совершенна, что вопрос о возможности её улучшения не возникал два с половиной века и был задан «вслух» впервые лишь в 1954 году!
       Пример. Решить уравнение:
х4 + 4х³ - 2х² - 4х + 1 = 0

    Делители свободного члена: ±1.

Подбором находим корень  х = +1

     1   4   -2   -4   1 

1   1   5    3   -1   0,   
   таким  образом

    х4 + 4х³ - 2х² - 1 = (х - 1) (х³ + 5х² + 3х - 1)

х³ + 5х² + 3х – 1 = 0

х = -1  (корень найден подбором)
  1   5   3   -1

-1   1   4  -1   0

х² + 4х – 1 = 0

D = 16 + 4 = 20 = (2
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Ответ: -1; 1; -2 ±
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Формула Кардано

Джероламо Кардано (родился 24 сентября 1501 года в  Павии, умер 21 сентября 1576 года в Риме) — итальянский математик, механик, астролог, философ и медик, побочный сын Фацио Кардано.

С юности Джероламо обуревала жажда славы. "Цель, к которой я стремился, - писал он на склоне лет в автобиографии, - заключалась  в увековечении моего имени, поскольку я мог этого достигнуть, а вовсе не в богатстве или праздности, не в почестях, не в высоких должностях, не во власти..."

Учился в университетах Павии и Падуи. Занимался сначала исключительно медициной, а с 1534 был профессором математики в Милане и Болонье; однако для увеличения скромных доходов профессоров того времени продолжал заниматься врачеванием, a также составлял альманахи.

Кардано внёс значительный вклад в развитие алгебры: его имя носит формула Кардано для нахождения корней кубического неполного уравнения вида x3 + ax + b = 0. Он же первым в Европе стал использовать отрицательные корни уравнений. Кардано также занимался механикой: изобретенные им карданный подвес и карданная передача до сих пор широко применяются в технике.

За 4 месяца до смерти Кардано закончил свою автобиографию, которою он напряженно писал весь последний год и которая должна была подвести итог его сложной жизни. Он чувствовал приближение смерти. По некоторым сведениям его собственный гороскоп связывал его кончину с 75-летием. Он умер 21сентября 1576г. за 2 дня до годовщины. Имеется версия, что он покончил с собой в ожидании неминуемой смерти или даже чтобы подтвердить гороскоп. В любом случае Кардано – астролог относился к гороскопу серьезно. 

История создания
Формула Кардано названа по имени Дж. Кардано, впервые опубликовавшего её в 1545. Автор этой формулы Никколо Тарталья. Он создал это решение в 1535 г. специально для участия в математическом состязании, в котором, естественно, победил. Тарталья, сообщая формулу (в стихотворной форме) Кардано, представил только ту часть решения кубического уравнения, в которой корень имеет одно (действительное) значение.

Результаты Кардано в этой формуле относятся к рассмотрению так называемого неприводимого случая, в котором уравнение имеет три значения (действительных значения, в те времена не было ни мнимых, ни даже отрицательных чисел, хотя попытки в этом направлении были). 

Формула Кардано - формула для отыскания корней кубического уравнения вида x3 + px + q = 0 над полем комплексных чисел. К такому виду может быть приведено любое кубическое уравнение ay3 + by2 + cy + d = 0
при помощи следующей замены:

y = x
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Формула Кардано имеет следующий вид:
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Кубические уравнения.

Если квадратные уравнения умели решать еще математики Вавилонии и Древней Индии, то кубические, т.е. уравнения вида 


[image: image51.wmf]32

0

axbxcxd

+++=

, где 
[image: image52.wmf]0

a

¹


оказалось «крепким орешком». В конце XV в. профессор математики в университетах Рима и Милана Лука Пачоли в своем знаменитом учебнике «Сумма знаний по арифметике, геометрии, отношениям пропорциональности» задачу о нахождении общего метода для решения кубических уравнений ставил в один ряд с задачей о квадратуре круга. И все же усилиями итальянских алгебраистов таков метод вскоре был найден.
Формула Кардано для кубических уравнений.

Если воспользоваться современным математическим языком и современной символикой, то вывод формулы Кардано может быть найден с помощью следующих элементарных соображений:


Пусть нам дано общее уравнение 3-й степени:

ax3+3bx2+3cx+d=0



   (1)
Если положить
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где   
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Введем новое неизвестное U с помощью равенства
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Внося это выражение в (2), получим
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Отсюда 
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Если числитель и знаменатель второго слагаемого умножить на выражение  
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 и учесть, получающееся в результате выражение для u оказывается симметричным относительно знаков «+» и «-», то окончательно получим
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(Произведение кубических радикалов в последнем равенстве должно равняться p).

Это и есть знаменитая формула Кардано. Если перейти от y вновь к x, то получим формулу, определяющую корень общего уравнения   3-й степени.
Теорема  Безу для кубических уравнений.

Рассмотрим пример применения теоремы Безу в кубических уравнениях:

Пример:  Решить уравнение x3  – 2x2 – 5x + 6 = 0
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x = 1, x= -2, x = 3
Ответ: x = 1, x= -2, x = 3
Уравнения четвертой степени.

Метод решения уравнений четвертой степени человечество отыскало лишь в XVI веке. И первый кто это сделал, был Лудовико Феррари, ученик Джероламо Кардано. Метод который Лудовико нашел так и называется- метод Феррари.
Так же для решения уравнений такого типа используются ранее найденные методы. Это биквадратные уравнения, решение теоремой Безу и методом неопределенных коэффициентов. 

Рассмотрим чуть подробнее эти методы решений.

Биквадратные уравнения.

Определение. Биквадратным называется уравнение вида 
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0

axbxc

++=

, 
[image: image68.wmf]0

a

¹

.
Рассмотрим решение биквадратного уравнения:
1) Прежде всего сделаем замену y = x2. Получим квадратное уравнение                                                                       ay2 + by + c = 0. 
2) Далее в зависимости от значения дискриминанта D и от значений переменной y могут встретиться следующие случаи: 

Случай 1: Если D <0, то действительных решений нет.
Если D
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0, то вычислим 
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Случай 2: Если D
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0; y1<0 и y2<0, то действительных решений нет

Случай 3: Если D
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0; y1
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0 и y2
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0, то получим 4 решения биквадратного уравнения:
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Случай 4: Если D
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0; y1
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0 и y2<0, то получим 2 решения биквадратного уравнения:
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Случай 5: Если D
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0; y2
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0 и y1<0, то получим 2 решения биквадратного уравнения:
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Пример: Решить уравнение х4 – 10х2 + 9 = 0.
Положим, что х2 = у, получим уравнение у2 – 10у + 9 = 0. Решая его, находим у1 = 9 и у2 = 1. Следовательно, задача сводится к решению совокупности двух уравнений:
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Итак, корнями биквадратного уравнения  х4 – 10х2 + 9 = 0 являются числа х1 = 3; х2 = -3;  х3 = 1;  х4 = -1 .
Ответ: -3; -1; 1; 3.
Теорема Безу для уравнений четвертой степени.
Рассмотрим  решения уравнений:
· х4 + 4x3  – 25x2  – 16x + 84=0       
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x = 2, х = -2, х = 3, х = -7
Ответ: x = 2, х = -2, х = 3, х = -7
· 2х4  – 5x3 – x2 + 3x + 1=0
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image91.wmf]1
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х = 1, далее, используя схему Горнера, понижаем степень многочлена:
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Ответ: 
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Метод неопределенных коэффициентов.
Суть метода неопределённых коэффициентов состоит в том, что вид сомножителей, на которые разлагается данный многочлен, угадывается, а коэффициенты этих сомножителей (также многочленов) определятся путём перемножения сомножителей и приравнивания коэффициентов при одинаковых степенях переменной.

Теоретической основой метода являются следующие утверждения.

· Два многочлена равны тогда и только тогда, когда равны их коэффициенты.

· Любой многочлен третьей степени имеет хотя бы один действительный корень, а потому разлагается в произведение линейного и квадратичного сомножителя.

· Любой многочлен четвёртой степени разлагается в произведение многочленов второй степени.

Для доказательства второго утверждения вспомним, как выглядит график степенной функции с нечетной целой степенью. Действительно, из его вида следует, что значение многочлена имеет разные знаки при x → +∞ и x → –∞. Многочлен степени n – непрерывная функция, значит, найдется хотя бы одна точка, в которой график этой функции пересечет ось Ox. 

Пример. Решить уравнение: х4 + x3  – 5x2  + 13x – 6 =0
Решение:
х4 + (a + c) x3 + (b + ac + d) x2 + (bc+ ad)x + bd = 0
                  a + c = 1

b + ac + d = -5

Значит         bc + ad = 13

                   bd =  -6
1) b = -1    2) b = 1        1 + ac – b + 5= 0    ac = 0             a = 0      
d = 6         d = -6        c - 6a - 13 = 0        c = 13 + 6a     c = 13
 3)  b = -2      -2 + ac + 3 = -5      ac = -6             
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         2c2 + 13c + 18 = 0        c = -2
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(x2  + 3x – 2 ) (x2 – 2x + 3)=0 
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     x2  + 3x – 2=0      
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                                                          x2 – 2x + 3 =0                
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Ответ: 
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Вывод.
Алгебра- раздел математики, основой которой является уравнения. Решение линейных и квадратных уравнений не вызывает особого труда у любого школьника. Решения уравнений высших степеней интересно тем, что существуют различные методы и способы их решения.[image: image123.png]
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