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Цель работы:  
 –   ввести понятие модуля (абсолютной величины); 
 –  сформулировать алгоритм решения неравенств, содержащих модуль;
 –  сформировать навык решения таких неравенств;
 –  показать решения примеров неравенств, содержащих модули;         

Содержание работы:

· простейшие неравенства, содержащие неизвестную величину под знаком модуля.

· Неравенства вида | f(x)| > a или | f(x)| ≥ a 
· Неравенства вида 
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· Неравенства вида
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· Неравенства вида  
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Введение.

  С понятием модуля (абсолютной величины) действительного числа мы знакомились еще в 6 классе. Однако в программах общеобразовательных школ и соответствующих учебниках в дальнейшем это понятие ни в теоретических материалах, ни в задачах и упражнениях почти не применяется. Возможность решения уравнений и неравенств, содержащих неизвестные под знаком модуля, имеют учащиеся классов или школ с углубленным изучением математики и некоторых других альтернативных школ, однако и в учебниках для этих школ задач подобного рода до обидного мало. В то же время на ЕГЭ по математике и на вступительных экзаменах в ВУЗы задачи с модулем предлагаются все чаще и чаще.

   Несмотря на кажущуюся простоту определения модуля числа, решение уравнений и неравенств, содержащих неизвестные под знаком модуля, вызывает определенные трудности. В этом я убедилась, выполняя эту исследовательскую работу. Решение неравенств, содержащих модули предполагает элементарные навыки исследования, логического мышления, заключающиеся в переборе различных возможных случаев. Выполненная мною исследовательская работа поможет восполнить существующий пробел в подготовке учащихся по решению неравенств, содержащих неизвестную под знаком модуля. Структура работы соответствует следующей последовательности: приводится тип неравенства с модулем, для него составляется равносильная система или совокупность неравенств, с указанием алгоритма решения. По каждому типу неравенств рассматриваются различные виды: линейные, квадратичные, дробно-линейные, тригонометрические.
1.Неравенства с одной переменной.

   Простейшим неравенством, содержащим неизвестную величину под знаком модуля, является неравенство вида:

| f ( x ) | < a     (a > 0)
| f ( x ) | ≤  a    ( a ≥ 0)

где a -постоянная,  f ( x ) -рациональное или трансцендентное выражение.

   Неравенство | f ( x ) | < a   равносильно 

-a < f ( x ) < a
или системе неравенств


f ( x )  < a
f ( x ) >  - a
а неравенство | f ( x ) | ≤  a  соответственно равносильно системе неравенств
f ( x )  ≤ a
f ( x ) ≥  - a
Пример 1.Решить неравенство |3x - 5| < 4.

Это неравенство равносильно системе неравенств:



3x – 5 < 4

3x < 9
x <3
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Итак, решением данного неравенства является интервал  (
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;3).
Пример2. Решить неравенство |3x
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Это неравенство равносильно системе неравенств:

3x
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Итак, решением данного неравенства является объединение двух интервалов  ( 
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Пример3. Решить неравенство | sin x – cos x| < 1

Это неравенство равносильно системе неравенств:

     sin x – cos x < 1
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      sin x – cos x > -1
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    Следовательно, семейство интервалов (
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Z , является решением данного неравенства.
2.Неравенства вида

| f(x)| > a
или
| f(x)| ≥ a ,

    Очевидно имеют решение при всех тех значениях х , при которых f(x) имеет значение, если а ≤ 0. Если же а > 0 , то | f(x)| > a равносильно совокупности неравенств

 f(x) > a
      f(x) < - а ,

а | f(x)| ≥ a – совокупности неравенств
f(x) ≥ а 

  f(x) ≤ - а.

Пример 4. Решить неравенство | 3х – 7 | ≥ 2.

Это неравенство равносильно совокупности неравенств:


     3х – 7 ≥ 2            3х ≥  9         х ≥ 3
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     3х – 7≤ -2            3х ≤ 5          х ≤ 
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     Отсюда следует, то решением данного неравенства является объединение интервалов (
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Пример5.Решить неравенство 
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Это неравенство равносильно совокупности неравенств: 
[image: image55.wmf]212

1

323

212

1

323

xx

xx

xx

xx

--

é

->

ê

++

ê

--

ê

-<-

ê

++

ë

   
[image: image56.wmf]2

2

2

2

333

1

299

333

1

299

xx

xx

xx

xx

é

++

>

ê

++

ê

Û

++

ê

<-

ê

++

ë

 
[image: image57.wmf]2

2

66

0

(3)(23)

51212

0

(3)(23)

xx

xx

xx

xx

é

--

>

ê

++

ê

Û

ê

++

<

ê

++

ë


   
[image: image58.wmf]3

(315)(315

1.5315

0

(3)(23)

315

(3)(23)0

31.5

x

xx

x

xx

x

xx

x

<

é

é

ê

---+

-<<-

>

ê

ê

ÛÛ

++

ê

ê

>+

ê

ê

++<

ë

ê

-<<-

ë


  Итак, решением данного неравенства является объединение четырех интервалов 
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Пример6. Решить неравенство 
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Это неравенство равносильно совокупности неравенств:
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  Из последней системы совокупностей неравенств следует, что множеством решений данного неравенства является объединение 
трех интервалов 
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3.Неравенства вида
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где f(x) и g(x) – некоторые алгебраические или трансцендентные выражения от переменной x , равносильны системам
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а так как двойное неравенство равносильно системе двух неравенств, то получается, что неравенство 
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а неравенство 
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 равносильно системе неравенств
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Очевидно, что если f(x) или g(x) содержат иррациональные, логарифмические или обратно тригонометрические функции, то в системах 
[image: image74.wmf]()0

()()

()()

gx

fxgx

fxgx

>

ì

ï

<

í

ï

>-

î

 или 
[image: image75.wmf]()0

()()

()()

gx

fxgx

fxgx

³

ì

ï

£

í

ï

³-

î

 добавятся дополнительные неравенства.

Пример7.Решить неравенство 
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Это неравенство равносильно системе неравенств:


[image: image77.wmf]2

2

60

666

666

x

xxx

xxx

->

ì

ï

-+<-

í

ï

-+>-

î

,

которая в свою очередь равносильна системе неравенств
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   Итак, данное неравенство имеет множество решений, принадлежащих объединению интервалов 
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Пример 8.Решить неравенство 
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Это неравенство равносильно системе неравенств:
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    Итак, данное неравенство имеет множество решений в объединении двух интервалов 
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Пример 9.Решить неравенство 
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Обозначим sin x = y.тогда данное неравенство имеет вид:
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, которое равносильно системе неравенств:
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Подставляя y = sin x, получаем:


[image: image87.wmf]11

arcsin2arcsin2

63

11

11

arcsin(21)arcsin(21)

sin

36

63

1

22

sin1

62

2

5

2.

26

kxk

kxk

x

kxk

x

kx

pp

pp

pp

pp

pp

p

é

+<<+

ê

ê

é

ê

-++<<-++

<<

ê

ê

Û

ê

ê

ê

ê

+<<+

<<

ê

ê

ë

ê

ê

+<<

ë


  Итак, все решения данного неравенства принадлежат объединению четырех  семейств интервалов
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4.Неравенства вида
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  где f(x)  и  g(x) – некоторые алгебраические или трансцендентные выражения, равносильны соответственно совокупностям неравенств
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Для неравенства вида 
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Для неравенства вида  
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    В случае, если f(x) или g(x) – трансцендентные выражения, содержащие иррациональные, логарифмические или обратно тригонометрические функции, добавляются дополнительные ограничения.
 Пример 10.Решить неравенство  
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Это неравенство равносильно совокупности:
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   Итак, данное неравенство имеет решения при х, принадлежащих объединению промежутков 
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Пример 11. Решить неравенство 
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Это неравенство равносильно совокупности:
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[image: image102.wmf]решая каждое неравенство методом интервалов, получаем равносильную совокупность неравенств:
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image104.wmf]2
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     Итак, решения данного неравенства находятся в объединении четырех интервалов:
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Пример12. Решить неравенство 
[image: image106.wmf]15336.
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    Это неравенство (с учетом существования квадратного корня) равносильно системе неравенств:
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  Из последней совокупности неравенств следует, что решения данного неравенства находятся в промежутке 
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Пример 14.Решить неравенство 
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Это неравенство равносильно совокупности неравенств:
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Неравенство 
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 с учетом условия системы 
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   равносильно 
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, получим следующую совокупность неравенств, равносильную данному неравенству:
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Объединение этих трех семейств промежутков есть семейство интервалов  
[image: image120.wmf]3
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, которое и содержит все решения данного неравенства.

5.Неравенства вида
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    Где f(x) и g(x) -некоторые алгебраические или трансцендентные выражения, в силу того, что обе части неравенства неотрицательны, можно возвести его обе части в квадрат:
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  Откуда  
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, которое в свою очередь равносильно совокупности систем неравенств:
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Или
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    Итак, неравенство 
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 равносильно совокупности систем неравенств 
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    или    
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Неравенство вида
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Приводится к виду
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Т.е. к неравенству вида 
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   Что касается неравенства вида
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то в равносильной ему совокупности систем неравенств типа    строгие неравенства заменяются нестрогими неравенствами.

Пример 15.Решить неравенство 
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Это неравенство равносильно совокупности систем неравенств:
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Следовательно, множество всех решений данного неравенства представляет объединение интервалов 
[image: image137.wmf](
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Пример 16. Решить неравенство 
[image: image138.wmf]22
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Это неравенство равносильно совокупности систем неравенств:
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Следовательно, множество всех решений данного неравенства представляет собой интервал  
[image: image141.wmf](
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Пример17.Решить неравенство 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image146.wmf]11
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Следовательно, решением данного неравенства является объединение четырех семейств интервалов
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,где k – любое целое число.
6.Неравенства вида
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Где 
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 - один из знаков неравенства <, ≤, >, ≥, а 
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 - алгебраические или трансцендентные выражения, решаются так же , как и уравнения вида 
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,с той лишь разницей, что в совокупности систем, равносильных неравенству 
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вместо знака равенства следует поставить соответствующие знаки неравенства. В неравенстве  [image: image154.wmf]12
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[image: image155.wmf]()
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  может быть и постоянной.

Пример 18. Решить неравенство 
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Так как левая часть неравенства имеет неотрицательное значение при любых значениях переменной x как сумма модулей, то правая часть этого неравенства не может быть неположительной. Следовательно, 
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Отсюда следует, что данное неравенство равносильно совокупности систем неравенств:
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    Первые две системы этой совокупности несовместны. Решением третьей системы неравенств является интервал  
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, а решением четвертой системы– интервал 
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,объединение которых дает интервал 
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, который и содержит в себе все решения данного неравенства.

7.Неравенства вида
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 - алгебраические или трансцендентные выражения от переменной 
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   может быть и постоянной, могут быть сведены раскрытием внешнего знака модуля к одному из видов 
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    Выражение 
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Пример19.решить неравенство 
[image: image176.wmf]3624.

xx

--<


Это неравенство равносильно двойному неравенству 
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, или 
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    Из последней системы следует, что множеством решений данного неравенства является объединение двух интервалов 
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Пример20. Решить неравенство 
[image: image180.wmf]2312

xx

--- <

.
Это неравенство равносильно совокупности систем неравенств:
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Следовательно, множество решений данного неравенства есть интервал 
[image: image182.wmf](
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Пример21. Решить неравенство 
[image: image183.wmf]22
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Это неравенство равносильно совокупности систем неравенств:
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     Решением первой системы является интервал(-
[image: image188.wmf]¥

;1), две остальные системы последней совокупности несовместны. Следовательно, данное неравенство множеством своих решений имеет интервал (-
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Пример22. Решить неравенство 
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Это неравенство равносильно системе неравенств:
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    При 
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 последнее неравенство системы верно при любых действительных значениях 
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, и его можно удалить из системы неравенств. Тогда последняя система неравенств будет равносильна следующей системе неравенств:
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  Последнее неравенство системы при  
[image: image195.wmf]00,5
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опять верно при любых действительных значениях 
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, а второе неравенство имеет обе части неотрицательными, и, значит, обе его части можно возвести в квадрат. Тогда последняя система неравенств будет равносильна следующей системе неравенств:
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Решением последней системы неравенств является интервал
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 принимает все свои значения. Тогда переменная 
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 принимает свои значения в объединении двух интервалов 
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, где 
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, которое и является решением данного неравенства.

8.Неравенства вида
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или
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желательно, предварительно раскрыв внутренние знаки модуля, привести к неравенствам вида 
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после чего принимать алгоритм решения неравенств вида
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Пример 23. Решить неравенство 
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   Прежде всего раскроем внутренние модули. Выражения, стоящие под знаками внутренних модулей, меняют знаки при 
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. Кроме того, так как левая часть неравенства есть сумма модулей двух выражений, то она не может быть отрицательной. Следовательно, данное неравенство может иметь решения лишь при 
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. Отсюда следует, что исходное неравенство равносильно совокупности систем неравенств:
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     В свою очередь нули многочлена 
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расположены так, что 
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  пусто. Отсюда следует, что первая система совокупности имеет вид:
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   Последние два промежутка не имеют общих точек. Следовательно, первая система совокупности решений не имеет.

     Нули многочленов 
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 делят на два промежутка 
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 Поэтому вторая система совокупности, в свою очередь, равносильна совокупности двух систем неравенств:
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  Итак, решением второй системы неравенств совокупности является промежуток 
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   Нули многочленов 
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 делят на три промежутка 
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  и 
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. Поэтому третья система неравенств совокупности равносильна совокупности трех систем неравенств:
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   Итак, решением третьей системы неравенств совокупности является объединение последних трех интервалов, т.е. промежуток  
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Нули многочленов   
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 Поэтому последняя система совокупности равносильна системе:
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Эти промежутки не имеют общих точек, и, следовательно, последняя система неравенств совокупности не имеет решений.

   Итак, решением данного неравенства является объединение промежутков 
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,т.е. промежуток 
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  Если неравенство содержит неизвестные как под знаком модуля, так и без знака модуля, то применяя тождественные преобразования, его можно привести к одному из вышерассмотренных видов, либо же свести к равносильной совокупности систем в интервалах, в которых при переходе от одного интервала к другому хотя бы одно выражение. Находящееся под знаком модуля, меняет свой знак.

Пример 24. Решить неравенство   
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  Переносом 
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 из левой части в правую, получается равносильное неравенство: 
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   т.е. неравенство вида 
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. Оно равносильно совокупности систем неравенств:
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Итак, данное неравенство верно при всех действительных значениях 
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 из 
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Пример 25. Решить неравенство 
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Это неравенство равносильно совокупности систем неравенств: 
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   Первая система этой совокупности равносильна системе неравенств
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    Что касается двух других систем совокупности, то как числители, так и знаменатели дробных выражений имеют отрицательные дискриминанты, а следовательно, квадратные трехчлены положительны при всех действительных значениях переменной, и дроби с положительными числителями и знаменателями не могут быть неположительными. Значит, вторая и третья системы совокупности несовместны, и объединение промежутков  
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  является множеством решений данного неравенства. 
Пример 26. Решить неравенство 
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  Преобразуем это неравенство к виду:
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т.е. к виду 
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. По своему смыслу 
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  Оно равносильно совокупности систем неравенств:
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    Последние две системы этой совокупности несовместны: во второй системе неравенство 
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  не имеет действительных решений, а в третьей системе решением неравенства  
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 является интервал  
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, который с промежутком 
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 не имеет общих точек. Следовательно, множеством решений для переменной 
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 является промежуток 
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, а для переменной 
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 интервал 
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, который и является множеством решений данного неравенства.  
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