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2. Часть 1. Теоремы, описывающие свойства наибольшего общего делителя (НОД) и наименьшего общего кратного (НОК). Задачи, связанные с этими понятиями.

3. Часть 2. Определение и свойства сравнений. Задачи, решаемые с помощью сравнений.
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5. Использованная литература.
Два года назад я принимал участие в городской олимпиаде по математике, где встретил множество сложных и интересных задач. Меня поразила простота формулировок задач, но их решение было затруднительно. Мне захотелось научиться решать эти задачи.
 Вместе с учителем математики мы подобрали необходимую литературу по интересующим меня вопросам и приступили к работе.


Я ознакомился с такими темами, как: 

1. Язык математической логики.

2. Элементы теории множеств.

3. Делимость целых чисел.

4. Сравнения. Числа, сравнимые по модулю.

В моём проекте я представляю задачи, связанные с делимостью целых чисел, применяя аппарат теории сравнений.
Первая часть.
В первой части работы я рассмотрю задачи, связанные с понятиями наибольшего общего делителя и наименьшего общего кратного чисел. Не предполагается изучение всех свойств НОД и НОК, а только тех из них, которые будут необходимы при решении задач. Я не привожу в работе определений НОД и НОК, способов их нахождения, поскольку это известно из школьной программы. Будет введена специальная символика, облегчающая запись решения задач (эта символика используется в учебниках математики для лицеев Франции, см. список литературы).
Наибольший общий делитель и наименьшее общее кратное чисел.

Введем обозначения:


1) НОД чисел a и b будем обозначать 
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Введенное обозначение полностью отражает тот факт, что НОД(a; b) есть общая часть (пересечение) разложений чисел a и b на простые множители.

2) Тот факт, что натуральные числа a и b являются взаимно простыми, будем записывать: 
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3) Da,b –  множество общих делителей чисел a и b.

4) НОК чисел a и b будем обозначать: 
[image: image3.wmf]k
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 (объединение разложений a и b на простые множители).

Для последующих рассуждений потребуется теорема о делении с остатком и алгоритм Евклида для нахождения наибольшего общего делителя двух чисел:

Теорема 1: Каковы бы ни были целое неотрицательное число a и натуральное число b, найдутся такие числа q и r (определяемые однозначно числами a и b), что a = bq + r, где 
[image: image4.wmf]b
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. (теорема справедлива для любых целых чисел a и b (b ≠ 0), однако для наших целей ограничимся сформулированным случаем).

Доказательство теоремы 1: 
1 случай: a < b. 
a = bq + r, где 
[image: image5.wmf]b
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 верно при q = 0 и r = a.

2 случай: a = b.
a = bq + r, где 
[image: image6.wmf]b
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 верно при q = 1 и r =0.


3 случай: a > b.
Рассмотрим последовательность чисел: b∙1; b∙2; …; bq; b(q + 1); … ; ba. Среди этих чисел найдется наибольшее целое число, которое не превосходит a. Пусть это будет bq, тогда верны неравенства: 
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. Обозначим разность 
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Покажем, что 
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Докажем единственность q и r для выбранных a и b.
Предположим противное:

(1)  a = bq1 + r1 ,  
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                   (2)  a = bq2 + r2 ,  
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Пусть для определённости 
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 из чего следует, что число (
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)/b     (0 < r2 - r1 < b), однако, не существует натурального числа, меньшего b, которое делится на b, а у нас именно этот случай. Полученное противное показывает, что предположение неверно и r1 = r2, q1 = q2.
Алгоритм Евклида. 

Заметим сначала, что если а / b (будем читать: «a делится на b»), то 
[image: image26.wmf]b
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, и докажем, что если a и b натуральные числа и a = bq + r, где 
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Доказательство: пусть k – общий делитель a и b, тогда а / k , bq / k и r = (a – bq ) / k, то есть k – общий делитель b и r. Имеем Da,b
[image: image29.wmf]Ì

Db,r (1).

Обратно: если t – общий делитель b и r, то bq / t и r / t, тогда и a = (bq + r) / t, следовательно, Db,r
[image: image30.wmf]Ì

 Da,b  (2). Из (1) и (2) следует, что Da,b = Db,r, тогда 
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Теперь разъясним суть алгоритма Евклида. Делим a на b, получаем a = bq + r, тогда 
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b

b

a

Ù

=

Ù

. Если  r = 0, то  а / b и 
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, то  продолжим процесс деления аналогичным образом. Этот процесс завершится, так как последовательность остатков r, r1, r2, … , rn  монотонно убывает, оставаясь неотрицательной. Через конечное число шагов получится остаток, равный нулю. Имеем следующую цепочку равенств: 
[image: image39.wmf].

0

1

Ù

=

×

×

×

=

Ù

=

Ù

=

Ù

n

r

r

r

r

b

b

a

 Последний отличный от нуля остаток в алгоритме Евклида и будет НОД чисел a и b.
Необходимое и достаточное условие того, что некоторое число 
[image: image40.wmf]D

 является наибольшим общим делителем чисел a и b.

 Заметим, что если 
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Теорема 2:

Некоторое число 
[image: image44.wmf]D

, являющееся общим делителем чисел a и b, тогда и только тогда является НОД чисел a и b , когда частные от деления a на 
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 и b на 
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 являются взаимно простыми числами.
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Используя принятую символику,  запишем:

Для доказательства теоремы покажем, что если 
[image: image48.wmf]l

 – некоторое натуральное число, то 
[image: image49.wmf](

)

b

a

b

a

l

l

l

Ù

=

×

Ù

. Применим алгоритм Евклида:  a = bq + r, где 
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[image: image51.wmf]l

: 
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 bq + 
[image: image54.wmf]l

 r, 
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 r < 
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 b. Таким образом, все числа, фигурирующие в алгоритме Евклида, приводящего к числу 
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 раз. В частности имеем: 
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Доказательство теоремы 2:

1) Пусть 
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[image: image64.wmf](

)

D

=

Ù

D

=

D

Ù

D

=

Ù

b

a

b

a

b

a

 из чего следует, что 
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2)Обратно, если 
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Наименьшее общее кратное.

 Докажем следующее свойство НОК: 

Любое общее кратное чисел a и b делится на 
[image: image68.wmf]k
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Пусть 
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 и  s – общее кратное a и b. Докажем, что s / k. Предположим противное, то есть s на  k не делится, тогда s = kn + r, 0 < r < k. Имеем: s / a, s / b; k / a, k / b , значит r / a и r / b (теорема о делимости разности). Получили, что r – общее кратное a и b, но r < k, что означает, что оно не может быть общим кратным a и b, поскольку k – НОК (a; b). Следственно, предположение о том, что s не делиться на k неверно. Значит, s / k .

Теорема 3:
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Если 
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(Очевидное применение теоремы: 
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 – способ для вычисления НОК чисел a и b).

Доказательство теоремы 3:

Число ab – общее кратное чисел a и b, тогда ab / k, т.е. ab = kc. С другой стороны 
[image: image74.wmf]k
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, следовательно, k / a и k / b, т.е. k = am, k = bn.
Имеем: 
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С другой стороны, поскольку 
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Сравнивая (1) и (2), получаем, что 
[image: image87.wmf]k

ab

D

=

.

Следствие 1.

Если 
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Следствие 2.
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Действительно, 
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Лемма.

Любой общий делитель чисел a и b является делителем числа 
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Доказательство:
Пусть 
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Теорема 4.

Если число попарно просто с двумя другими, то оно взаимно просто с их произведением, т.е. Если 
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Доказательство теоремы 4:
Из того, что 
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Пусть 
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Имеем: 
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Задачи.


Начнём этот раздел с решения двух простейших задач, потому что их результат будет часто использоваться в дальнейшем.

Задача 1.


Доказать, что сумма двух взаимно простых чисел взаимно проста с их произведением.


Пусть a и b таковы, что 
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Покажем, что 
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План решения: 1) покажем, что 
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   2) покажем, что 
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потом, используя теорему 4, сделаем вывод: 
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1) Предположим противное, т.е. 
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 Вычтем из первого равенства системы второе: 
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Имеем: 
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Из двух последних равенств по теореме 4: 
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Задача 2.


Доказать, что два последовательных натуральных числа являются взаимно простыми.


Пусть даны числа n и n + 1; 
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Задача 3.


Доказать, что дробь 
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Покажем, что 
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. Имеем: 
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. Поскольку n + 1 и n + 2 – два последовательных натуральных числа, то 
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[image: image151.wmf](

)

(

)

3

2

2

1

+

=

+

+

+

n

n

n

, тогда сумма чисел n + 1 и n + 2 взаимно проста с их произведением, т.е. 
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 и данная в задаче дробь несократима.
 

Задача 4.


Сумма двух чисел 56, а их НОК – 105. Найти эти числа.

Запишем условия задачи в виде системы: (1)
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 Пусть для определённости x < y.

Пусть 
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, тогда система (1) перепишется в виде: 
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 Поскольку 
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 (задача 1), тогда
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Заданным в системе условиям удовлетворяют 
[image: image162.wmf],
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Ответ: 21 и 35.

Задача 5.


Найти натуральные числа a и b, удовлетворяющие следующей системе:
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По теореме 2 имеем: 
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По следствию 2: 
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 Из трёх последних условий следует 
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Имеем: при 
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[image: image187.wmf]15

=

Ù

b

a

, тогда 
[image: image188.wmf].

60

4

15

;

45

3

15

=

×

=

D

=

=

×

=

D

=

b

a

b

a


Ответ: 
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Задача 6.


Найти все пары чисел 
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Решение:
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Выполним подстановку: 
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Имеем следующие пары вида (
[image: image200.wmf]b
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): (1; 24), (24; 1), (3; 8), (8;3).
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Ответ: (513;1368); (1008;378).

Задача 7.


Найти все пары натуральных чисел 
[image: image215.wmf](
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Решение:

Имеем: 
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 (следствие 2), тогда данное в условии равенство запишется: 
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Ответ: (1;773), (7;665), (35;133).

Задача 8.


Одно из двух чисел 6, а их НОК – 96. Найти второе число.

Имеем: 
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Предположим, что 
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Ответ: 
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Задача 9.


Найдите НОД чисел a и b, если 
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Попытаемся представить данные числа в виде: 
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Заметим, что, например, число 111111 можно записать так: 
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Осталось убедиться, что 
[image: image281.wmf](
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. Это так, потому что число 2 – простое, а число 1050 + 1 оканчивается единицей, следовательно,  1050 + 1 не делится на 2.

Таким образом: 
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Задача 10 (Представлена в разделе заданий для школьных олимпиад дидактических материалов по алгебре для 9-го класса. Авторы Ю.Н. Макарычев и др.).


Пусть a и b натуральные числа и 
[image: image283.wmf]b
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. Доказать, что если дробь 
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 несократима, то несократима так же и дробь 
[image: image285.wmf]b

a

.

Предположим противное, т.е. дробь 
[image: image286.wmf]b
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 – сократима, тогда числа a и b имеют общий делитель. Пусть это 
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 – сократима, что противоречит условию задачи, следовательно, предположение неверно и дробь 
[image: image293.wmf]b
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 несократима.

Вторая часть.
Во второй части работы я рассмотрю задачи, решаемые с помощью сравнений. Поскольку сравнения в школе не изучаются, разберём свойства сравнений более подробно.

Числа, сравнимые по натуральному модулю.

Определение: Будем говорить, что числа a и b сравнимы по натуральному  модулю m, если они дают один и тот же остаток при делении на m.

Факт сравнимости чисел a и b по модулю m будем записывать:  а ≡ b(mod m) или, для краткости, так: а ≡ b(m).    

Например, 2 ≡ 5(3),  так как  2 = 3ּ0 + 2, а 5 = 3ּ1 + 2. Запись 5 ≡ 2(3) можно трактовать следующим образом: «число 5 при делении на 3 дает в остатке 2».

Необходимое и достаточное условия сравнимости чисел по модулю m.

 Теорема*: Числа a и b сравнимы по модулю m тогда и только тогда, когда их разность делится на m, то есть, а ≡ b(m) 
[image: image294.wmf]Û

 а – b = km, k
[image: image295.wmf]Î

Z.

Доказательство теоремы*: 

1) Пусть а ≡ b(m), из чего следует, что а = mq + r, b = mq1 + r, где  0 ≤ r < m, тогда a – b = m(q – q1), т. е. a – b = km, где k = (q – q1), k
[image: image296.wmf]Î

Z.

2) Пусть а – b = km, тогда a = km + b; пусть b = mq1 + r, 0 ≤ r< m, получим: 
a = km + mq1 + r = mq + r, где q = k + q1. 
Имеем: b = mq1 + r, 0 ≤ r< m;  a = mq + r, 0 ≤ r< m, то есть числа  a и b дают один и тот же остаток при делении на m, следовательно (по определению) 

а ≡ b(m).

Свойства сравнений.

Из определения вытекают следующие три свойства:

а ≡ а(m) – рефлексивность;

если а ≡ b(m), то b ≡ а(m) – симметричность;

если а ≡ b(m), а  b ≡ с(m), то а ≡ с(m) – транзитивность.

Можно заметить, что свойства сравнений схожи со свойствами равенств, рассмотрим еще ряд свойств:

10. Сравнения можно почленно складывать и вычитать:

если а ≡ b(m)  и  с ≡ d(m), то (а ± c) ≡( b ± d)(mod m).

Действительно: по теореме* можно записать:  a – b = mk1 и  c – d =  mk2.  Складывая почленно эти равенства, получим: (a + c) – (b + d) = m (k1 + k2) = mk, что означает 

(a + c) ≡ (b + d)(mod m). Для случая вычитания доказательство аналогичное.

20. К обеим частям сравнения можно прибавлять и из обеих частей вычитать целое число:

            если а ≡ b(m) и с
[image: image297.wmf]Î

Z, то(a ±c) ≡(b ± c)(mod m).
а ≡ b(m) 
[image: image298.wmf]Þ

a – b = km (теорема*) или a – b + c – c = km, (a + c) – (b + c) = km, что означает  (a + c) ≡(b+ c)(mod m). Для случая вычитания доказательство аналогичное.


30. Члены сравнения можно переносить из одной части в другую с противоположным знаком.

Пусть а ≡ b(m), и b ≡ b(m). Вычтем почленно из первого сравнения второе: (a – b) ≡0(m).


 40. Обе части сравнения можно умножать на одно и то же целое число:

                      если а ≡ b(m) и с
[image: image299.wmf]Î

Z, то (ac) ≡ (bc)(mod m). Доказывается аналогично.

             50. Сравнения можно почленно перемножать:


                      если а ≡ b(m) и с ≡ d(m), то(ac) ≡(bd)(mod m).  
Действительно: из условия следует, что a = k1m + b, c = k2m + d. Перемножим эти равенства почленно: ac =( k1m + b)( k2m + d) = m(k1k2m + k1d + bk2) + bd = mk + bd. Имеем: ac = mk + bd или ac – bd = mk, то есть (ac) ≡(bd)(mod m) (теорема*).

             60. Обе части сравнения можно возводить в одну и ту же степень:

                    если а ≡ b(m), то  ар ≡ bр(m). Это свойство вытекает из свойства 50.

             70. Обе части сравнения и модуль можно умножать на одно и то же целое число:

                    если а ≡ b(m) и с
[image: image300.wmf]Î

Z, то (ac) ≡(bc)(mod mc).
Действительно: а ≡ b(m) 
[image: image301.wmf]Þ

 a – b = km (теорема*), ac – bc = kmc 
[image: image302.wmf]Þ

(ac) ≡(bc)(mod mc).
              80. К любой части сравнения можно прибавить (или отнять от нее) любое число, кратное модулю:


     если а ≡ b(m), то (a ± km) ≡ b(m), k
[image: image303.wmf]Î

Z.
Сложим сравнение а ≡ b(m) с очевидным сравнением km ≡o(m), получим (a +  km) ≡ b(m).

              90.  Если а ≡ b(m), а1 ≡ b1(m),  а2 ≡ b2(m),…,аn ≡ bn(m) и x ≡ y(m), то

(axn + а1xn – 1+ … + an) ≡ (byn + b1yn – 1+ … + bn) (mod m). 

Это обобщение свойств 10 и 50. Примем это свойство без доказательства.

Отношение сравнимости целых чисел по модулю m задаёт разбиение Z на m классов: все числа, дающие при делении на m остаток 0, 1, 2,…, m – 1, 
[image: image304.wmf]m
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0

. Все числа, попавшие в один класс, сравнимы между с собой по модулю m, а в разные классы – не сравнимы. 
 
При решении задач с помощью сравнений мы будем заменять «большие» числа на «меньшие» или их остатки при делении на m, поскольку все числа класса обладают одним и тем же свойством – дают один и тот же остаток при делении на m.

Задачи.

Задача 1 (11).

Вычислить остаток при делении на 7 числа 247349.
247 = 7·35 + 2, поэтому 247 ≡ 2(7), 247349 ≡ 2349(7) (свойство 60). Изучим остатки степеней «двойки» при делении на 7: 21 ≡ 2(7),





 22 ≡ 4(7),





 23 ≡ 1(7)  
[image: image305.wmf]Þ

 23n ≡ 1(7) (свойство 60),






23n+1 ≡ 2(7),







23n+2 ≡ 4(7). 
Иными словами, показателем «двойки» могут быть числа только трёх видов: 3n, 3n+1,    3n + 2. Установим вид числа 349 по модулю 3: 349 = 3·116+1, т.е. имеет вид 3n+1, поэтому 2349 ≡ 2(7); Имеем: 2349 ≡ 247349 ≡ 2(7).
Ответ: 2.

Задача 2 (12).


При каких натуральных значениях n разность 
[image: image306.wmf]1
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 делится на 9?
Переформулируя задачу, найдём значение n, при которых 
[image: image307.wmf])
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[image: image308.wmf])
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21 ≡ 2(9),

22 ≡ 4(9),

23 ≡ 8(9),

24 ≡ 7(9),

25 ≡ 5(9),

26 ≡ 1(9)
[image: image309.wmf]Þ

26k  ≡ 1(9) (свойство 60); значит, 
[image: image310.wmf]k
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, 
[image: image311.wmf]N
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.
Ответ: 
[image: image312.wmf]k
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Задача 3 (13).


Доказать, что сумма 
[image: image314.wmf]1
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 делится на 8 при n – нечётном; найти остаток от деления на 8, если n – чётное.

7 ≡ 7(8), тогда 7 ≡ (7–8)(8) (свойство 80 – вычитание числа кратного модулю).

Имеем: 7 ≡ ​– 1(8) 
[image: image315.wmf]Þ

7n ( (–1) n(8) (свойство 60).
Если n – нечётное, то 7n ≡ – 1(8) или 
[image: image316.wmf])
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[image: image317.wmf]1
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Если n – чётное, то 7n ≡ 1(8), тогда 
[image: image318.wmf])
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. Остаток равен двум.

Задача 4 (14).

Найти остаток от деления на 13 суммы 
[image: image319.wmf]1
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[image: image320.wmf]N
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31 ( 3(13),

32 ( 9(13),

33 ( 1(13) 
[image: image321.wmf]Þ

 33k ( 1(13) (свойство 60),


33k+1 ( 3(13),



33k+2 ( 9(13).
Если 
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если 
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если 
[image: image326.wmf]2
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Имеем: 
если 
[image: image328.wmf]k
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  если 
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  если 
[image: image332.wmf]2
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[image: image333.wmf])

13

(

0

)

1

3

9

(

º

+

+

º

s

.

Ответ: Если n кратно 3, то остаток 3;

если 
[image: image334.wmf]1
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если 
[image: image335.wmf]2
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Задача 5 (15).

Доказать, что при любом натуральном n 
[image: image336.wmf]n
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 делится на 5. 
1) 21 ≡ 2(5),

    22 ≡ 4(5),

    23 ≡ 3(5),

    24 ≡ 1(5)
[image: image337.wmf]Þ



 EMBED Equation.3  [image: image338.wmf])
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[image: image339.wmf]N
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 (свойство 60)

2) 31 ≡ 3(5),

    32 ≡ 4(5),

    33 ≡ 2(5),

    34 ≡ 1(5)
[image: image340.wmf]Þ
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[image: image342.wmf]Þ
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[image: image344.wmf]N
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3)Умножим 2 ≡ 2(5) на 
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(свойство 50), получим 
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4) Вычтем из 
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Это означает, что данная разность делиться на 5 при любом 
[image: image350.wmf]N
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Задача 6 (16).


Доказать, что число 
[image: image351.wmf]30
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[image: image352.wmf]N
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.
Очевидно, что при делении на 30 число n может давать 30 остатков: 0, 1, 2,…, 29, поэтому метод «перебора» вариантов выглядит нерациональным.


Рассмотрим следующую теорему:

Если a/b, a/c и 
[image: image353.wmf]1
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, то 
[image: image354.wmf]bc
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Доказательство теоремы:  


Из условия теоремы следует, что 
[image: image355.wmf]1
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[image: image356.wmf]2
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. Зная, что любое общее кратное чисел делится на их НОК, имеем 
[image: image359.wmf]bc
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Применим эту теорему для решения задачи 6:

Достаточно доказать, что 
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1) Для случая m = 2:
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 Вычитая из 
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2) m = 3:
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3) m = 5 (доказывается аналогично).

Число 
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Ответ: 
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Задача 7 (17).


Найти все значения 
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51 ≡ 5(7),

52 ≡ 4(7),

53 ≡ 6(7),

54 ≡ 2(7), (*)
55 ≡ 3(7),

56 ≡ 1(7) 
[image: image388.wmf]Þ
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Ответ: 
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Задача 8 (18).


Доказать, что число 
[image: image393.wmf]1

5

5

2

+

+

=

n

n

A

 делится на 31, если число n не кратно 3.

51 ≡ 5(31),

52 ≡ 25(31),

53 ≡ 1 (31) 
[image: image394.wmf]Þ

 53n ≡ 1(31),



 53n+1 ≡ 5(31),



 53n+2 ≡ 25(31).

Имеем:
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Ответ: если 
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Задача 9 (19).

Найти, при каких значениях x и y число 
[image: image410.wmf]2
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 делится на 99.
Можно установить, при каких значениях x и y данное число N делится на 9 и на 11 одновременно. 

Выведем признак делимости на 11. Очевидно, что 
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Пусть 
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 (в общем виде доказательство аналогично).
Найдём остаток от деления числа N на 11:
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Рассматривая полученный остаток, можно прийти к выводу: чтобы число N делилось на 11 необходимо и достаточно, чтобы его знакочередующаяся сумма цифр делилась на 11.
т.е. если
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Перейдём к решению задачи 9:

Установим, при каких значениях x и y число 
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Оценим суммы: 
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Имеем:


[image: image434.wmf]î

í

ì

=

=

Ï

Ï

Ï

=

=

=

-

=

î

í

ì

=

-

=

+

Ú

î

í

ì

=

-

=

+

Ú

î

í

ì

-

=

-

=

+

Ú

î

í

ì

-

=

-

=

+

.

2

,

9

,

,

,

,

18

2

,

9

2

,

7

2

,

2

2

,

7

,

11

7

,

2

4

,

11

4

,

2

y

x

N

x

N

x

N

x

x

x

x

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x


Ответ: при 
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, т.к. при этих значениях x и y оно делится на 9 и 11. 
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ТРЕТЬЯ ЧАСТЬ.
Задачи для самостоятельного решения.

В своей работе я привёл решения задач по разбираемым темам. Теперь я предлагаю ряд задач для самостоятельного решения тем, кого заинтересовала данная проблематика.

1. Докажите, что число 20092008 – 20062007 делится на 5.

2. Докажите, что если (
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3. Имеется 555 гирь массой 1г, 2г,…,555г. Разложите их на 3 кучки, равные по массе.

4. Подсчитайте количество натуральных чисел, не превосходящих 120 и взаимно простых с ним. Попробуйте это сделать для чисел, не превосходящих р, 
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5. Найдите все тройки натуральных чисел 
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, удовлетворяющих условию 
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6. Докажите, что все числа вида 
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, удовлетворяют уравнению 
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. Найдите среди них такие, что 
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 имеет наименьшее значение.
7. Докажите, что остаток от деления простого числа на 30 есть простое число или единица.

8. Докажите, что число 
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