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Введение.
Введение комплексных чисел в математику произошло вследствие отыскания метода извлечения квадратного корня из отрицательного числа. Этот факт объясняет первое название этих чисел – мнимые числа, не имеющие право на формальное существование, но активно использующиеся в алгебре и геометрии. 

  Комплексными мнимые числа впервые назвал математик Гаусс, доказавший основную теорему алгебры, о том, что каждый многочлен имеет хотя бы один действительный корень. Именно он дал их геометрическую интерпретацию. Теперь числа и функции комплексной переменной играют исключительно важную роль во многих разделах математики и физики.
  Целью настоящей работы является изучение в целом нового для школьного курса математики ряда вопросов, связанных с комплексными числами и, особенно, с их применением при решении алгебраических уравнений произвольного порядка и решения геометрических задач повышенной сложности.

  Работа состоит из  нескольких частей, главной из которых является практическая. В теоретической части даются основные определения и теоремы, связанные с указанной тематикой.

  Завершает работу список литературы, просмотренной автором.
Основные понятия и факты.
Комплексные числа и их применение.

  Комплексные числа, числа вида х + yi, где х и у - действительные числа, а i - так называемая мнимая единица (число, квадрат которого равен -1); х называют действительной частью, а у - мнимой частью. 

  Во множестве комплексных чисел x + yi (x  и y принимают всевозможные действительные значения) равенство
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имеет место тогда и только тогда, когда 


[image: image2.wmf],

x

x

¢

=

   
[image: image3.wmf],

y

y

¢

=


сумма и произведение определяются так: 
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примем дополнительное соглашение: 
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  Во множестве комплексных чисел содержатся все действительные числа 
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, квадрат которого в силу определения произведения комплексных чисел равен -1:   
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  Операции вычитания и деления определяется как операции, обратные сложению и умножению.
  Свойства:
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где 
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 -  произвольные комплексные числа.
   Модулем 
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 комплексного числа 
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 называется арифметическое  значение выражения 
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аргументом 
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 комплексного числа 
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 называется число φ, определяемое соотношениями
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  Аргумент числа 
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 имеет бесконечное множество значений. Если 
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 - одно из значений аргумента 
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где  k принимает все целые значения.
  Из предыдущих формул следует 
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– тригонометрическая  форма комплексного числа.
  Имеют место следующие формулы: если
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(n – целое число); в частности, если 
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    (Формула Муавра).

  Комплексные числа 
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 называются сопряженными.   Свойства сопряженности: 
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Если 
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  Пусть на плоскости введена декартова прямоугольная система координат. Поставим в соответствие комплексному числу 
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точку M(x, y).Это соответствие взаимно однозначно.

  Число z называется аффиксом точки M. Точку, имеющую аффикс z, будем обозначать так: M(z) или M = (z). 
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Если 
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 - аффиксы точек A,B,C в декартовой прямоугольной системе координат, то площадь треугольника 
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 вычисляется по формуле
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                    Рис.1
 EQ 

 EQ В частности, необходимое и достаточное условие коллинеарности трех точек 
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Две, три и более точек называются коллинеарными, если они лежат на на одной прямой.
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  Преобразование, при котором точке 
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является преобразованием подобия первого рода (т.е. преобразованием, не меняющим ориентации плоскости). В самом деле,
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и переход от точки 
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совершается в результате переноса 
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, состоящего в повороте вокруг начала координат на угол 
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 и гомотетии с центром O и коэффициентом |a|. Все это – преобразования подобия первого рода.

  Преобразование, при котором точке
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, является подобным преобразованием второго рода (т.е. преобразованием, меняющим ориентацию на противоположную). В самом деле, это преобразование состоит из симметрии 
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 относительно оси Ox и преобразования 
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, которое сводится к переносу, повороту и гомотетии. Из всех этих преобразований только симметрия относительно оси Ox меняет ориентацию плоскости.
   Гомотетия - преобразование, в котором каждой точке М (плоскости или пространства) ставится в соответствие точка M', лежащая на OM, О - фиксированная точка (рис. 1), называемая центром гомотетии, причём отношение OM' : OM = l одно и то же для всех точек М, отличных от О.

[image: image66.png]




Рис.2

  Из сказанного следует, что если заданы два треугольника 
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 и 
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 аффиксами своих вершин:
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то необходимое и достаточное условие того, что эти треугольники 
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 и 
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 подобны и одинаково ориентированы, имеет вид
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а необходимое и достаточное условие того, что треугольники 
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 и 
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 подобны, но противоположно ориентированы:
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  Рассмотрим две различные точки 
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  Поэтому это уравнение можно назвать уравнением прямой 
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 Отношение
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будем называть комплексным угловым коэффициентом прямой 
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Условия коллинеарности прямых.
  Две прямые 
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коллинеарны тогда и только тогда, когда 
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  Два вектора называются коллинеарными, если они лежат на параллельных прямых или на одной прямой.

Условия перпендикулярности прямых.

Две прямые p и q, заданные уравнениями
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перпендикулярны тогда и только тогда, когда 
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Уравнение всякой прямой может быть записано в виде
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где С - действительное число и 
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  Если стороны треугольника ABC заданы уравнениями
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где 
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  Результат не изменится, если левые части уравнений (BC),(CA),(AB) умножить на любые комплексные числа, отличные от нуля. Площадь S треугольника ABC вычисляется по формуле 
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Определители третьего порядка.

Определителем третьего порядка называется число, определяемое следующим образом:


[image: image104.wmf];

2

3

1

3

1

2

1

2

3

2

1

3

1

3

2

3

2

1

3

3

3

2

2

2

1

1

1

c

b

a

c

b

a

c

b

a

c

b

a

c

b

a

c

b

a

c

b

a

c

b

a

c

b

a

-

-

-

-

+

=

=

D

                               (1)


[image: image105.wmf]i

i

i

c

b

a

;

;

: называются элементами определителя:

  Основные свойства определителя:
1. При замене строк столбцами определитель не меняется:
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2. При перестановке двух любых столбцов определитель меняет знак, сохраняя абсолютную величину.

3. Если в определителе две строки или два столбца, то он равен 0.

4. Если все элементы какого-то столбца или строки равны нулю, то определитель равен нулю.

5. Определитель не меняется, если к любому его столбцу прибавить линейную комбинацию двух других столбцов.

Алгебраическим дополнением элемента определителя называется коэффициент при этом элементе в формуле (1). Например, алгебраическое дополнение для элемента 
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, назовем его 
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 определителя  (1) есть 
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6. Всякий определитель равен сумме произведений элементов любого столбца на соответствующие алгебраические дополнения:


[image: image110.wmf].
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Симметрические многочлены.

При решении практических задач в работе возникают симметрические многочлены, определения которых даны ниже.

Для трех чисел  
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  Для четырех чисел 
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  В заключение работы рассмотрим несколько более традиционных для школьной математики типов задач, использующих методы теории комплексных чисел.

Предпошлем решению задач несколько понятий, используемых в дальнейшем.

Число 
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 называется корнем степени  
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 из числа 
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 можно представить в тригонометрической форме:
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Уравнение 
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Итак, все решения уравнения 
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  Рассмотрим алгебраическое уравнение степени 
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 с комплексными коэффициентами, т.е. уравнение вида
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  Число 
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 называется решением или корнем уравнения, если при подготовке 
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 вместо 
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 в уравнение получается верное равенство.

Общий вид алгебраического уравнения первой степени:
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Очевидно, что оно имеет одно и только одно решение 
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  Уравнение второй степени (квадратное уравнение) в общем виде записывается так:
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Его корни находятся по формуле:
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здесь под 
[image: image148.wmf]D

 понимаются все значения корня.
Практическая часть

Задача 1.
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                       Рис.3
  Дано:  ABC – произвольный треугольник; G  -  точка пересечения его медиан (центр тяжести); H – точка пересечения высот (ортоцентр); O – центр описанной окружности  (O) = (ABC); 
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 - соответственно середины сторон BC, CA, AB; 
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 - основания высот; 
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 соответственно середины отрезков AH, BH, CH (точки Эйлера); 
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 - соответственно точки, симметричные ортоцентру H относительно прямых BC, CA, AB.

  Доказать:  

1. Точки O,G,H коллинеарны и  
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2. Точки  
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 лежат на одной  и той же окружности 
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 (окружность Эйлера или окружность девяти точек треугольника ABC). Центром окружности  
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является середина отрезка OH, а радиус окружности 
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 равен 
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, где R – радиус окружности, описанной около треугольника ABC.
3. Точки 
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 лежат на описанной окружности.

  Решение:

  1.Примем окружность (ABC) за единичную окружность. Пусть a,b,c – соответственно аффиксы точек A, B, C. Докажем, что a+b+c – аффикс ортоцентра H треугольника ABC. 
   Угловой коэффициент прямой BC равен 
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Угловой коэффициент прямой, соединяющей вершину A(a) с точкой M, имеющей аффикс a+b+c, таков:
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Отсюда 
[image: image165.wmf]0
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и, значит, 
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. Аналогично доказывается, что 
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.   Значит, M – точка с аффиксом a+b+c – совпадает с точкой H пересечения высот треугольника ABC.
 Далее, аффикс точки G:
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 Отсюда и из того, что аффикс точки H равен a+b+c, следует, что
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т.е. точки O, G, H коллинеарны.

  2. Середины 
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 сторон BC, CA, AB имеют аффиксы 
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Пусть E – середина отрезка OH. Ее аффикс
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  Так как 
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Итак, середины 
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 отрезков BC, CA, AB отстоят от середины отрезка OH на одинаковые расстояния, равные 
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Далее, уравнения прямых AH и BC имеют вид
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  Складывая эти уравнения, найдем аффикс 
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Отсюда


[image: image184.wmf]2

2

1

2

2

2

R

a

bc

a

EA

=

=

-

=

-

=

e



[image: image185.wmf](
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Итак, точки 
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 лежат на окружности, центром которой является середина отрезка OH, а радиус равен 
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   Далее, аффиксы середин 
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 отрезков AH, BH, CH соответственно таковы
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Отсюда
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  Итак, все девять точек 
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 лежат на окружности (E, 
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), центром E которой является середина отрезка OH, а радиус равен 
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   3. Вернемся к уравнению прямой AH:
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Проходящей через точку A  перпендикулярно BC. Найдем аффиксы точек пересечения этой прямой с единичной окружностью 
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Имеем 
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Один из корней этого уравнения z=a (аффикс точки A); другой 
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 (точка N с этим аффиксом лежит, конечно, на единичной окружности, это можно проверить, замечая, что 
[image: image201.wmf]1

=

-

a

bc

).

  Докажем, что середина отрезка HN совпадает с точкой 
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. В самом деле, аффикс этой середины
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Таким образом, точка N совпадает с точкой 
[image: image204.wmf]4
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  Аналогично доказывается, что высоты, выходящие из вершин B и C, пересекают окружность (ABC) в точках 
[image: image205.wmf]4
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 и 
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, симметричных ортоцентру H  относительно сторон CA и AB.
Задача 2.
[image: image207.png]






Рис.4
Дано: 
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 треугольника 
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 относительно его сторон BC, CA, AB.
Найти:  При каком необходимом и достаточном соотношении между углами 
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Решение:

  Примем окружность 
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  Найдем аффикс 
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Уравнение прямой, проходящей через точку B перпендикулярно AC:
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  Из уравнения AC  и этого уравнения находим аффикс проекции точки B на прямую AC:
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  Аффикс 
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  Составляем уравнение прямой   
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Имеем 
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  Аналогично запишутся уравнение прямых 
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  Обозначаем через K,L,M  точки пересечения прямых 
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  Рассмотрим произведение:
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Отсюда следует, что последний множитель 
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так что
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  Итак,
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  Прямые  
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  Отсюда следует, что треугольник ABC тупоугольный, так как OH>R, т.е. ортоцентр H лежит вне окружности (ABC).
  Треугольник для которого 
[image: image264.wmf].
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, может быть построен так: строим две концентрические окружности 
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  Точка G – точка пересечения медиан треугольника ABC. Соединяем точку A с точкой G и на продолжении отрезка AG за точку G откладываем отрезок 
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Условие возможности построения состоит в том, чтобы точка 
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 пересекаются в точках  P и Q . Точка A может поэтому описывать открытую дугу PRQ окружности 
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 EMBED Equation.3  [image: image290.wmf].
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Откуда 
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  Условие 
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И еще иначе (
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(отсюда также следует, что треугольник ABC тупоугольный).
Задача 3.

Найти все значения 
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Решение.

  Запишем число 
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 Применяя формулу подсчета корней, получаем:
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 Следовательно
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точки, соответствующие числам 
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, расположены в вершинах правильного шестиугольника, вписанного в окружность радиуса 3 с центром в точке 
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Рис.5

Задача 4.

Решить уравнение 
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Решение:

  По формуле (2) находим


[image: image316.wmf].

2

3

3

2

12

9

3

+

-

=

-

+

-

=

z


Если 
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Задача 5.

Решить уравнение
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Решение:

  По формуле для корней квадратного уравнения имеем
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Для определения всех значений 
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тогда 
[image: image324.wmf]2

2

2

4

3

y

i

y

x

x

i

-

×

×

+

=

-

 и, следовательно, 
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 удовлетворяют системе уравнений
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Причем 
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 - действительные числа. Система имеет два действительных решения 
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 EMBED Equation.3  [image: image331.wmf]1
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Задача 6.
Решить уравнение
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Решение:

  Решая данное уравнение как кубическое, найдем делители свободного члена, убедимся, что 
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 является целым корнем уравнения. Делим левую часть уравнения на 
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решая квадратное уравнение
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получаем остальные корни. Итак    
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Заключение

В школьной математике действительные числа связываются с векторами, лежащими на одной и той де прямой (оси OX), в связи с чем возникает геометрическая форма правил действий над ними, сводящая эти действия к операциям над векторами. Ясно, что такой подход позволяет рассматривать всевозможные векторы на плоскости как изображающие числа более общего вида – комплексные, которые лишь в частном виде сводятся к действительным. Распространяя на векторы на плоскости операции, применявшиеся к векторам на прямой, мы ввели действия сложения и  умножения (а затем и обратные действия – вычитание и деление) и убедились в том, что они подчиняются тем же законам, что и действия над действительными числами. 

Выпускная работа показывает различные применения теории комплексных чисел как при доказательстве тех или иных утверждений теоретического характера, так и в непосредственном вычислении корней уравнении, координат вершин правильных многоугольников и т.п. задач.

Разумеется в ней отражены не все вопросы рассматриваемой теории (не изучались отображения, дифференцируемость и интегрируемость этих отображений), однако и представленный материал достаточно отражает красоту и целесообразность методов теории комплексных чисел.
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