 Исторический экскурс

         Уже древние вавилоняне для облегчения своих вычислений составляли таблицы обратных значений чисел, таблицы квадратов и кубов чисел и даже таблицы для суммы квадратов чисел и их кубов.

      Математики Древней Греции старались не выражать величин числами    (они знали, что существуют несоизмеримые отрезки,  а понятия иррационального числа у них не было. Но всё же многие их исследования оказались весьма полезными, когда через два тысячелетия стало формироваться общее понятие функции.
       Долгое время понятие функции применялось, не имея определённого названия. Из-за этого одни  и те же   рассуждения повторялись заново, и каждый учёный представлял их по-своему. Возникла необходимость введения нового термина, который позволил бы уточнить понятие и отсечь все случайное и несущественное.
        Термин «функция»  появился в одной из рукописей Готфрида Вильгельма Лейбница в 1673 году. Однако, он употреблял этот термин в очень узком смысле. Речь шла об отрезках касательных к кривым, об их проекциях на оси координат и о «другого рода линиях, выполняющих для данной фигуры некоторую функцию».

           В 1718 году Иоганн Бернулли впервые даёт определение функции, свободное от геометрических представлений: « функцией переменной называется количество, образованное каким угодно способом из этой величины постоянных». Под  « каким угодно способом» во времена Бернулли понимали арифметических операции, операции извлечения корней, тригонометрические и обратные тригонометрические, показательные и логарифмические « операции», а также их различные комбинации. Такие функции теперь называют элементарными.
Леонард Эйлер в своём учебнике  « Введение в анализ бесконечно малых»(1748), по которому учились целые поколения математиков. Воспроизводит определение Бернулли, несколько его уточняя: «Функция переменного количества есть аналитическое выражение, составленное каким-либо образом из этого переменного  количества и из чисел или постоянных количеств». Как видно, в этом определении функция попросту отождествляется с тем аналитическим выражением, которым она задаётся.
           Наряду с «явными» функциями, Эйлер рассматривал и «неявные», определяемые неразрешёнными уравнениями. В то же время - в связи с знаменитой задачей о колебании струны- Эйлер считал возможным допустить в анализ не только»смешанные» функции. Которые в различных частях промежутка задаются различными аналитическими выражениями, но даже функции, определяемые произвольно начерчёнными графиками. В предисловии к его «Дифференциальному исчислению»(1755) существует ещё более общая, хотя и менее определённая формулировка: «Когда некоторые количества зависят от других, таким образом, что при изменении последних   и сами они, подвергаются изменению то первые называют функциями вторых». 
           В течение ряда десятилетий сущёственного прогресса в определении понятия функции не было. Обычно приписывают Дирихле заслугу выдвижения на первый план идеи соответствия, которая единственно и лежит в основе этого понятия. В187 году он дал такое определение функции «Y» от переменной «X» ( в предложении, что «X» принимает все значения в некотором промежутке): «Если каждому «X» отвечает единственное конечное  «Y»   , то «Y» называется   функцией от «X»  для этого промежутка, при этом вовсе нет необходимости, чтобы «Y» во всем этом промежутке зависело от «X» по одному и тому же закону, и даже не обязательно представлять себе зависимость, выражаемую с помощью математических операций». Это определение сыграло важную роль в истории математического анализа.
  Привычное для нас обозначение функции – f(x) – принадлежит Эйлеру.
Определение понятия функция

 Рассмотрим некоторую переменную величину «X».
   Множество {x}, всех значений, которые может принимать данная переменная величина, называется областью изменения этой переменной величины. Переменная величина считается заданной, если задана область её изменения.

   Понятие функции непосредственно связано с понятием взаимно однозначного соответствия элементов двух множеств.

 Пусть задана переменная величина  «X», имеющая областью изменения некоторое множество {x}. Если каждому значению переменной «x»  из множества {x}  ставится в соответствие некоторое число «Y» , то говорят, что на множестве {x} задана функция «Y=Y(X)» или Y=f(x).
 В общем случае можно говорить о соответствии между элементами некоторых двух множеств: если каждому элементу «x» множества  «A» поставлен в соответствие по некоторому  закону «f»  единственный элемент  «Y» множества  «B», то на множестве «A»  определена функция «Y=f(x)».
      При этом величина «x» называется АРГУМЕНТОМ или независимой переменной, а величина «y» ФУНКЦИЕЙ или зависимой переменной.

          Функция, определённая на множестве «A», называется однозначной, если каждому элементу «x»  по принятому закону  соответствует  только один элемент множества «B», и многозначной, если хотя бы отдельным элементам множества «A» соответствуют по этому закону два или несколько элементов множеств  «B». Если нет специальных оговорок, то функция считается однозначной, в зависимости  от природы множеств «A»  и «B»    различают операторы, функционалы, вектор - функции.

Функция «Целая часть числа», её свойства и график

Функция целая часть числа имеет вид  « y={x}»
1.Функция имеет смысл для всех значений переменной «x», что следует из определения целой части числа и свойств числовых множеств ( непрерывности множества действительных чисел. дискретности множества  целых чисел и бесконечности обоих множеств). Следовательно, её областью определения является  все множество действительных чисел
                                 D {x)=R
2.Функция ни чётная, ни нечётная. Область определения функции симметрична относительно начала координат, но если {x}=a, то {-x}=(а+1), т.е не выполняется ни условие чётности «(f(-x)= -f(x))» ни условие  нечётности (f(-x)=-f(x)).

3.Функция y={x} не периодическая.

4. Множество значений функции  y={x} , это множество целых чисел(по определению  целой части числа)

                                E ({x}) =Z
5. Функция неограниченна, так как множество значений функции – все целые числа, множество целых чисел неограниченно.

6. Функция разрывна. Все целые значения «x» - точки разрыва первого рода с конечным скачком равным «1». В каждой точке разрыва  имеется непрерывность справа.
7. Функция принимает значение  «0» для всех «x», принадлежащих интервалу     
  {0,1),что следует из определения целой части числа. Следовательно, нулями функции  будут все значения этого интервала.

8. Учитывая свойства целой части числа функция  «y={x}»  принимает отрицательные значения при «x»  меньших нуля, и положительные при «х.» больших 1.

9. Функция y={x} кусочно-постоянная и неубывающая.

10. Точек экстремума функция не имеет, так как не меняет характер монотонности.

11. Так как функция y={x} постоянна на каждом интервале {n,n+1}, она не принимает наибольшего и наименьшего значений на области определения.

12. График функции.
                       КУСОЧНЫЕ ФУНКЦИИ.

 В процессе формирования определения понятия функции встречалась мысль о том, что  на разных участках  области определения  она может быть задана разными аналитическими выражениями.

                      ПОНЯТИЕ О КУСОЧНЫХ ФУНКЦИЯХ

На различных участках  числовой прямой функция может быть задана разными формулами. Например:  g(x)= -2,x<-1

                                                X,1<x<3

                                                2, x>3.

       H(x)=2, x<-2,

             -x, -2<x<0,

            X, 0<x<2,

            2, x >2.

Такие функции назовём кусочными. Участки числовой прямо, которые различаются формулами задания, назовём составляющими область определения, а их объединение, очевидно, является областью определения кусочной функции. Точки, которые делят область определения на составляющие, называются граничными точками. Выражения, определяющие кусочную функцию на каждой составляющей области определения, называется  входящими функциями.
    Наличие таких свойств как чётность, нечётность, периодичность нули функции, промежутки знакопостоянства, монотонность, точки экстреума, ограниченность у кусочных функций устанавливается согласно общепринятым определениям, с учётом особенностей  составляющих области определения и входящих функций.

   Кусочная ункция будет непрерывной на некотором промежутке {a,b}, если объединение задающих её участков будет совпадать с этим промежутком и односторонние  пределы в граничных точках будут равны.

       Для того чтобы вычислить значение кусочной функции в заданной точке, необходимо, во-первых, определить, какой составляющей области определения принадлежит эта точка, а, во-вторых, найти значение входящей функции на этой составляющей. 

             Чтобы построить график кусочной функции, нужно:
1. Построить в одной системе координат графики входящих функций,
2. Провести прямые x=a, x=a, x=a, где a-граничные точки,

3. На каждой составляющей области определения (a, a), где i=1…n выбрать тот график, который соответствует входящей функции  на этой составляющей.

4. Выяснить значение функции в граничных точках.

Если каждая входящая кусочной функции является линейной, то будем называть её кусочно-линейной функцией. 
СПОСОБЫ ЗАДАНИЯ ФУНКЦИЕЙ

   Задать функцию означает установить правило (закон),  с помощью которого по данным значениям независимой  переменной следует находить соответствующие им значения функции. Рассмотрим некоторые способы задания функции.
   Табличный способ. Довольно распространённый, заключается в задании таблицы отдельных значений аргумента и соответствующих им значений функции. Такой способ задания функции применяется в том случае, когда область определения функции является дискретным конечном множеством.

   При табличном способе задания функции  можно приближённо вычислить не содержащиеся в таблице значения функции, соответствующие промежуточным значениям  аргумента. Для  этого используют способ интерполяции. Преимущества табличного способа задания функции состоят в том, что он даёт возможность определить те или другие конкретные значения сразу, без дополнительных измерений или вычислений. Однако, в некоторых случаях таблица определяет функцию не полностью , а лишь для некоторых значений  аргумента и не даёт наглядного изображения характера изменения функции в зависимости  от изменения аргумента.
   Графический способ. Графиком функции y=f(x) называется множество всех точек плоскости, координаты которых удовлетворяют данному уравнению.

 Графический способ задания функции не всегда даёт возможность  точно определить численные значения аргумента. Однако он имеет большое преимущество перед другими способами - наглядность. В технике и физике часто пользуются графическим способом задания функции, причём график бывает единственно доступным для этого способом.

  Чтобы графическое задание функции было вполне корректным с математической точно зрения, необходимо указывать точную геометрическую конструкцию графика, которая, чаще всего, задаётся уравнением. Это приводит к следующему способу задания  функции.

 Аналитический способ. Чаще всего закон, устанавливающий связь между аргументом и функцией, задается посредством формул. Такой способ задания функции называется аналитическим.

 Этот способ даёт возможность по каждому численному значению аргумента 

 X найти соответствующее ему численное значение функции «y» точно или с некоторой точностью.
Если зависимость между x и y задана формулой, разрешённой относительно y, т.е. имеет вид y=f(x), то говорят, что функция от x задана в явном виде.

   Функция может быть определена разными формулами на разных участках области своего задания.

  Словесный способ. Этот способ состоит в том, что функциональная зависимость выражается словами.
.
       ФУНКЦИЯ «ДРОБНАЯ ЧАСТЬ ЧИСЛА», ЕЁ СВОЙСТВА И ГРАФИК.
Функция дробная часть числа имеет вид y={x}.
1. Функция имеет смысл для всех значений переменной x,что следует из определения дробной части числа. Таким образом, область определения этой функции все действительные числа

                                           D({x})= R.
2. Функция ни чётная, ни нечётная. Область определения функции симметрична относительно начала координат, но не выполняется ни условие чётности (f(-x)=f(x)), ни условие нечётности ( f(-x)= -f(x)).

3. Функция периодическая с наименьшим положительным периодом T=1.

4. Функция y={x} принимает значения на интервале {0,1), что следует из определения дробной части числа, т.е. 

                               E=({x})={0,1).
5. Из предыдущего свойства следует, что функция у={x} ограничена.    
    6. Функция y={x} непрерывна на каждом интервале {n, n+1),где n- целое, в каждой точке n функция  терпит разрыв первого рода. Скачок равен 1.

   7.Функция y={x} обращается в 0 при всех целых значениях x, что следует из определения функции. То есть нулями функции будут все целочисленные значения аргумента.
  8. Функция y={x} на всей области определения принимает  только положительные значения.
  9. Функция строго монотонно возрастающая на каждом интервале {n, n+1), где  n- целое число.

  10. Точек экстремума функция не имеет, так как не меняет характер монотонности. 
 11. Учитывая свойства 6 и 9, на каждом интервале {n,n+1) функция y={x} принимает минимальное значение в точке n.
12. График функции.
