                           Проективная геометрия.

Основы проективной геометрии
[image: image1.wmf]были заложены в XVII в. Ж. Дезаргом (в связи с развитием им учения о перспективе) и Б. Паскалем (в связи с изучением им некоторых свойств конических сечений). Большое значение для последующего развития проективной геометрии имели работы Г. Монжа (2-я половина XVIII - начало XIX вв.). Как самостоятельная дисциплина проективной геометрии была изложена Ж. Понселе (начало XIX в.). Заслуга Понселе заключалась в выделении проективных свойств фигур в отдельный класс и установлении соответствий между метрическими и проективными свойствами этих фигур. К этому же периоду относятся работы французского математика Ж. Брианшона. Дальнейшее развитие проективной геометрии получила в трудах швейцарского математика Я. Штейнера и французского мА-тематика М. Шаля. Большую роль в развитии проективной геометрии сыграли работы немецкого математика К. Штаудта. Его работами были намечены также контуры аксиоматического построения проективной геометрии. Все эти геометры стремились доказывать теоремы проективной геометрии синтетическим методом, положив в основу изложения проективные свойства фигур. Аналитическое направление в проективной геометрии было намечено работами А. Мебиуса. Влияние на развитие проективной геометрии оказали работы Н. И. Лобачевского по созданию неевклидовой геометрии, позволившие в дальнейшем А. Кэли и Ф. Клейну рассмотреть различные геометрические системы. Развитие аналитических методов обычной П. г. и построение на этой базе комплексной П. г. (немецкий математик Э. Штуди, Э. Картан) поставили задачу о зависимости тех или иных проективных свойств от того тела, над которым построена геометрия. В решении этого вопроса больших успехов добились А. Н. Колмогоров и Л. С. Понтрягин. 
Вначале проективная геометрия имела довольно ограниченный диапазон приложений. Но по мере роста она все более и более проникала в различные геометрические области, а в конце XIX столетия исследования по проективной геометрии и по основаниям элементарной геометрии теснейшим образом объединились.
Замечательным результатом этого объединения было построение в рамках проективной геометрии глубокой теории, которая включила в единую схему геометрии Евклида, Лобачевского и Римана. 
Известный французский геометр Понселе (1788 — 1867) выделил как объект исследования некоторые особые свойства геометрических фигур, названные им проективными. 
Задача изучения проективных свойств фигур привлекла к себе внимание многих геометров, среди которых после Понселе мы отметим Шаля (1793 — 1880) и Штейнера (1769 — 1863). Им принадлежит разработка ряда общих вопросов проективной геометрии, в которых Штейнер, Шаль и сопутствующие им геометры видели возрождение синтетического направления в геометрии. Развивая синтетические методы в противовес аналитическим, эти геометры достигли известных успехов в усовершенствовании аппарата проективной геометрии и в применении его к различным геометрическим задачам. Между тем у Штейнера и Шаля проективная геометрия выглядела как часть элементарной. Превращение проективной геометрии во вполне самостоятельную дисциплину явилось уже делом второй половины XIX столетия. Проективная геометрия-раздел геометрии, изучающий проективные свойства фигур. Отличается от евклидовой геометрии тем, что в ней не используются понятия параллельности, перпендикулярности и равенства отрезков и углов и предполагается, что любые две прямые на плоскости имеют общую точку. Тесно связанная с перспективой, проективная геометрия плоскости занимается изучением свойств и отношений, которые остаются неизменными при проецировании плоской фигуры на другую плоскость. Те, кто изучал только евклидову геометрию, считают очевидным факт, что две прямые, лежащие в одной плоскости и имеющие общий перпендикуляр, параллельны, т.е. не пересекутся, как бы далеко мы их ни продолжали. Однако если мы, например, посмотрим на железнодорожные рельсы, являющиеся параллельными прямыми, то нам безусловно покажется, что они пересекаются на горизонте. Предположив, что любые две прямые пересекаются, мы получаем систему утверждений, столь же логически непротиворечивую, как и отличная от нее система утверждений евклидовой геометрии. Можно было бы ожидать, что геометрия без окружностей, расстояний, углов и параллельности окажется беднее евклидовой геометрии. Этимологически кажется странным, что может существовать геометрия, не имеющая дело с измерениями (ведь само слово "геометрия" произошло от греческого слова, означающего землемерие). Но в действительности возникает очень красивая и сложная система с теоремами, о которых Евклид не мог даже помыслить, поскольку сосредоточенность на измерении увела его совсем в другую сторону. Однако сам переход от аксиом и простейших теорем к "интересным" теоремам проективной геометрии напоминает по духу, если и не в деталях, работы Евклида.
                                         Основные подходы.
Есть три главных подхода к проективной геометрии: независимая аксиоматизация, дополнение Евклидовой геометрии, и структура над полем.

Аксиоматизация.
Проективное пространство можно определить с помощью разного набора аксиом.

1. Существует прямая и точка не на ней. 

2. На каждой прямой есть по крайней мере три точки. 

3. Через две точки можно провести ровно одну прямую. 

4. Если A, B, C, и D — различные точки и AB и CD пересекаются, то AC и BD пересекаются. 

5. Если ABC — плоскость, то существует по крайней мере одна точка не в плоскости ABC. 

6. Две различные плоскости пересекаются по крайней мере в двух точках. 

7. Три диагональные точки полного четырёхугольника не коллинеарны. 

8. Если три точки на прямой X инвариантны по отношению к проективности φ, то все точки на X инвариантны по отношению к φ. 

Проективная плоскость (без третьего измерения) определяется несколько другими аксиомами:

1. Через две точки можно провести ровно одну прямую. 

2. Любые две прямые пересекаются. 

3. Существует четыре точки, из которых нет трёх коллинеарных. 

4. Три диагональные точки полных четырёхугольников не коллинеарны. 

5. Если три точки на прямой X инвариантны по отношению к проективности φ, то все точки на X инвариантны по отношению к φ. 

6. Теорема Дезарга: Если два треугольника перспективны сквозь точку, то они перспективны сквозь прямую. 

При наличии третьего измерения, теорема Дезарга может быть доказана.

Дополнение Евклидовой геометрии
Исторически, проективное пространство было впервые определено, как дополнение Евклидова бесконечно удалённой плоскостью. Каждая точка на этой плоскости соответствует направлению в пространстве и является местом 
пересечения всех прямых в этом направлении. Естественно, обратному направлению соответствует та же точка.
                                         Структура над полем.
n-мерное проективное пространство над полем F определяется с помощью системы однородных координат над F, то есть множества ненулевых (n+1)-векторов из элементов F. Точка и прямая определяются как множество векторов, отличающихся умножением на константу. Точка x находится на прямой X если скалярное произведение X
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x = 0. Таким образом, имея прямую X, мы можем определить линейное уравнение X
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x  = 0, определяющее ряд точек на X. Из этого следует, что точки x, y, и z коллинеарны, если X
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x  = X 
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 y = X 
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 z = 0 для какой-нибудь прямой X.
Важной предпосылкой для этого превращения было употребление в проективной геометрии бесконечно удаленных геометрических элементов.
Бесконечно удаленные элементы.
Пусть A — произвольная точка пространства и a — прямая, не проходящая через точку A (см. Рис. ниже). Проведем через A и a плоскость α и будем рассматривать всевозможные прямые плоскости α, проходящие через точку A. Эти прямые составляют плоский пучок с центром A; мы будем называть его: пучок A. 
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 Между лучами этого пучка и точками прямой a мы установим соответствие, сопоставляя с каждой точкой M прямой a тот луч m пучка A, который пересекает прямую a в точке M. Луч m называют лучом, проектирующим точку M. 

Очевидно, что как бы ни была расположена точка M на прямой a, ей всегда соответствует определенный луч m. Но нельзя утверждать, что любому лучу пучка A соответствует точка прямой a. 

Именно, луч a' пучка A, параллельный прямой a, не пересекает ее и поэтому не имеет соответствующей себе точки. 

Таким образом, соответствие между лучами пучка A и точками прямой a не является взаимно однозначным. 

Это обстоятельство при исследовании проектирований служит источником многочисленных неудобств. Чтобы избежать их, условливаются рассматривать параллельные прямые как пересекающиеся на бесконечности. 

Тогда луч a' в пучке A, параллельный прямой a, как и всякий другой луч пучка, будет иметь на прямой a соответствующую себе точку, но только не обыкновенную точку, а некоторый новый объект, называемый бесконечно удаленной точкой прямой a. 

	


Бесконечно удаленная точка прямой считается принадлежащей также каждой плоскости, которая проходит через эту прямую. Далее полагают, что параллельные прямые имеют одну общую бесконечно удаленную точку; соответственно этому систему параллельных прямых, расположенных в одной плоскости, называют пучком с бесконечно удаленным центром. Бесконечно удаленные точки непараллельных прямых считаются различными. Таким образом, каждая плоскость содержит бесконечно много различных бесконечно удаленных точек. Совокупность всех бесконечно удаленных точек плоскости называют ее бесконечно удаленной прямой. Совокупность всех бесконечно удаленных точек пространства называют бесконечно удаленной плоскостью. 

Такая терминология оправдывается следующими двумя обстоятельствами: 

1) Две параллельные плоскости имеют общие бесконечно удаленные точки, вследствие чего совокупность бесконечно удаленных точек плоскости можно рассматривать как образ, получаемый при пересечении двух плоскостей; поэтому совокупность бесконечно удаленных точек плоскости естественно назвать прямой. 2) Множество всех бесконечно удаленных точек пространства при пересечении с любой обыкновенной плоскостью определяет бесконечно удаленную прямую. Поэтому указанное множество естественно назвать плоскостью. 
Все изложенное можно резюмировать следующим образом. 

Множество объектов евклидова пространства дополняется новыми элементами, которым дается название "бесконечно удаленная точка", "бесконечно удаленная прямая", "бесконечно удаленная плоскость". 

Присоединение новых элементов производится с соблюдением определенных условий, именно: 

1) К множеству точек каждой прямой прибавляется одна бесконечно удаленная точка; к множеству прямых каждой плоскости прибавляется одна бесконечно удаленная прямая; к множеству плоскостей пространства прибавляется одна бесконечно удаленная плоскость. 
2) Свойства взаимной принадлежности расширенного множества геометрических элементов должны удовлетворять требованиям всех аксиом сочетания (т. е. первой группы аксиом Гильберта). 
3) Свойства взаимной принадлежности расширенного множества геометрических элементов должны быть таковы, что каждые две плоскости имеют общую прямую, каждые прямая и плоскость имеют общую точку, а также имеют общую точку каждые две прямые, расположенные в одной плоскости. 

Прямая, дополненная бесконечно удаленной точкой, называется проективной прямой. Проективную прямую следует представлять себе в виде замкнутой линии. Плоскость, дополненная бесконечно удаленной прямой, называется проективной плоскостью. Пространство, дополненное бесконечно удаленной плоскостью, называется проективным пространством. Бесконечно удаленные элементы нередко вводятся в рассмотрение и в элементарной геометрии. Но в элементарной геометрии использование их по существу ограничивается лишь особой манерой словесного выражения геометрических фактов (вместо того, чтобы говорить, что прямые параллельны, их называют сходящимися в бесконечности, цилиндр рассматривают как конус с бесконечно удаленной вершиной и т. д.). В проективной геометрии, напротив, бесконечно удаленные элементы играют такую же роль, как и обыкновенные геометрические образы, и являются органичной частью проективного пространства. Причина такого различия станет вполне ясной, если сравнить объекты исследования элементарной геометрии и проективной геометрии. Элементарная геометрия в значительной степени посвящена изучению так называемых метрических свойств фигур, т. е. таких свойств, которые связаны с измерением геометрических величин (длин, углов и площадей). Измерение любого отрезка AB с обыкновенными концами всегда возможно и приводит в результате к определенному числу, выражающему длину отрезка AB. Но в том случае, когда один конец отрезка является бесконечно удаленной точкой, процесс измерения теряет смысл, так как на таком отрезке линейная единица откладывается бесконечно много раз. 
Точно так же процесс измерения углов неприменим в том случае, когда одна сторона угла есть бесконечно удаленная прямая, и "наивные" способы измерения площадей неприменимы к фигурам, содержащим бесконечно удаленные элементы. 
Таким образом, в элементарной геометрии бесконечно удаленные элементы по необходимости играют особую роль и по свойству своих отношений к обыкновенным геометрическим элементам существенно от них отличаются. В противоположность этому, в проективной геометрии, поскольку метрические свойства фигур не являются ее объектами, указанные выше обстоятельства, отличающие бесконечно удаленные элементы от остальных, теряют силу. Более того, так как при проектированиях бесконечно удаленные элементы могут переходить в обыкновенные, то, следовательно, они не обладают никакими проективными свойствами, которые отличали бы их от обыкновенных элементов. Поэтому в проективной геометрии различия между обыкновенными и бесконечно удаленными элементами нет. Идея бесконечно удаленных элементов возникла довольно давно. Но равноправие бесконечно удаленных и обыкновенных элементов, естественное с точки зрения проективной геометрии, оставалось иллюзорным, пока проективные свойства фигур исследовались методами элементарной геометрии, так как эти методы опираются на измерение, а метрика элементарной геометрии обязательно приводит к различию между конечными и бесконечными удаленными образами. 
Групповые свойства проективных преобразований.


Группа - есть совокупность объектов произвольной природы, которые

называются элементами группы а обозначается символами a, b, c, ...,

удовлетворяющая требованиям следующих аксиом:


1. С каждой парой элементов совокупности, взятых в определённом порядке, сопоставлен по определённому закону некоторый третий элемент этой же совокупности.


Символически это записывают так c=ab, элемент c называется произведением

(композицией) элементов a и b. Иначе: композиция двух любых элементов

группы даёт элемент, принадлежащий этой же группе.


2. Закон ассоциативности: Каковы бы ни были три элемента группы a, b, c, всегда имеет место соотношение  (ab)c=a(bc)


3. Существует такой элемент (, что для любого элемента a группы выполняется ae=a. Элемент e называется единичным элементом.


4. Каким бы ни был элемент группы a, всегда существует такой элемент x, что ax=e.


Элемент x называется обратным элементу a и обозначается a-1, т. е. X= a-1.



Отсюда следуют такие правила:

a) если ax=e, то и xa=e

б) если e-единичный элемент группы, то ae= a и ea= a т. е. не различается

“левая” и “правая” единицы

в) из соотношения ax= e обратный элемент x определяется однозначно.
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