Парадоксы и софизмы в математике.

                                                                    Сворачивает парадокс,

                                                    куда захочет,

                                                                 Рассудок здравый он,

                                                        смеясь, морочит

Английский студент сочинил песенку:

Чем больше учишься, тем больше знаешь.

Чем больше знаешь, тем больше забываешь.

А чем больше забываешь, тем меньше знаешь.

А чем меньше знаешь, тем меньше забываешь.

Но чем меньше забываешь, тем больше знаешь.

Так для чего учиться?

Что это? Софизм или парадокс?

.

 Парадоксом называется странный, неожиданный результат, глубоко расходящийся с общепринятыми представлениями. Парадокс близок  к софизму. Софизм – ложное умозаключение, формально кажущееся правильным, основанное на преднамеренном, сознательном нарушении правил логики. Их различает то, что парадокс – не преднамеренно полученный результат, т.е. парадокс не ошибка, однако его появление нельзя объяснить. Наиболее ярко странность результата являют самые точные, логически безупречные науки – математика и логика. Казалось, здесь – то не должно возникать ничего похожего. Не случайно говорят: вероятно, величайший парадокс состоит в том, что в математике имеются парадоксы. Они не только есть, но и представляются наиболее впечатляющими, а вместе с тем особенно сложными и трудными для понимания.
        За свою историю математика испытала три сильнейших потрясения, три кризиса, которые касались ее основ. И все три сопровождались обнаружением парадоксов. Одновременно с этим их преодоление достигалось ценой введения необычных понятий, утверждением невероятных идей. Одним словом, парадоксы разрешались благодаря тому лишь, что они порождали новые, также парадоксальные теории.

         Первый кризис разразился еще в древности и был вызван открытием факта несоизмеримости величин. Что это означает?

         Две однородные величины, выражающие длины или площади, являются соизмеримыми, если они обладают так называемой общей мерой. То есть если имеется такая однородная с ними величина, которая укладывается в каждой из них целое число раз. Полагали, что  все длины и площади соизмеримы. Вообще над этим как – то не задумывались. И вот обнаружили странное.

         Оказывается, диагональ квадрата и его сторона не имеют общей меры, и их отношения нельзя выразить с помощью известных к тому времени рациональных, то есть целых или дробных чисел. Это и вызвало кризис античной математики. Парадокс состоял в том, что по отдельности каждая из несоизмеримых величин – и диагональ и сторона квадрата – может измерена и количественно точно определена. Однако выразить их длины через отношения друг к другу посредством имевшихся тогда чисел не удавалось.

           Поясним это с помощью такой операции. Возьмем сторону квадрата и станем откладывать ее на диагонали. Мы обнаружим, что сторона не укладывается на ней целое число раз. Обязательно будет остаток. Но ведь можно попытаться уложить остаток: если он уместится целое число раз, общая мера найдена. Увы! И остаток не уменьшается в целое число действий Снова получается остаток, который ведет себя точно так же, как его более крупные предшественники, и т.д.

         Это не поддающееся измерению отношение диагонали и стороны квадрата было представлено выражением 
[image: image1.wmf].
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  Оно имеет следующее происхождение.
         Если квадрат разрезать по диагонали, получим два прямоугольных равнобедренных треугольника, где линия бывшей диагонали будет гипотенузой, а стороны квадрата – катетами. Согласно знаменитой теореме Пифагора квадрат гипотенузы равен сумме квадратов катетов, точнее, площадь квадрата, построенного на гипотенузе, равна сумме площадей квадратов, построенных на катетах. Отсюда и величина отношения гипотенузы к катету ( или диагонали к стороне квадрата ), равная 
[image: image2.wmf].
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         Позднее нашли, что также несоизмеримы отношения длины окружности к диаметру   ( оно выражается число 
[image: image3.wmf]p

), площади круга и квадрата, построенного на радиусе, и другие величины.

         Кризис был преодолен введением новых чисел, которые не являются ни целыми, ни дробными. Они могут быть представлены в виде бесконечных непериодических дробей. К примеру, 
[image: image4.wmf].

2

 = 1,41.., 
[image: image5.wmf]p

 = 3,14… и т.д. Людям, знавшим только рациональные числа, вновь введенные казались несуразными, противоестественными. Это отразилось в их названии: « иррациональные», что значит « бессмысленные», лежащие по ту сторону разумного.
          Дело в том, что если целые числа и дроби имели ясное физическое толкование, то для иррациональных чисел его на находилось. Был только один способ придать им реальный смысл: сопоставить с ними длины определенных отрезков. Греки так и поступили. Они отказались от понимания иррациональных чисел в качестве именно чисел, а истолковали их как длины, то есть перевели на язык геометрии.

          Здесь важно подчеркнуть, что введение новых чисел оказало сильнейшее влияние на последующее развитие математики.

          Очередная катастрофа произошла несколько веков спустя и особенно терзала математику в 17 – 18 столетиях. В этот раз дело касалось истолкования бесконечно малых величин.
          Бесконечно малые – это переменные величины, стремящиеся к нулю, точнее, как было показано позже, стремящиеся к пределу, равному нулю. Кризис возник в силу расплывчатого понимания бесконечного малого. В одних случаях оно приравнивалось к нулю и при вычислениях отбрасывалось, в других же – принималось как значение, отличное от нуля, о чем говорит и само название. Причина столь противоречивого подхода к бесконечным малым объясняется тем, что их рассматривали в качестве постоянных величин. В силу этого бесконечное понималось как нечто завершенное, имеющееся налицо, данное всеми своими элементами.
          Выход из кризиса был найден созданием теории пределов, окончательно построенной в начале 19 века известным французским математиком О. Коши. Это парадоксальное состояние ( полагать бесконечно малые нулями и в то же время неравными нулю) О. Коши разрешает введением качественно новых, неслыханных ранее величин. Он берет их из области возможного, а не действительного. Бесконечно малые – это величины, которые существуют лишь как постоянно изменяющиеся, стремящиеся к пределу, но никогда его не достигающие. То есть они всегда остаются в возможности, потенции, так что не реализуется ни одна на указанных альтернативах. Величины не застывают в каких – либо одних конкретных значениях. Они постоянно изменяются, приближаясь к нулю, но и не превращаясь в нуль. Интересные величины!
          Последний кризис ( последний по времени, но, надо полагать, не по счету) имел место на рубеже 19 – 20 веков и был столь мощным, что затронул не только саму математику, но и логику, поскольку эти науки тесно связаны, и язык, поскольку дело касалось способов точного выражения содержания наших мыслей.

          Логический парадокс, выявленный Б. Расселем, был свидетельством противоречий в математике. О математическом парадоксе знал и Г. Кантор. Парадоксы посыпались как из рога изобилия. В логике, лингвистике, математике – повсюду находили не замеченные ранее противоречия.

          Всколыхнув математику, парадоксы оказали плодотворное влияние на ее развитие. Благодаря выявлению и преодолению парадоксов, математика стала более логической. Обогатилась и логика, которая стала более математической. Со временем появились замечательные геометрические парадоксы. Все они начинаются с разрезания фигуры на куски и заканчиваются составлением из этих кусков новой фигуры. При этом создается впечатление, что часть первоначальной фигуры ( это может быть часть площади фигуры или один из нескольких изображенных на ней рисунков) бесследно исчезла. Когда же куски возвращаются на свои места, исчезнувшая часть площади или рисунок таинственным образом возникают вновь. Геометрический характер этих любопытных исчезновений и появлений оправдывает причисление этих парадоксов к разряду математических головоломок.
           Парадоксы в математике можно встретить в самых неожиданных ситуациях. Математика и движется от парадокса к парадоксу, как и другие науки.
           Парадокс близок к софизму.

           Софизм – доказательство ложного утверждения, причем ошибка в доказательстве искусно замаскирована. Софистами называли группу древнегреческих философов 4 – века до нашей эры, достигших большого искусства в логике.

           Приведем пример софизма. Если равны половины, то равны и целые. Полуполное есть то же, что и полупустое, значит, полное – то же самое, что пустое. К софизмам можно отнести доказательство того, что Ахиллес, бегущий в 10 раз быстрее черепахи, не сможет ее догнать. Пусть черепаха на 100 метров впереди Ахиллеса. Когда Ахиллес пробежит эти 100 метров, черепаха будет впереди него на 10 метров. Пробежит Ахиллес эти 10 метров, а черепаха окажется впереди на 1 метр и т.д. Расстояние между ними все время сокращается, но никогда не обращается в нуль. Значит, Ахиллес никогда не догонит черепаху.

            А вот  математический софизм « Докажем», что все числа равны между собой. Пусть a и b – произвольные числа и пусть a > b, тогда существует такое положительное число c, что a = b + c. Умножим это равенство на a – b и преобразуем полученное равенство: 

[image: image6.wmf]).
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Разделив обе части полученного равенства на (a-b-c), получим, что a=b. Ошибка здесь находится в самом конце, когда мы делили на число  (a-b-c), которое равно нулю.
Таким образом, прослеживая историю математики, можно сказать что во все времена математику спасала какая-нибудь новая идея. Она придавала математике строгость, восстанавливая ее авторитет. Поэтому не стоит боятся парадоксов, ибо они являются двигателями науки. 
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