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Приложения
«А математику уже затем учить следует, что  она ум в порядок приводит»
М.В. Ломоносов

«Метод  важнее открытия, ибо правильный метод исследования приведет к новым, еще более ценным открытиям»
Л.Д. Ландау
«Быть может, потомство будет признательно мне, за то, что я  доказал ему, что древние не всё знали, и это поможет проникнуть в сознание тех, которые придут после меня для передачи факела сыновьям»

П.Ферма
Введение

Теория чисел – наука о целых числах. Из множества целых чисел можно перейти к множеству остатков по некоторому модулю. Понятие сравнимости по данному модулю было введено немецким учёным Карлом Гауссом. В своей книге «Арифметика исследования» (1801)    К. Гаусс не только точно определил отношение сравнимости по данному модулю, но и систематически развил теорию сравнений – важнейший раздел теории чисел. На множестве остатков проще доказывать теоремы, производить вычисления, исследовать математические закономерности. Поэтому данная тема актуальна.
Цель работы –  изучить арифметику остатков и основные теоремы теории чисел.
Задачи: 1) рассмотреть системы вычетов и их свойства; 

2) доказать самостоятельно малую теорему Ферма, теоремы Вильсона,      Лейбница и Китайскую теорему об остатках;
   3) продемонстрировать применение арифметики остатков к решению задач. 
Методы исследования: 1) анализ, синтез различных источников информации;
 


       2) самостоятельное решение задач и доказательство теорем.

К сожалению, в школьном курсе математики данная тема не рассматривается. Изучая теорию чисел, мы тем самым учимся логически мыслить, а значит, решать разные задачи. Многие разделы элементарной теории чисел довольно широко применяются в таких науках, как программирование, криптология, которые сегодня очень популярны. В этом состоит теоретическое и практическое значение работы. 
Основная часть

1 Арифметика остатков
1.1 Системы вычетов
Остаток от деления целого числа a на натуральное число m называется такое число r, что a = mq + r  и  0 ≤  r < m.
В общем виде понятие сравнимости по некоторому модулю m є N можно определить следующим образом: 
Пусть m ≥ 1. Два числа a и b называются сравнимыми по модулю m, если их разность делится на m. Записывается это

в виде a ≡ b (mod m).
Свойства сравнений: если a ≡ b (mod m) и c ≡ d (mod m), то  a + c ≡ b + d (mod m) и  ac ≡ bd (mod m).

 Классом вычетов по данному модулю m называется множество всех целых чисел сравнимых с некоторым данным целым числом a по модулю m. Такой класс обозначается ā.

 Полной системой вычетов по некоторому модулю

называется система чисел, взятых по одному из каждого класса по этому модулю.

 Приведённой системой вычетов по некоторому модулю m называется система чисел, взятых по одному из каждого класса, взаимно простого с модулем m (ā взаимно прост с модулем m, если само число а взаимно просто с m).
При делении на m могут получиться m различных остатков: 0, 1, 2, …, m-1. Каждому из них соответствует свой класс вычетов. Остатку а соответствует класс вычетов ā, состоящий из чисел вида а + km, где k – целое число:

ā = {a + km | k є Z}.
Всё множество Z целых чисел распадается на m классов вычетов по модулю m. Множество всех этих классов обозначают через Zm: Zm={ 0, 1,…, m-1}. При изучении вопросов, касающихся делимости на m, лучше иметь дело с конечным множеством Zm, чем с бесконечным множеством Z [2, c.4].
1.2 Арифметические операции над классами вычетов
Сложение:


 ƒ(a+b)=ƒ(a)+ƒ(b) (mod m),
эта запись означает следующее: в каждом из слагаемых берут по представителю и складывают их, а потом смотрят, в какой класс вычетов попала сумма. Сумма не изменится, если мы будем брать разных представителей начальных классов вычетов.
Вычитание


ƒ(a-b)=ƒ(a)-ƒ(b).

Умножение


ƒ(a×b)=ƒ(a)×ƒ(b).
Возведение в степень

   ƒ(an)=(ƒ(a))n
Вычитание, умножение, возведение в степень классов вычетов определяются точно так же, как и сложение.
Деление: разделить класс вычетов ā на класс вычетов b – значит найти такой класс вычетов с, что ā × c = b. Для целых чисел задача неразрешима, когда произведение двух целых чисел равно нулю в случае, если один из множителей равен нулю. Но в Zm класс вычетов ā называется делителем нуля, если он отличен от 0, но существует такой класс b ≠ 0, что ā × b = 0. Например, 2 × 3 = 0 (mod 6). Значит, класс вычетов ā в Zm не является делителем нуля в том случае, когда (а,m)=1. И в Zp, где р – простое,  деление всегда возможно[2,c.6].
2  Теоремы, связанные с арифметикой остатков
Знаменитые теоремы теории чисел носят как будто бы частный характер. Но попытки их доказательства обогащают математику новыми идеями, методами, теориями. В этом и состоит непреходящее значение великих теорем. Докажем малую теорему Ферма, теоремы Эйлера, Вильсона, Лейбница, Китайскую теорему об остатках.
2.1 Малая теорема Ферма
Ферма Пьер (1601-1665) – французский математик и юрист. Один из основоположников теории чисел и математического анализа, работал аналитической геометрии. В теории чисел известность получили великая и малая теоремы Ферма.
Теорема: «Если p – простое число, то для каждого целого числа а число аp - a делится на p». Эту теорему можно сформулировать иначе: «Если p – простое число, ā ≠0, то ā p-1 = 1 (mod p)». 
Доказательство: Так как 0 < ā < p, а модуль p – простое число, то (a,p)=1. Поэтому классы вычетов ā ×1, ā × 2, …, ā × (p-1) являются теми же самыми, что и 1, 2, …, p-1, только взятыми, в другом порядке (Лемма 1). (Докажем эту лемму: пусть даны классы вычетов k и t по модулю р. Нам нужно доказать, что если k ≠ t, то k × ā = t × ā . Пусть k × ā = t × ā , тогда ā ×(k - t) = 0. Теперь перейдём к целым числам: a×(k – t) делится на p, a не делится на p, значит (k – t) делится на p, но 0<k – t<p, значит k – t =0 и k=t, что противоречит условию (k ≠ t). Следовательно, если k ≠ t, то k × a=t × a. Значит, умножая множество остатков Zр (кроме 0) на ненулевой класс вычетов по модулю р, мы получим то же Zр, только взятое в другом порядке). Итак, если перемножить классы вычетов кроме 0,  получаем: (ā × 1)( ā × 2)…( ā × (p-1)) = 1 × 2 ×…×(p-1). Осталось сократить это равенство на отличный от 0 множитель 1 × 2×…×(p-1), чтобы убедиться в том, что ā p-1=1. Теорема доказана [5,c.2] .
2.2 Теорема Эйлера
Эйлер Леонард (1707-1783) – математик, механик, физик и астроном. По происхождению швейцарец. Автор свыше 800 работ по математическому анализу, дифференцированной геометрии, теории чисел, приближённым вычислениям, небесной механике, математической физике, оптике, баллистике, кораблестроению, теории музыки и др., оказавших значительное влияние на развитие науки.

В теореме Ферма модуль p обязан быть простым числом. Эйлер открыл замечательное обобщение этой теоремы на случай составного модуля m. Классы вычетов 1, 2, …, (p-1), которые мы умножали на ā, взаимно просты с p. Возьмём и для составного модуля m лишь классы вычетов, взаимно простые с m, и обозначим их число через φ(m). Умножение этих классов на класс вычетов  ā , взаимно простой с m, лишь переставляет их. Перемножая эти произведения и рассуждая так же, как при доказательстве Малой теоремы Ферма, приходим к следующему утверждению:
«Если (ā, m)=1, то ā φ(m)=1 (mod m)» – теорема Эйлера.
φ(m) – функция Эйлера, показывающая число взаимно простых чисел с m и меньших m.
Свойства: для (m,n)=1 справедливо равенство: φ(m×n)=φ(m)×φ(n). Кроме того, если p – простое число, то φ(p)=p-1; φ(p2)=p2-p, и вообще

φ(pm)=pm-1(p-1).
Эти свойства позволяют легко вычислять функцию Эйлера для небольших значений n. Например, φ(100)=φ(4)×φ(25)=φ(4)×φ(52)=2×5(5-1)=40 [3,c.7]. 
2.3 Теорема Вильсона
Сэр Джон Уилсон (sir John Wilson) (1741, Вестморленд – 1793) – английский юрист,

врач и математик-любитель. В математике Уилсон занимался главным образом теорией чисел. Теорема впервые сформулирована английским математиком Э.Варингом (1770) и принадлежала, по его словам Джону Уилсону.

Теорема: «Для каждого простого числа р число (р – 1)!+1 делится на р».

Доказательство: у нас есть множество остатков Zр={0, 1, 2, 3, …, p-1}. Теперь перемножим все ненулевые элементы полной системы вычетов. Так как число р – простое, то оно нечётное, значит количество множителей в нашем произведении – чётно, следовательно, оно положительное. 
Теперь вернёмся к доказательству теоремы Ферма, там мы попутно доказали важный факт, что, при умножении множества остатков Zр (кроме 0) на произвольный ненулевой класс вычетов по модулю р, мы получаем то же Zр, только взятое в другом порядке (1). Из этого следует, что при таком умножении мы обязательно получим 1, но на другом месте в Zр; если, конечно, мы не умножали не на 1, в результате чего порядок останется тем же. Пары элементов, произведение которых даёт 1 по модулю р, будем называть взаимно обратными по модулю р. Теперь произведение ненулевых элементов полной системы вычетов разобьем на взаимно обратные пары по модулю р, дающие при этом 1, – это мы можем сделать на основании (1). 1 – взаимно обратен самому себе по модулю р. р-1 –тоже взаимно обратен самому себе по модулю р: (р-1)2=р2 – 2р + 1 и также = р-1 (mod p). Значит, наше произведение будет выглядеть так: 1×1×…р-2 раз...×1×(р-1).
 Итак, мы доказали, что произведение ненулевых элементов полной системы вычетов равняется р-1. Иначе мы доказали, что (р-1)!=р-1(mod p). А нам нужно доказать: (р-1)!+1=0 (mod p), значит (р-1)!+1=р-1+1=р=0 (mod p). Теорема доказана [1,c.54].
2.4 Теорема Лейбница
Лейбниц Готфрид (1646-1716) – немецкий математик, физик, философ, изобретатель, историк, юрист, языковед. Основоположник математического анализа. Был одним из основоположников математической логики.
Теорема: «Для того чтобы натуральное число р > 2 было простым, необходимо и достаточно, чтобы число (р – 2)! – 1 делилось на р».

Доказательство: Если число р > 2 является простым, то, согласно теореме Вильсона, число (р – 1)! + 1 делится на р. Зная, что (р – 1)!=(р – 2)!×(р – 1), мы имеем (р – 1)! + 1 = (р – 2)!×р – ((р – 2)! – 1), откуда видно, что число (р – 2)! – 1 делится на р. Теорема доказана [10,c.87].
2.5 Китайская теорема об остатках

Хитрый китаец Сунь Цю около 2000 лет назад (конечно, это могло быть и 200 лет до нашей эры, и 200 лет после начала нашей эры) открыл правило "гай-йен" ("большое обобщение"), которое является частным случаем целочисленного аналога интерполяционной формулы Лагранжа для полиномов. (Правда, примерно в то же самое время, в 100 г. н. э., греческий математик Никомах знал точно тот же частный случай.) Полностью формула была сформулирована и доказана впервые, по-видимому, в 1734 году Л. Эйлером. Сформулируем китайскую (или греко-китайскую, как назвал ее Акритас, автор одного из широко известных учебников по компьютерной алгебре) теорему об остатках и укажем соответствующее правило (формулу).
Теорема: «Если m1, m2, ..., mn — попарно взаимно простые модули (попарно взаимно простые натуральные числа), то для любых остатков r1, r2, …, rn таких, что 0 ≤ ri ≤ mi при всех i = 1, 2, …, n;    [image: image2.png]


 x [image: image4.png]


 Z : x [image: image6.png]


 ri (mod mi) при всех i = 1, 2, …, n».
Доказательство: Применим индукцию по n. 
База индукции: при n = 1 – теорема очевидна.

Индукционное предположение: пусть при n = k + 1 теорема справедлива. Т.е.
[image: image8.png]


 y [image: image10.png]


 Z : y [image: image12.png]


 ri (mod m i) при всех i = 1, 2, …, k – 1.
Докажем, что при n = k тоже найдётся x [image: image14.png]


 Z : x [image: image16.png]


 ri (mod mi) при всех i = 1, 2, …,k.
Пусть d = m1 ∙ m2 ∙ … ∙ mk – 1. Рассмотрим последовательность чисел: {y; y +d; y + 2d; …; y + (mk – 1)∙d}. Этих чисел k штук. Покажем, что среди этих чисел существует такое число x [image: image18.png]


 Z: x[image: image20.png]


 rk (mod mk). Среди этих чисел нет 2х, дающих одинаковые остатки при делении на mk. Т.к. если бы два числа из этого набора  y + sd; y + td; s,t [image: image22.png]


 [0; mk – 1] давали равные остатки по модулю mk, то их разность делилась бы на mk. (y + sd) – (y + td) = (s – t)∙d, но это произведение не делится на  mk, т.к. 0 < |s – t| < mk и d = m1 ∙ m2 ∙ … ∙ mk – 1. Значит наша последовательность – Zmk – полный набор остатков по  модулю mk.  А значит, здесь всегда есть число, которое даёт нужный нам остаток rk (mod mk). Теперь берем это число. Ясно, что оно даёт нужные остатки при делении на все предыдущие модули, т.к. x = y + s∙d , d [image: image24.png]


 0 (mod mi) при всех i = 1, 2, …, k – 1,  а y всегда даёт нужный остаток из предположения индукции. Теорема доказана.
Одним из важнейших применений Китайской теоремы об остатках является система счисления в остатках. В ней целое число представляется набором его остатков (или вычетов) по взаимно простым модулям. В такой системе счисления операции с числами сводятся к операциям с их остатками.
3 Задачи на применение арифметики остатков
3.1  Задача про 100 мудрецов
Есть 100 мудрецов и 100 колпаков каждый из 100 различных цветов. Мудрецы одновременно закрывают глаза, и каждому из них надевают на голову какой-то колпак (например, все надетые колпаки могут оказаться одного цвета). Мудрецы открывают глаза. Каждый видит, какие колпаки надеты на остальных, но не видит своего. После этого каждый мудрец пытается угадать, какого цвета его колпак, записав свою гипотезу на бумажке втайне от остальных. Докажите, что мудрецы могут заранее договориться о совместных действиях таким образом, чтобы в любом случае хотя бы один из них угадал цвет своего колпака.
Решение: Занумеруем цвета и мудрецов числами 0, 1, 2, …, 99. Рассмотрим i-го мудреца. Пусть Si – сумма номеров цветов колпаков на головах мудрецов кроме i-го. Эту сумму i-й мудрец всегда может легко сосчитать. Чтобы определить цвет своего колпака i-й мудрец должен решить такое уравнение: Si + i = S, где i – номер цвета колпака i-го мудреца, а S – сумма номеров цветов колпаков на головах всех мудрецов, которая принадлежит промежутку [0; 99 ∙100].  Во множестве  Z  это уравнение решить нельзя, т.к. S может принимать много значений, а во множестве Z100 можно, т.к. S (mod100) принимает только 100. Рассмотрим этот уравнение по модулю 100. Получим:
Si (mod100)+ i = S (mod100)









Si (mod100) каждый мудрец может посчитать, а вместо S (mod100) i-й мудрец подставляет свой i-й номер, т.к. остатки от деления S на 100 равны {0, 1, 2, …, 99}, а мудрецов как раз 100, ясно, что в любом случае один (и только один) из мудрецов угадает цвет своего колпака.
3.2 Задача «101 дробь»
Дано: 1 + [image: image26.png]


 + [image: image28.png]
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 + … + [image: image32.png]


 = [image: image34.png]aq



 , где [image: image36.png]aq



  –  несократимая дробь, (p; q) = 1/
Доказать: р [image: image38.png]


 101.

Доказательство:     1 + [image: image40.png]
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 = [image: image46.png]aq



  |∙q
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 = p
 рассмотрим это выражение по модулю 101.
Т.к. 101 – простое число, то по лемме 1: в левой части равенства получился ненулевой набор остатков по модулю 101. Значит, мы можем этот набор остатков разбить на пары (т.к. количество остатков чётное число) так, чтобы в сумме эти пары давали ноль по модулю 101. Получаем:

0 = p (mod 101), значит p [image: image54.png]


 101. Что и требовалось доказать.
3.3 Задача «Делится ли на 13»
Известно, что а12+b12+c12+d12+e12+f12|13
Доказать, что abcdef|136.

Решение: Рассмотрим данную нам сумму по модулю 13. a12=1 (mod 13) – по теореме Ферма, значит у нашей суммы остаток 0 или от 1 до 6 по модулю 13(т.к. может не делится на 13 от 1 до 6). Но по условию эта сумма делится на 13, значит, каждое слагаемое делится на 13, и, значит, abcdef | 13 [1, c.46].
4 Применение арифметики остатков в жизни
Представьте себе такую ситуацию. Мы собираемся в отпуск и предварительно, за 45 суток, покупаем билет. В какой день недели состоится предполагаемый выезд, если билет покупается в понедельник? Неделя – это 7 суток. Разделив 45 на 7, получим в остатке 3 – поэтому мы отбываем в четверг. 
Предположим, в спортивном соревновании Октябрьского округа г. Архангельска участвуют N команд и для выявления победителя каждая из них должна сыграть по одной игре с каждой другой командой. Желательно составить расписание турнира так, чтобы у команд не было лишних «простоев». И в этом нам поможет теория сравнений. Как составить расписание турнира? 
Договоримся считать число N чётным. Если это не так, то добавим одну фиктивную команду — «игра» с ней будет приравниваться для кого к вынужденному, а для кого к заслуженному отдыху. Каждой команде присвоим номер в турнирной таблице: х = 1 , 2, ..., N – 1, N.
Рассмотрим первые N – 1 команд. В качестве партнёра команды с номером х назначим в r-м туре (r = 1 , 2, ..., N - 1 ) команду с номером у, удовлетворяющим условиям
[image: image55.png]{x +y =71 (mod(N - 1)),
xXEY.




Совпадение номеров х и у при выполнении сравнения x+y ≡ r (mod (N – 1)) возможно только в том случае, если 2x ≡ r (mod (N – 1)). А это, в свою очередь, возможно, когда [image: image57.png]-



 при чётном r, [image: image59.png]T+N-1




 при нечётном r.
В таком случае для команды х в качестве партнёра назначим команду с номером N.
Так будут выполнены все необходимые условия турнира:
1 . В одном туре разные команды имеют разных партнёров.
2. Любая команда в разных турах играет с разными партнёрами.
3. По завершении N – 1 тура каждая команда сыграет с каждой.
Вот как выглядит турнирная таблица для шести участников.
	r       x
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	1
	5
	4
	6
	2
	1
	3

	2
	6
	5
	4
	3
	2
	1

	3
	2
	1
	5
	6
	3
	4

	4
	3
	6
	1
	5
	4
	2

	5
	4
	3
	2
	1
	6
	5


На пересечении r-й строки и х-го столбца стоит номер партнёра, с которым командах играет в r-м туре. 
Ещё один пример применения арифметики остатков – формула вечного календаря –  приведён в приложении 3.
Заключение
В процессе работы над данной темой   мы рассмотрели системы вычетов и их свойства, самостоятельно доказали малую теорему Ферма, теоремы Вильсона, Лейбница, Китайскую теорему об остатках. Эти теоремы находят практическое применение в математике, информатике (машинная арифметика) и криптологии (секретные ключи). 
Народная мудрость гласит: «Остатки сладки». Приведённые в работе примеры показывают, что остатки, понимаемые в математическом смысле, порой играют весьма важную роль, выявляя закономерности повторяющихся, периодических процессов. Мы продемонстрировали применение арифметики остатков для решения олимпиадных задач. Таким образом, цель нашей работы достигнута. Данное исследование можно использовать для проведения математических кружков и факультативов, для подготовки учащихся к математическим олимпиадам и турнирам.
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Приложение 1
СЛОВАРЬ ТЕРМИНОВ
 ВЗАИМНО  ПРОСТЫЕ ЧИСЛА – целые числа, не имеющие общих (простых) делителей.

МОДУЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ЧИСЛА – представление, предполагающее, что целое число представлено вычетами (остатками) по модулям из множества попарно взаимно простых чисел.
НАИБОЛЬШИЙ ОБЩИЙ ДЕЛИТЕЛЬ двух или нескольких натуральных чисел – наибольше из чисел, на которые делится каждое из данных чисел. 

НАИМЕНЬШЕЕ ОБЩЕЕ КРАТНОЕ двух или нескольких натуральных чисел – наименьшее, делящееся на каждое из них, положительное число.
 ПРОСТОЕ ЧИСЛО –  целое положительное число, большее 1, не имеющее других делителей, кроме самого себя и единицы.

ЦЕЛОЕ ЧИСЛО – число, которое можно представить в виде разности натуральных чисел.

Приложение 2
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Приложение 3
ФОРМУЛА ВЕЧНОГО КАЛЕНДАРЯ
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	Можете ли вы ответить, на какой день недели придётся день вашего рождения, скажем, через пять лет? Это несложно вычислить. Тут, как и во многих других случаях, пригодится умение рассчитывать остатки.
Мы приведём универсальную формулу, пригодную для определения дня недели любой даты в любом столетии. Пусть п — номер дня недели в следующем порядке: 0 — воскресенье, 1 — понедельник, 2 — вторник, 3 — среда, 4 — четверг, 5 — пятница, 6 — суббота; d — число месяца (дата); m — номер месяца, если начинать счёт с марта: 1 — март, 2 — апрель... 12 — февраль (такая нумерация помогает при выводе формулы устранить неудобство, связанное с переменным количеством дней в феврале). Далее, пусть у — это номер года в столетии, с — количество столетий с учётом того, что январь считается 11-м, а февраль — 12-м месяцем предыдущего года. (К примеру, если речь 


 идёт о 2000 г., то для даты, приходящейся на январь или февраль, следует считать у = 99, с= 19, а для даты, приходящейся на другие месяцы, у = 0, с = 20.)
В этих обозначениях формула для нахождения дня недели такова: п — остаток от деления на 7 числа W, где
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Квадратные скобки здесь обозначают так называемую целую часть числа, т.е. наибольшее целое число, не превосходящее данное число. Например, [3,4] = 3, [-3,14] = -4, [3] = 3.
Даже если W принимает отрицательное значение, остаток п от его деления на 7 всё равно должен быть больше или равен нулю. Например, для 8 марта 2000 г.                             W = -25 = 7 ∙ (-4) + 3. Поэтому n = 3, т. е. это среда.
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