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Введение

В повседневной жизни мы очень часто используем арифметику чисел, составляющую основу математики. Данная работа содержит результаты исследований за два года; в ней рассмотрены различные варианты выполнения арифметических операций над точками и фигурами.
В первой части представлена арифметика трех лучей. Как видно из названия, универсумом является пространство, составленное из трех лучей с общим началом. 

Во второй части рассмотрена мультипликативная арифметика, в которой под произведением точек А и В подразумевается отрезок АВ.

В третьей части рассмотрена векторная арифметика, в которой сумма и разность точек определяются через действия с векторами.
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1. Арифметика трех лучей

1.1.  Основы арифметики

В прошлом году я рассматривала так называемую мультипликативную арифметику, где произведением точек являлся соединяющий их отрезок. Универсумом в ней являлась плоскость, и я рассматривала только фигуры, являющиеся ее подмножествами. В арифметике трех лучей универсумом являются три луча, выходящие из одной точки (рис.1). Все последующие операции будут рассматриваться только для фигур, являющихся подмножествами этого трехлучевого пространства.
[image: image2.png]Puc.1




1.2. Понятие умножения. Свойства умножения точек

Под произведением двух точек А и В будем подразумевать отрезок, соединяющий эти точки (рис.2). Отрезок с концами А и В в трехлучевой арифметике – это кратчайшая ломаная, соединяющая точки А и В.

Существуют два принципиально различных варианта расположения двух точек в трехлучевом пространстве, но произведение этих точек для любых точек А и В определяется единственным образом. На рисунке 2а рассмотрен вариант , при котором точки А и В расположены на одном луче, а на рисунке 2б – на разных.

[image: image3.png]Puc2




Такое умножение точек обладает следующими свойствами:

А) Коммуникативность

АВ=ВА

Свойство доказано графически, перебором всех принципиально различных вариантов расположения точек (рис.3) На рисунке 3а рассмотрен случай, когда обе точки лежат на одном луче, а на рисунке 3б – когда они лежат на разных лучах. Таким образом, рассмотрены все принципиально различные варианты расположения точек А и В (случаи аналогичных ситуаций, когда точки А и В просто лежат на других лучах, можно не рассматривать, т.к. они абсолютно идентичны при повороте универсума).
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При графическом доказательстве дальнейших свойств метод и ход доказательства аналогичен, поэтому подробное описание каждого случая опускается. 

Б) Ассоциативность

(АВ)С=А(ВС)

Доказательством этого свойства является перебор всех принципиально различных вариантов расположений точек А, В и С, с проверкой выполнения данного свойства (рис.4), как и в случае с коммутативностью. 
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В) Дистрибутивность относительно сложения

Под суммой двух точек будем подразумевать их объединение. 

А(В+С)=АВ+АС. Доказательство графическое (рис.5).

[image: image6.png]



Г) Идемпотентность

АА=А. Произведением точки А самой на себя является кратчайшая ломаная, соединяющая точку А с самой точкой А. Этой кратчайшей ломаной является сама точка А.

1.3. Умножение фигур

Под произведением фигур 
[image: image7.wmf]b
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 будем подразумевать объединение произведений всех точек фигуры 
[image: image8.wmf]a

 на каждую точку фигуры 
[image: image9.wmf]b

.
Такое умножение обладает следующими свойствами:

А) Коммуникативность
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Теорема (о коммутативности умножения фигур)

Произведение двух фигур коммутативно.

Доказательство

По определению умножения фигур мы должны умножить все точки фигуры 
[image: image11.wmf]a

 на каждую точку фигуры 
[image: image12.wmf]b

. Таким образом, мы можем представить произведение 
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 как объединение произведений точек фигур 
[image: image14.wmf]a

 и 
[image: image15.wmf]b

. Умножение точек коммутативно, поэтому можно во всех таких произведениях можно переставить точки исходных фигур. 

Теорема доказана. 
Для доказательства дальнейших свойств нам потребуется определить понятия ограниченных и неограниченных фигур.

Ограниченная на луче фигура в трехлучевой арифметике – это такая фигура, для которой расстояние от центра универсума до наиболее удаленной точки на этом луче конечно.

Неограниченная на луче фигура в трехлучевой арифметике – это фигура, для которой расстояние от центра универсума до наиболее удаленной от него на этом луче точки бесконечно. 

Ограниченная фигура в трехлучевой арифметике – это фигура, ограниченная на всех лучах, которым принадлежат точки этой фигуры. В противном случае фигура является неограниченной.
Фигура может быть ограниченной на одном луче и неограниченной на другом.
Б) Ассоциативность

Теорема (об ассоциативности умножения фигур)

Произведение трех фигур ассоциативно.

Доказательство
Пусть 
[image: image16.wmf]a

, 
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 и 
[image: image18.wmf]g

 - это исходные фигуры. Требуется доказать, что 
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. Разобьем доказательство на три случая – когда точки объединения фигур лежат на одном, двух и трех луча универсума, а каждый из этих случаев – на подслучаи, когда это объединение является ограниченной и неограниченной фигурой на различных лучах. 

1 случай: объединение лежит на одном луче. 

 1 подслучай: объединение ограничено на этом луче. Определим наиболее    и наименее удаленные от центра универсума точки. Независимо от порядка умножения результатом будет являться отрезок, соединяющий эти точки. 

 2 подслучай: объединение не ограничено на этом луче. Определим наименее удаленную от центра универсума точку. Независимо от порядка умножения результатом будет являться луч с началом в наименее удаленной от центра универсума точке объединения, продолжение которого проходит через воображаемую бесконечно удаленную от центра универсума точку. 

2 случай: объединение лежит на двух лучах.

 1 подслучай: объединение ограничено на обоих лучах. Определим наиболее удаленные от центра универсума точки объединения. Независимо от порядка умножения результатом будет отрезок, соединяющий эти точки.

 2 подслучай: объединение ограничено на одном луче и неограниченно на другом. Определим наиболее удаленную от центра универсума точку объединения на луче, на котором объединение ограничено. Независимо от порядка умножения результатом будет объединение отрезка, соединяющего центр универсума и наиболее удаленную точку, и луча, на котором объединение фигур не ограничено.

 3 подслучай: объединение не ограничено на обоих лучах. Независимо от порядка умножения результатом будет объединение лучей, на которых объединение фигур не ограничено.

3 случай: объединение фигур лежит на трех лучах. 

1 подслучай: объединение ограничено на всех трех лучах. Определим наиболее удаленные от центра универсума точки на каждом из лучей. Независимо от порядка умножения результатом будет объединение отрезков, соединяющих центр универсума с наиболее удаленными точками на каждом луче.

2 подслучай: объединение ограничено на двух лучах и не ограничено на третьем. Определим наиболее удаленные от центра универсума точки на лучах, на которых объединение фигур ограничено. Независимо от порядка умножения результатом будет объединение отрезка, соединяющего эти точки, и луча, на котором объединение исходных фигур не ограничено.

3 подслучай: объединение ограничено на одном луче и не ограничено на двух других. Определим наиболее удаленную от центра универсума точку на луче, на котором объединение фигур ограничено. Независимо от порядка умножения результатом будет объединение отрезка, соединяющего эту точку с центром универсума. и лучей, на которых объединение фигур не ограничено. 

4 подслучай: объединение не ограничено на всех трех лучах. Независимо от порядка умножения результатом будет весь универсум.  

Теорема доказана  
Соответственно, доказано и свойство.
В) Дистрибутивность относительно сложения
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. Это очевидно, т.к. для того, чтобы умножить одну фигуру на другую, нужно перемножить все их точки, а в роли второй фигуры сейчас выступает объединение фигур.

Более того, можно заметить, что действует следующее свойство:

Г) Псевдокоммутативность
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Разобьем доказательство на три случая – когда точки объединения фигур лежат на одном, двух и трех луча универсума, а каждый из этих случаев – на подслучаи, когда это объединение является ограниченной и неограниченной фигурой на различных лучах. 

1 случай: объединение лежит на одном луче. 

 1 подслучай: объединение ограничено на этом луче. Определим наиболее    и наименее удаленные от центра универсума точки. Независимо от способа умножения результатом будет являться отрезок, соединяющий эти точки. 

 2 подслучай: объединение не ограничено на этом луче. Определим наименее удаленную от центра универсума точку. Независимо от способа умножения результатом будет являться луч с началом в наименее удаленной от центра универсума точке объединения, продолжение которого проходит через воображаемую бесконечно удаленную от центра универсума точку. 

2 случай: объединение лежит на двух лучах.

 1 подслучай: объединение ограничено на обоих лучах. Определим наиболее удаленные от центра универсума точки объединения. Независимо от способа умножения результатом будет отрезок, соединяющий эти точки.

 2 подслучай: объединение ограничено на одном луче и не ограничено на другом. Определим наиболее удаленную от центра универсума точку объединения на луче, на котором объединение ограниченно. Независимо от способа умножения результатом будет объединение отрезка, соединяющего центр универсума и наиболее удаленную точку, и луча, на котором объединение фигур не ограничено.

 3 подслучай: объединение не ограничено на обоих лучах. Независимо от способа умножения результатом будет объединение лучей, на которых объединение фигур не ограничено.

3 случай: объединение фигур лежит на трех лучах. 

1 подслучай: объединение ограничено на всех трех лучах. Определим наиболее удаленные от центра универсума точки на каждом из лучей. Независимо от способа умножения результатом будет объединение отрезков, соединяющих центр универсума с наиболее удаленными точками на каждом луче.

2 подслучай: объединение ограничено на двух лучах и не ограничено на третьем. Определим наиболее удаленные от центра универсума точки на лучах, на которых объединение фигур ограничено. Независимо от способа умножения результатом будет объединение отрезка, соединяющего эти точки, и луча, на котором объединение исходных фигур не ограничено.

3 подслучай: объединение ограничено на одном луче и не ограничено на двух других. Определим наиболее удаленную от центра универсума точку на луче, на котором объединение фигур ограниченно. Независимо от способа умножения результатом будет объединение отрезка, соединяющего эту точку с центром универсума. и лучей, на которых объединение фигур не ограничено. 

4 подслучай: объединение не ограничено на всех трех лучах. Независимо от способа умножения результатом будет весь универсум.  

Свойство доказано.

Д) Идемпотентность 

В трехлучевом пространстве она действительна только для выпуклых фигур, определение которых совпадает со связными, т.к:

Выпуклая фигура – это такая фигура, любые две точки которой можно соединить отрезком, целиком принадлежащим исходной фигуре. 

Связная фигура – это такая фигура, у которой любые две точки можно соединить ломаной, лежащей целиком в этой фигуре. 

Изначально мы зафиксировали, что определения отрезка и ломаной в трехлучевой арифметике совпадают, значит, совпадают и определения связных и выпуклых фигур.

Что же касается идемпотентности выпуклых фигур, то это свойство очевидно – любые две точки связной фигуры 
[image: image22.wmf]a

 уже можно соединить лежащим внутри нее отрезком, поэтому 
[image: image23.wmf]2
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уже не будет содержать какой-то новой точки.
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, где 
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 - выпуклая (связная) фигура.

В случае, если фигура 
[image: image26.wmf]a

 - невыпуклая, свойство не действует. Примером является случай, когда фигура 
[image: image27.wmf]a

 состоит из двух точек, не совпадающих друг с другом. Результатом умножения будет являться отрезок, соединяющий эти точки; он не совпадет с исходной фигурой.

Интересно рассмотреть аналог выпуклой оболочки фигуры из моей прошлой работы.

Выпуклая оболочка фигуры – это наименьшая степень, при возведении в которую фигура становится выпуклой.

Теорема (о выпуклой оболочке фигур в трехлучевом пространстве)
Выпуклой оболочкой любой фигуры в трехлучевом пространстве будет ее вторая степень.

Доказательство

Пусть точки А и В принадлежат несвязной фигуре 
[image: image28.wmf]a

, причем не все точки отрезка АВ  принадлежат этой фигуре. Умножим фигуру 
[image: image29.wmf]a

 саму на себя; по определению умножения мы перемножим точки А и В, тогда отрезок АВ будет являться подмножеством 
[image: image30.wmf]2
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, то есть 
[image: image31.wmf]2
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 - всегда выпуклая фигура, а вторая степень – это выпуклая оболочка фигуры 
[image: image32.wmf]a

.

Теорема доказана

1.4. Понятие деления. Свойства деления

В обычной, числовой арифметике деление является обратной умножению операцией, в трехлучевой же арифметике результатом деления А на В будет являться такая фигура 
[image: image33.wmf]m

, результат умножения которой на В будет всегда содержать точку А. Так как нам нужен определяющийся единственным образом результат, то вы можете видеть различные варианты частного А/В, в зависимости от расположения точек А и В.(рис.6) На рисунке 6а точки А и В лежат на одном луче, причем точка А более удалена от центра универсума, чем точка В; на рисунке 6б точки А и В лежат на разных лучах; на рисунке 6в точки А и В лежат на одном луче, но точка В более удалена от центра универсума, чем точка А.  
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Такое деление точек обладает несколькими свойствами:

А) (А/В)/С=А/(ВС). Свойство доказано графически (рис.7)

[image: image35.png]Puc.7




Б) (А+В)/С=(А/С)+(В/С). Свойство доказано графически (рис.8).
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Следующие три свойства не существуют для арифметики чисел:

В) А/(В+С)=(А/В)+(А/С). (рис.9)
[image: image37.png]



Г) (АВ)/С=(А/С)(В/С). (рис.10)
[image: image38.png]Puc 10




Д) А/(ВС)=(А/В)(А/С). (рис.11)
[image: image39.png]Puc.11




Аналогично определению деления точек следует определение деления фигур – для того, чтобы получить частное 
[image: image40.wmf]b

a

/

, нужно поделить все точки фигуры 
[image: image41.wmf]a

 на все точки фигуры 
[image: image42.wmf]b

.

1.5. Деление фигур самих на себя

В прошлом году особое внимание в делении фигур самих на себя привлекли два крайних случая результата – когда 
[image: image43.wmf]a

a
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 и когда 
[image: image44.wmf]L
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/

.

Рассмотрим первый случай.

Теорема(о линейных фигурах)

Линейными фигурами в трехлучевом пространстве являются точка и весь универсум.

Доказательство.

То, что эти фигуры являются линейными, очевидно – результат деления точки самой на себя – это луч с началом в этой точке и с продолжением в ней же, т.е. сама точка. При делении универсума самого на себя мы не можем получить что-то, выходящее за его пределы – но, так как результат деления фигуры саму на себя содержит эту фигуру, мы получим в результате деления сам универсум. 

В случае с остальными фигурами поделим их на связные и несвязные. При делении связной фигуры самой на себя  (исключая случай одной точки) мы получим весь универсум, а не исходную фигуру. При делении несвязной фигуры самой на себя мы получим либо универсум (если в ней есть связное подмножество), или же какую-то другую несвязную фигуру.

Линейные фигуры исчерпываются точкой и универсумом.

Теорема доказана.  
Относительно случая, где частным является универсум, действует следующая теорема:

Теорема (о частном, совпадающем с универсумом).

Результат деления фигуры самой на себя совпадает с универсумом, если фигура содержит связное подмножество.

Доказательство.

Рассмотрим фигуру 
[image: image45.wmf]a

, содержащую связный элемент. Из этого элемента можно выделить отрезок. При делении 
[image: image46.wmf]a
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 мы поделим этот отрезок сам на себя, а так как результатом деления отрезка самого на себя является универсум, то и результатом деления 
[image: image47.wmf]a

a

/

 будет универсум.

Теорема доказана.
2.  Мультипликативная арифметика фигур

2.1. Умножение точек и фигур на плоскости

2.1.1. Свойства умножения

Отрезок с концами А и В часто обозначается символом АВ (рис.12). Эта запись подсказывает неожиданную терминологию: отрезок АВ назовем произведением точек А и В.
[image: image48.png]



Аналогично, произведением фигур 
[image: image49.wmf]a

 и 
[image: image50.wmf]b

 мы назовем объединения  всех возможных произведений точек фигуры 
[image: image51.wmf]a

 на точки фигуры 
[image: image52.wmf]b

. Умножение точек обладает следующими свойствами: 

а) Умножение точек коммутативно 

АВ=ВА. 

б) Умножение точек ассоциативно  

(АВ)С=А(ВС) Это свойство проиллюстрировано на рисунке 13. 
[image: image53.png]Puc.13




в) Умножение точек дистрибутивно относительно их сложения.

(А+В)С=АС+ВС. Под сложением точек А и В мы подразумеваем объединение точек А и В. Это свойство проиллюстрировано на рисунке 14.
[image: image54.png]Puc.14




г) Умножение фигур идемпотентно, т.е АА – отрезок со слившимися концами, т.е. сама точка А. 
Первые три свойства переносятся и на произвольные фигуры:

А) Умножение фигур коммутативно (рис.15), очевидно из определения.
[image: image55.png]



Б) умножение фигур ассоциативно

(АВ)С=А(ВС)

В)Умножение фигур дистрибутивно относительно их сложения. А(В+С)=АВ+АС. Под понятием сложения подразумевается объединение отрезков.

Г) Несмотря на то, что идемпотентность умножения фигур места не имеет, верно следующее свойство: произведение любой фигуры самой на себя содержит эту фигуру как подмножество, т.е. 
[image: image56.wmf]a
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 (рис.16)

[image: image57.png]



Некоторыми замечательными свойствами обладает особая категория фигур – выпуклые фигуры. В данной статье выпуклая фигура определяется как фигура, любые две точки которой можно соединить отрезком, все точки которого принадлежат данной фигуре.

Теорема (об умножении выпуклых фигур). Произведение двух выпуклых фигур выпукло. (Выпуклая фигура – это такая фигура, любые две точки которой можно соединить отрезком, который целиком принадлежит этой фигуре).

[image: image58.png]Puc.17




Доказательство (от противного). Возьмем две произвольные выпуклые фигуры 
[image: image59.wmf]a

 и 
[image: image60.wmf]b

 (Рис.17). Предположим, что их произведение не выпукло, тогда имеются хотя бы две точки 
[image: image61.wmf]a

Î

А

, 
[image: image62.wmf]b
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, которые мы не можем соединить отрезком, принадлежащим данной фигуре. Но по определению произведения фигур 
[image: image63.wmf]b
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  - это объединение всех отрезков, соединяющих всевозможные точки фигур 
[image: image64.wmf]a

 и 
[image: image65.wmf]b

, т.е. любые две точки соединены отрезком внутри произведения. Значит, получили противоречие, следовательно, наше предположение не верно, значит, произведение двух выпуклых фигур – выпукло. Теорема доказана. 

2.1.2.  Задачи

В данном пункте приведены примеры умножения различных фигур.

На рисунке 18 показано умножение точки на отрезок.
[image: image66.png]



На рисунке 19 – результат умножения квадрата на круг.

[image: image67.png]Puc.19




На рисунке 20 вы можете увидеть результат умножения точки на круг на прямоугольник.

[image: image68.png]



2.1.3. Натуральная степень фигур.

В арифметике и в алгебре особую роль играют те числа, квадрат которых равен им самим. Ясно, что этим свойством обладают лишь два числа: 1 и 0.

В мультипликативной геометрии этим свойством обладают выпуклые фигуры. Фигура – это произвольное множество точек плоскости. Выпуклая оболочка фигуры – это наименьшая степень, при возведении в которую мы получаем выпуклую фигуру.

Теорема (о выпуклой оболочке плоских фигур). Выпуклой оболочкой любой фигуры на плоскости будет ее третья степень.

Доказательство. Пусть точки А и В принадлежат фигуре 
[image: image69.wmf]3

a

. Для доказательства теоремы нам достаточно доказать, что отрезок АВ будет подмножеством этой фигуры. Пусть точки А и В принадлежат отрезку PN, причем Р принадлежит фигуре 
[image: image70.wmf]a

, а точка N – фигуре 
[image: image71.wmf]2

a

.  Т.к. произведение любой фигуры саму на себя содержит эту фигуру, то точки Р и N принадлежат фигуре 
[image: image72.wmf]2

a

. При умножении 
[image: image73.wmf]a
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 мы умножаем точки Р и N (по определению умножения фигур), значит, все точки отрезка PN принадлежат фигуре 
[image: image74.wmf]3

a

, следовательно, и отрезок АВ принадлежит этой фигуре. Теорема доказана.
2.2. Деление фигур на плоскости

2.2.1. Определение и свойства деления фигур.

Частное А/В двух точек – это луч с началом А, продолжение которого проходит через В. (или тень, отбрасываемая “колышком” А, освещенным “фонариком” В. (рис.21а). 
Аналогично , частное 
[image: image75.wmf]b
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 двух фигур – это объединение всех лучей А/В, где А принадлежит 
[image: image76.wmf]a

, а В принадлежит 
[image: image77.wmf]b

. (рис.21б)
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Свойства деления точек А, В и С:

А) (А/В)/С=А/(ВС) (рис.22)
[image: image79.png]



Б) (А+В)/С=(А/С)+(В/С) (рис.23)
[image: image80.png]



В) А/(В+С)=(А/В)+(А/С) (рис.24)
[image: image81.png]



Г) (АВ)/С=(А/С)(В/С) (рис.25)
[image: image82.png]Puc.25




Д) А/(ВС)=(А/В)(А/С) (рис.26).

[image: image83.png]Puc.26




2.2.2. Теоремы о частном 
[image: image84.wmf]a
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Для доказательства теорем нам понадобится лемма, доказательство которой очевидно.

Лемма (о делении фигур самих на себя). Результат деления любой фигуры саму на себя содержит эту фигуру.

Далее рассмотрены  крайние случаи: когда 
[image: image85.wmf]l
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 (в этом случае фигуру называют линейной) и когда  
[image: image86.wmf]2
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. 

Теорема (о линейных фигурах). Все линейные фигуры плоскости исчерпываются точками, прямыми и всей плоскостью. 

Доказательство. Если фигура 
[image: image87.wmf]l

 содержит более одной точки, то результат деления 
[image: image88.wmf]l

l
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 будет содержать как минимум два луча. Лучи – фигуры неограниченные, а значит, линейные фигуры – это фигуры неограниченные (за исключением случая точки – при делении точки А самой на себя мы получаем “слившийся” с точкой А луч).  

Возьмем две точки А и В. При делении этих точек самих на себя мы получаем лучи с началами в этих точках, лежащие на прямой АВ. В одномерном пространстве возможны два варианта, соответствующих этим условиям: прямая и луч. 

При делении луча самого на себя мы получаем прямую, а при делении прямой самой на себя – эта же прямая. В нульмерном пространстве вариант один: точка, а результат деления точки самой на себя является, как уже упомянуто выше, лучом, слившимся с этой точкой, т.е., этой точкой, и точка является линейной фигурой. 

Рассмотрим двухмерное пространство. В нем тоже возможны варианты неограниченных множеств: части плоскости, ограниченные прямой, лучами, кривыми… В любой части плоскости всегда найдутся три точки, не лежащие на одной прямой. При делении трех точек самих на себя мы получим 6 лучей, являющихся продолжениями отрезков сторон треугольника, образованного этими точками. Всегда найдется при этом луч, выходящий за пределы рассмотренной части плоскости. Таким образом, вся плоскость также является линейной фигурой.

Таким образом, все линейные фигуры плоскости исчерпываются точками, прямыми и всей плоскостью. Теорема доказана.

Теорема (о делении фигур с ненулевой площадью самих на себя). Результатом деления любой фигуры с ненулевой площадью самой на себя всегда является вся плоскость.

Доказательство. Возьмем некоторую фигуру 
[image: image89.wmf]l

 с ненулевой площадью.  Для доказательства теоремы нам достаточно доказать, что результат деления 
[image: image90.wmf]l
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 содержит любую точку А, не принадлежащую фигуре 
[image: image91.wmf]l

. В любую фигуру с ненулевой площадью можно вписать окружность, с центром в некоторой точке О. Как известно, через любые две точки можно провести прямую, и притом только одну. Проведем прямую ОА. Эта прямая обязательно пересечет окружность в некоторой точке С. Т.к. окружность является подмножеством фигуры 
[image: image92.wmf]l

, то при делении 
[image: image93.wmf]l
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 мы обязательно поделим точку С на точку О (по определению деления фигур), а так как точка С принадлежит прямой ОА, то результат деления С/О будет содержать точку А, а значит, и результат деления 
[image: image94.wmf]l

l
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 будет содержать эту точку. Вся плоскость состоит из бесконечного количества таких точек А, и для каждой из них будет действовать выше доказанное. Теорема доказана.   

3. Векторная арифметика фигур на плоскости

3.1. Сложение и вычитание точек

3.1.1. Правила и свойства линейных операций над точками


В школьном курсе геометрии определяется сложение и вычитание векторов. В векторной арифметике будем складывать точки по принципу векторов. Для того, чтобы сложить точки А и В, возьмем произвольную точку О, проведем вектора 
[image: image95.wmf]A

O

и 
[image: image96.wmf]B

O

. Сложим эти вектора по правилу параллелограмма, получим результирующий вектор 
[image: image97.wmf]C

O

. Суммой точек А и В будет являться точка С. При этом точка О называется полюсом. 

А+В=С. (рис. 27)

[image: image98.png]




Через вектора вычитание точек определяется аналогично. Чтобы вычесть из точки А точку В, возьмем произвольную точку О, проведем вектора 
[image: image99.wmf]А

О

 и 
[image: image100.wmf]В

О

. Построим вектор –
[image: image101.wmf]В

О

 и сложим его с вектором 
[image: image102.wmf]А

О

 по правилу параллелограмма. Получим результирующий вектор 
[image: image103.wmf]С

О

. Точка С будет разностью точек А и В. А–В=С. (рис.28) 

[image: image104.png]



Для того, чтобы умножить точку А на число х, возьмем произвольную точку О и проведем вектор 
[image: image105.wmf]А

О

. Умножим вектор 
[image: image106.wmf]А
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 на число х, получим результирующий вектор 
[image: image107.wmf]1
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О

. Точка А1 будет результатом умножения точки А на число х. (на рисунке 29 показано умножение точки А на число 3)
[image: image108.png]Puc.29




Такое сложение , вычитание точек и умножение на число обладают следующими свойствами:

 А) Сложение коммутативно 

А+В=В+А. Это равенство эквивалентно равенству
[image: image109.wmf]А

О

+
[image: image110.wmf]В

О

=
[image: image111.wmf]В

О

+
[image: image112.wmf]А

О

,

которое доказывается в школьное программе.

 Б) Сложение ассоциативно

А+(В+С)=(А+В)+С. Это свойство доказывается аналогично.

 В) При умножении точки А на сумму любых действительных чисел х и у действует следующее правило: (х+у)А=хА+уА. (Также из свойств операций над  векторами)  

 Г) Для сложения точек верно  равенство х(А+В)=хА+хВ, для любого числа х и любых точек А и В. (Доказывается аналогично из операций над векторами)

3.1.2. Примеры

Задача 1. Найдем сумму точек. А, В и С (рис. 30). 

[image: image113.png]



Решение. Для решения этой задачи выберем полюс О и проведем вектора 
[image: image114.wmf]А

О

, 
[image: image115.wmf]В
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 и 
[image: image116.wmf]С

О

. По правилу сложения векторов выполним сложение векторов 
[image: image117.wmf]А
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 и 
[image: image118.wmf]В

О

, а потом выполним сложение результирующего вектора и вектора 
[image: image119.wmf]С

О

. Результирующий вектор 
[image: image120.wmf]D
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 будет решением векторного примера, а точка D – решением задачи. Задача решена.

Задача 2. Найдем результат операций над точками: А–В+С. 
[image: image121.png]



Решение. ( рис.31)  Для решения этой задачи выберем полюс в точке О. Построим вектора 
[image: image122.wmf]А
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, 
[image: image123.wmf]В
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 и 
[image: image124.wmf]С

О

. Построим вектор –
[image: image125.wmf]В
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, и сложим его с вектором 
[image: image126.wmf]А

О

. К результирующему вектору прибавим вектор 
[image: image127.wmf]С

О

. Получившийся вектор 
[image: image128.wmf]D
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 будет результатом векторных операций. А точка D – ответом на задачу. Задача решена.

Задача 3.Умножим точку А сумму чисел (2+3) (рис.32)
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Решение. Для решения этой задачи проведем луч ОА, и отметим на нем отрезок ОА1=5ОА. Вектор 
[image: image130.wmf]1

А
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 будет результирующим, а точка А1 – искомой. Задача решена. 

3.2. Линейные комбинации. Нормированные линейные комбинации

3.2.1. Определения

Линейная комбинация  точек плоскости – это выражение вида  хА+уВ, в котором А и В – это некоторые точки, а х и у – любые числа.

Нормированная линейная комбинация – это линейная комбинация, сумма коэффициентов в которой равна 1.

3.2.2. Теоремы

Теорема (о линейной комбинации). Если полюс не лежит на одной прямой с точками А и В, то любую точку плоскости можно представить как линейную комбинацию точек А и В, причем единственным образом.

Доказательство. Возьмем произвольные точки А и В, и возьмем полюс О, не лежащий с ними на одной прямой. Проведем вектора 
[image: image131.wmf]А
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. По теореме о разложении векторов любой вектор 
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 можно представить как 
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, а ,следовательно, любую точку С можно представить как линейную комбинацию точек А и В, как С=хА+уВ. Теорема доказана. 

Теорема (о нормированной линейной комбинации). Всякая точка Х прямой АВ является нормированной линейной комбинацией точек А и В.
[image: image135.png]Puc.33




Доказательство. Пусть Х – точка прямой АВ (рис.33), тогда 
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, следовательно, 
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), что при переводе в точки равно 
Х–А=к(В–А);

Х=А+кВ–кА; 

Х=(1–к)А+кВ. 

Сумма коэффициентов равна 1, а значит, по определению, эта линейная комбинация – нормированная. Теорема доказана.

Теорема 3(обратная теореме о нормированной линейной комбинации). Если линейная комбинация 
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– нормированная, то точки А, В и Х лежат на одной прямой.
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Доказательство (от противного). Возьмем произвольные точки А, В и Х, не лежащие на одной прямой.  Точка Х не принадлежит прямой АВ (рис.34),. 
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, следовательно,
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. Из этого пункта следует, что 
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, значит, 
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 пропорционален 
[image: image148.wmf]А
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, следовательно, они коллинеарны и лежат на одной прямой, что означает, что точки А, В и Х лежат на одной прямой. Теорема доказана.
Теорема (следствие из теоремы о нормированной линейной комбинации). Если точка Х является нормированной линейной комбинацией для точек А и В такой, что  Х=(m/n)A+ ((n–m)/n)В, то точка Х будет разбивать отрезок АВ в отношении (n–m): n (рис.35).
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Доказательство. Переведем эту нормированную линейную комбинацию на “язык векторов”. Получаем: (m/n)
[image: image150.wmf]А
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+((n–m)/n)
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. Из этих трех пунктов мы получаем, что длины отрезков относятся друг к другу, как коэффициенты перед точками, т.е как (n–m):n Теорема доказана.
Все выше приведенные свойства зависят от выбора полюса. Выясним случай, при котором результат не зависит от полюса. 

Пусть  Х1=хА+уВ, если полюсом является точка О1, а Х2=хА+уВ, если полюсом является точка О2. Чтобы Х1 и Х2 совпали, выясним случай, при котором выполняется равенство векторов 
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 и 
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. Переведя линейную комбинацию Х2 на язык векторов, мы получаем:
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. В случае, если х+у=1, т.е. линейные комбинации являются нормированными, вектора 
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равны. Случай, при котором результат операции не зависит от выбора полюса, доказан.

3.2.3. Задачи

Задача 1.В каком соотношении точка М делит отрезок ЕD, если один из коэффициентов ее нормированной линейной комбинации – это число 0.25?

Решение. Так как эта линейная комбинация - нормированная, то сумма ее коэффициентов равна 1(по определению), а значит, второй коэффициент будет равен 0.75. При переводе в обыкновенные дроби коэффициенты равны ¼ и ¾, т.е. точка М будет делить отрезок ED в отношении 3 к 1.

Задача 2. Представьте точку Х как линейную комбинацию точек А и В. (рис.36).
[image: image166.png]Puc.36




Задача 3. Начертите нормированную линейную комбинацию точек А и В.(рис.37). 
[image: image167.png]Puc.37




Любая точка прямой АВ будет нормированной линейной комбинацией точек А и В, и точка Х является одним из ответов на эту задачу..
Задача 4 (теорема). Докажите теорему о медианах треугольника, используя действия с точками (Три медианы треугольника пересекаются в одной точке и делятся ею в отношении 2:1, считая от вершины). 
[image: image168.png]



Доказательство. Пусть в треугольнике АВС проведены медианы АЕ и ВК, Н – точка их пересечения (рис.38).Выберем полюс в точке А. Тогда Н=рЕ=р(0.5В+0.5С)=р/2*В+р/2*С. Точка Н лежит на прямой ВК, следовательно Н=мВ+(1–м)К=мВ+(1-м)С/2 (Так как АК в два раза меньше АС – по определению медианы). Так как точка Н представляется в виде линейной комбинации точек В и С единственным образом (по теореме о линейной комбинации), то мы получаем систему:

р/2=к;

р/2=(1–м)/2.

Корнями этой системы будет пара р=2/3; м=1/3, значит, коэффициентами в нормированной линейной комбинации 

мВ+(1-м)С/2 будут числа 1/3 и 2/3, а по теореме о нормированной линейной комбинации точка Н будет делить отрезки АЕ и ВК в отношении 2 к 1, считая от вершины.
 Проведем третью медиану СТ, и докажем, что она проходит через точку Н. Так как Н=(2/3)Е, то Н=(В+С)/3. В=2Т, поэтому Н=(2Т+С)/3, т.е. Н=(2/3)Т+(1/3)С. Сумма коэффициентов равна 1, оба они положительны, поэтому Н – точка отрезка СТ, делящая его в отношении 2 к 1. Теорема доказана.
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