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 1.Введение

  Материал: научная литература по истории открытия фракталов, данные исследований Б.Мандельброта. 

  Гипотеза: построение линейных фракталов методом итерации. 

Цель: найти способ легкого представления сложных неевклидовых объектов, образы которых весьма похожи на природные.

  Методы исследования: сравнительный анализ, синтез, моделирование. 
  Задачи:
1.Познакомиться с исследованиями Б.Мандельброта и Е.Федера и понятием фрактальной размерности.

2.Классифицировать фрактальные  множества (на основании изучения научной литературы).

3.Построить фракталы в векторном графическом редакторе.

4.Разработать программу построения линейных фракталов с указанным числом итераций.

5. Сравнение программного обеспечения для разных видов программ.

  Актуальность: Интерес к проблеме обусловлен возросшей ролью фракталов в машинной графике.

  Научная новизна: Исследования средств и методов  построения фрактальных множеств, разработка программного продукта построения  фракталов с указанным числом итераций.

Геометрию часто называют «холодной» и «сухой». Одна из причин этого состоит в неспособности ее описать форму облака, горы, береговой линии или дерева. Облака – не сферы, горы – не конусы,  береговые линии – не окружности, древесная кора не гладкая, молния распространяется не по прямой. Многие природные объекты настолько иррегулярны и фрагментированы, что по сравнению со стандартной геометрией Евклида природа обладает не просто большей сложностью, а сложностью совершенно иного уровня.

Фракталы – это геометрические объекты с удивительными свойствами: любая часть фрактала содержит его уменьшенное изображение.

То есть, сколько фрактал не увеличивай, из любой его части  на вас будет смотреть его уменьшенная копия. Эти удивительные фигуры стали широко известны в 70-х годах прошлого века благодаря Б. Мандельброту, работавшему тогда математическим аналитиком в фирме IBM . Он  придумал и само слово «фрактал», которое образованно от латинского fractus – «дробный». В математике эти необычные объекты  встречались то здесь, то там с конца 19 века. Но именно Мандельброту удалось собрать эти разрозненные сведения, увидеть общее в многообразии и указать на важность этого открытия.

Кроме самоподобия, фракталы замечательны еще и тем, что многие из них удивительно похожи на то, что мы встречаем в природе.
Снежинку, морского конька, ветви деревьев, разряд молнии и горные массивы можно нарисовать, используя фракталы.

Поэтому многие современные ученые говорят о том, что природа имеет свойство фрактальности.
2. Основная часть
а) Что такое фрактал?

Фракталы вокруг нас повсюду, и в очертаниях гор, и в извилистой линии морского берега. Некоторые из фракталов непрерывно меняются, подобно движущимся облакам или мерцающему пламени, в то время как другие, подобно деревьям или нашим сосудистым системам, сохраняют структуру, приобретенную в процессе эволюции.

                                    Х.О. Пайген и П.Х.Рихтер.

Геометрия, которую мы изучаем в школе и которой пользуемся  в повседневной жизни, восходит к Евклиду (примерно 300 лет до нашей эры). Треугольники, квадраты, круги, параллелограммы, параллелепипеды, пирамиды, шары, призмы – типичные объекты, рассматриваемые типичной геометрией. Предметы, созданные  руками человека, обычно включают эти фигуры или их фрагменты. Однако в природе они встречаются  не так уж часто. Действительно, похожи ли, например, лесные  красавицы ели на какой-либо из перечисленных предметов или их комбинацию? Легко заметить, что в отличие от форм Евклида природные объекты не обладают гладкостью, их края изломаны, зазубрены, поверхности  шероховаты, изъедены трещинами, холодами и отверстиями. «Почему геометрию часто называют холодной и сухой? Одна из причин заключается  в ее неспособности описать форму облака, горы, дерева или берега моря. Облака – это не сферы, горы – не конусы, линии берега – это не окружности, и кора не является гладкой, и молния не распространяется по прямой. Природа демонстрирует нам не просто более высокую степень, а совсем другой уровень сложности», - этими словами начинается  «Фрактальная геометрия природы», написанная Бенуа Мандельбротом. Именно он в 1975 году впервые ввел понятие фрактала – от латинского слова fractus, сломанный камень, расколотый и нерегулярный. Оказывается, почти все природные образования имеют фрактальную структуру. Что это значит? Если посмотреть на фрактальный объект в целом, затем на его часть в увеличенном масштабе, потом на  часть этой части и  т.п., не трудно увидеть, что они выглядят одинаково. Фракталы самоподобны – их форма воспроизводится на различных масштабах.

Объекты, которые мы теперь называем фракталами, впервые появились в воображении математиков начала нынешнего столетия.

Ключевые понятия теории фракталов – дробная (фрактальная) размерность и самоподобие (масштабность).

Хорошо известно, что точка имеет размерность, равную нулю, «обычная» кривая на плоскости или в пространстве – размерность, равную единице, «обычная» поверхность – двумерна, а любое объемное тело – трехмерно. Во всех перечисленных случаях размерность равна числу независимых переменных, необходимых для того, чтобы задать точку на рассматриваемом объекте.

б) Классификация фракталов.

 Как и все в науке, фракталы принято делить на классы или виды. Каждый вид имеет свое особое происхождение. 

Геометрические фракталы. Один из самых известных примеров этого вида - это коврик Серпинского.

 Построение заключается в следующем: возьмем равносторонний треугольник и в его середине вырежем дыру в виде такого же треугольника, только перевернутого и в четыре раза меньшего. Теперь в каждом из углов появляются по маленькому треугольнику. 
Повторяем с ними то же самое: в середине каждого вырезаем маленький треугольник. И так далее пока уменьшающиеся треугольники нельзя будет отличить от точки. 
Первые три шага построения треугольника Серпинского изображены на рисунках. Его фрактальная размерность равна: D≈4.5894.(Приложение рис.1)
Примерно также получаются все остальные геометрические фракталы: мы берем какую-то фигуру и начинаем применять к ней, а потом к ее частям, определенное геометрическое построение достаточно много раз.

Строго говоря, эту процедуру надо повторять бесконечное количество раз. Но так как возможности нашего зрения ограничены, да и жизнь не бесконечна, то можно остановиться на построении самых мелких видимых деталей. 
    Фракталы следующего вида называются алгебраическими. Один из методов построения алгебраических фракталов состоит в следующем. Мы берем формулу, подставляем в нее число и получаем результат. Потом подставляем в эту же формулу результат и получаем следующее число. Повторяем эту процедуру много раз. В математике это называется итерационный процесс. 

В результате получается набор чисел, которые являются точками фрактала. Удивительно то, что иногда эти формулы до смешного простые - мы их можем найти в любом школьном учебнике алгебры 6-го класса.

     Пример: 

Рассмотрим линейную функцию вида y=k*x+b, где x – переменная, а k, b – коэффициенты.

Возьмем k=2 и b=0
Получим функцию y=2х, она будет принимать такие значения

	х
	1
	2
	4
	8
	16

	y
	2
	4
	8
	16
	32


При k=2 и b=3 функция примет вид y=2х+3 и ее значения будут 
	х
	1
	5
	13
	29

	y
	5
	13
	29
	61


Еще одним распространенным видом являются стохастические фракталы. Их получают, меняя в итерационном процессе некоторые параметры случайным образом. Этим способом можно нарисовать такие природные объекты, как изрезанные береговые линии, рельеф местности, облака, волны на воде, многое другое. Поэтому фрактальные модели сегодня широко применяют в компьютерных играх, создавая в них обстановку, которую уже трудно отличить от реальности.

в) Самоподобие геометрических объектов 

           Самоподобной геометрической фигурой (телом) мы назовем фигуру, которую можно разрезать на конечное число одинаковых фигур, подобных ей самой (Приложение рис.2) .         
            Простейшая самоподобная фигура – “веточка” – строится следующим образом. Исходный отрезок делят на три равные части, и из точек деления под углом 45o проводим отрезки, составляющие 1/3 длины исходного отрезка. Затем эту процедуру повторяем по отношению к вновь построенным отрезкам и т.д.(Приложение рис.3).               
             Аналогичное свойство самоподобия обнаруживают многие объекты в природе, стоит лишь внимательнее присмотреться к ним: к линиям трещин в земной коре, ветвлениям деревьев, очертаниям гор, облаков и коралловых рифов. Рассмотрев горный хребет с разного расстояния – из космоса, с борта самолёта, а затем непосредственно с горной вершины, каждый раз мы будем обнаруживать всё новые и новые подробности, искривления и изломы – раньше они представлялись нам прямыми или плоскими деталями рельефа. Но видим мы, тем не менее, всё те же горы. Рельеф гор как бы не зависит от масштаба – он самоподобен.        
          Шведский математик Хельга фон Кох построила в 1904 году фрактал, известный под названием “Снежинки Кох”. Начинается построение с “инициатора”, т. е. с равностороннего треугольника, длина сторон которого равна единице. Применим к нему рекуррентную процедуру: в средней трети каждой из сторон строим по равностороннему треугольнику с длиной сторон, равной 1/3 (Приложение рис.4) .  
           На этом этапе мы получаем шестиконечную звезду, или звезду Давида. На каждой из сторон полученной звезды строим вышеописанным образом по равностороннему треугольнику и повторяем процесс до бесконечности. В результате построим извилистую кривую, напоминающую очертаниями снежинку (Приложение рис.5) .                    

            Мы решили попробовать определить ее длину с помощью циркуля. Установив раствор циркуля равным λ, будем переставлять циркуль по кривой, считая число его перестановок n. Длина кривой при этом приближенно будет равна L≈λn. Величину λ мы будем называть масштабом измерения.
        Измеряя длину окружности с радиусом R=1 м, мы получим, что измеренная длина L≈λn при λ = 1 м равна 3,0 м, при λ = 0,1 м L=6,2 м, при λ=0,01 м L=6,28 м, и при λ→0 длина L стремиться к 2πR = 6,28318… м. Следовательно,  и длина кривой Кох будет стремиться к 2πR с каждым следующим шагом. 
        Вернемся к треугольнику Серпинского.
        Пусть начальное множество S0 – равносторонний треугольник вместе с областью, которую он замыкает. Разобьём S0 на четыре меньшие треугольные области, соединив отрезками середины сторон исходного треугольника. Удалим внутренность маленькой центральной треугольной области. Назовём оставшееся множество S1. Затем повторим процесс для трёх оставшихся маленьких треугольников и получим следующее приближение S2. Продолжая, таким образом, получим последовательность вложенных множеств Sn, чьё пересечение и образует треугольник S.
       Из построения видно, что он представляет собой объединение N = 3 существенно непересекающихся уменьшенных в два раза копий; коэффициент подобия r=1/2 (как по горизонтали, так и по вертикали). 
      Очевидно, что суммарная площадь частей, выкинутых при построении, в точности равна площади исходного треугольника. На первом шаге мы выбросили  1/4 часть площади. На следующем шаге мы выбросили три треугольника, причём площадь каждого равна 1/42 от площади исходного. Рассуждая, таким образом, мы убеждаемся, что полная доля выкинутой площади составила:  1/4 + 3*1/42 + 32*1/43+ … +3n-1* 1/4n…
Задача1:
Докажите, что эта сумма равна 1, используя соотношение:  1/(х-1) = 1 + х + х2 + х3 +… , для |x| < 1. 
      1/4 + 3*1/42 + 32*1/43+ … +3n-1* 1/4n…
      1/4 (1+3*1/4+32*1/42+…+3n-1*1/4n-1+…)
Рассмотрим последовательность 1 + х + х2 + х3 +… , это 
       1+3*1/4+32*1/42+…+3n-1*1/4n-1+…
      Следовательно, х = 3/4, а теперь рассмотрим последовательность 1;3/4;(3/4)2;…;(3/4) n-1. Это бесконечная геометрическая прогрессия со знаменателем 3/4. Ее сумма находится по формуле S= b1/(1-q). Значит
1+3*1/4+32*1/42+…+3n-1*1/4n-1+…= 1/(1-3/4)=4. тогда  1/4  + 3*1/42 + 32*1/43+ … +3n-1* 1/4n: …=1/4 * 4 =1. Задача доказана.
    Это выделяет множество S в разряд “совершенного”, в том смысле, что оно разбивает своё дополнение на бесконечное число треугольных областей, обладая при этом нулевой толщиной.
Задача2:
Рассмотрите фрактал (Приложение рис.6). Этот фрактал иногда называют пылью Серпинского. Запишите бесконечный ряд  для суммы площадей частей, которые были удалены при построении. Найдите сумму этого ряда.
    Площадь вырезанной части на первом шаге равна 5/9, на втором 4*5/81. Следовательно, бесконечный ряд для нахождения суммы вырезанной части выглядит так  5/9 + 4* 5/92+…+4 n-1*5/9n +… .
      Теперь найдем сумму этого ряда. Для этого выносим 5/9 и получаем 5/9(1+4/9+(4/9)2+…+(4/9)n …). Рассмотрим ряд чисел в скобках. Это геометрическая прогрессия со знаменателем 4/9. По формуле приведенной выше найдем сумму.
       1+4/9+(4/9)2+…+(4/9)n …=1/(1-4/9)= 9/5
        5/9(1+4/9+(4/9)2+…+(4/9)n …)=5/9*9/5=1.
      В каждом из приведённых примеров мы рассмотрели несколько последовательных стадий преобразования исходной фигуры. Каждая из полученных на отдельном этапе фигур называется предфракталом, и их самоподобие очевидно. Настоящий фрактал получится, если число шагов алгоритма построения будет стремиться к бесконечности.
       Итак, линейные фракталы – это фракталы, чьи алгоритмы роста задаются линейными функциями, то есть уравнениями первого порядка. В линейных фракталах самоподобие проявляется в следующем: любая часть есть точная копия целого.
3. Сравнительная характеристика
Благодаря технике  мир стал меньше.
                                 Г.Ф.Николаи

         В последнее время было разработано большое количество программ, позволяющих строить различные фракталы, например, Mandelbrot Explorer3. Но из всего этого многообразия, на наш взгляд, наиболее интересной является программа Fractal Explorer. Версию данной программы мы нашли на сайте http://www.eclectasy.com. Эта программа ориентирована на построение и исследование алгебраических фракталов.
        Мы можем сами построить фракталы в форме напоминающей снежинку, с помощью программы SnowFlake Александра Малюкова (www.am-soft.ru).          
       На рисунке (Приложение рис.7) мы видим изменения с каждым шагом, с первого по пятый.
         Идея бесконечного повторения простой операции используется для порождения еще более изощренных и удивительных структур. 
    Возьмем какое-нибудь число х0 от 0 до 1 и рассчитаем х1= k*x0*(1-x0). Затем по тому же рецептору (который на птичьем языке математиков носит неблагозвучное название: «отображение Ферхюльста») вычислим х2, х3  и так далее. Если коэффициент k меньше 3, то последовательность чисел х1 быстро стремиться к постоянному значению, это доказывает программа написанная нами в Turbo Pascal (Приложение рис.8). Но если взять k больше тройки, последовательность начинает метаться между двумя значениями, затем – четырьмя, восемью, и так далее, пока, наконец, при k > 3,6 ее поведение не станет совершенно беспорядочным – внешне. 

Пример: 
При k=2                                              При k=3,88
                 х1=0,18       х6=0,48                                х1=0,3492       х6=0,9312
                 х2=0,32       х7=0,42                                х2=0,6208       х7=0,8148
                 х3=0,42       х8=0,32                                х3=0,8148       х8=0,6208
                 х4=0,48       х9=0,18                                х4=0,9312       х9=0,3492
                 х5=0,5                                                      х5=0,97
         Самые знаменитые и популярные из фракталов – множества Жюлиа и Мандельброта – выращиваются повторением еще более простой формулы zn+1=zn2+ c. Трюк заключается в том, что числа zn, и константа с считаются комплексными.

4. Вывод.
Процессы, исследованные Мандельбротом, возникают в различных физических и математических задачах. Все они имеют общее свойство: это конкуренция нескольких центров притяжения на плоскости. Простые границы между территориями при такой конкуренции возникают редко. Чаще имеют место переплетение и непрекращающаяся борьба даже за самые малые участки. Именно в этой пограничной области происходит переход от одной формы существования к другой: от порядка - к беспорядку, от хаоса - к гармонии. Возможность классификации и изучения хаотических структур, которая возникла благодаря исследованиям Мандельброта, стала несомненным шагом вперед. Прежние исключения - "монстры" и "чудовища" математики - стали правилами, а классическая геометрия, напротив, превратилась в исключение. И здравый смысл уже не протестует против бесконечно – изломанных границ, поскольку он вновь научился видеть их вокруг себя.
      Фракталы в определенном смысле, занимают промежуточное положение между непрерывными объектами, такими как прямая или плоскость, и дискретными объектами, например точкой или кристаллической решеткой. Именно поэтому аналитическое описание фракталов с помощью методов классического математического анализа и дискретной математики не всегда эффективно. Вместе с тем оказалось, что иногда процессы, происходящие во фрактальных объектах, можно описывать с помощью дифференцированных уравнений, содержащих дробные производные вместо обычных производных целого порядка.
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рис.1
Пример:
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рис.2
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рис.3
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рис.5
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рис.6
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рис.7
   Program fractal;

   Var k: real;

   х0: real;

   xn: real;

   Begin

   Readln(k);

   Begin

   x0 := 0.1

   Repeat;

   xn:=x0*k*(1-x0);

   xo:= x0+0.1;

   Writeln(xn);

   Until xo>1;

   End;

   End.

Рис.8
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