

 Зарождение геометрических знаний, связанных с измерением площадей, теряется в глубине тысячелетий.

Еще 4—5 тыс. лет назад вавилоняне вычисляли площади земель​ных участков, имеющих форму прямоугольника и трапеции, в квад​ратных единицах. Единицей измерения площади издревле исполь​зовали квадрат, так как именно квадрат обладает замечательными свойствами: равные стороны, равные и прямые углы; квадрат имеет ось и центр симметрии и совершенство формы. Квадраты легко строить, и ими можно покрыть без просветов фигуры любой формы.

Около 4000 лет назад египтяне определяли площадь прямо​угольника, параллелограмма, треугольника и трапеции теми же приемами, как и мы. То есть, чтобы определить площадь прямоуголь​ника, умножали длину на ширину; чтобы найти площадь треуголь​ника, основание треугольника делили пополам и умножали на высоту. А для нахождения площади трапеции сумму параллельных сторон делили пополам и умножали на высоту. Площадь много​угольника находили разбиением его на прямо​угольники, треугольники и трапеции.

иные, которые позволяли быстрее измерять площадь земельного участка путем только обхода его по границам, но результат измерения получался с некоторой погрешностью. Так,    площадь    равнобедренного    треугольника

вычисляли по формуле S =ab:2» где а — боковая сторона, b — основание треугольника.Совершаемая при этом ошибка тем меньше, чем ближе к 90° угол а между сторонами а и Ъ. Так как из       современной       формулы b = ~2 sin а нам известно, что npиa=90osin 90°=l, то S =ab/2.

Египтяне также пользова​лись для вычисления площади четырехугольника ABCD формулой S =a+b/2·c+d
2~. При вы​числении площади четырехугольников по этой формуле допускалась ошибка. Она минимальна, когда углы четырехугольника близки к  прямым. А в случае прямоугольника результат получается точный,

AB+CD   AD+при AB=CD и AD=BCтак как из формулы SA
получим SABCD = 2AB/2·AD/2= АВ ∙ AD (рис.75)
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Рис. 76.
А в случае параллелограмма эта формула дает ощутимую по​грешность.
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Рис. 77.
Согласно египетской формуле площади параллелограммов, ука​занных на рис. 76 и 77, примем равными площадям прямоуголь​ников, построенных на сторонах AD. Заштрихованные площади показывают величину допущенной ошибки в определении площади параллелограмма в двух различных случаях. Если угол СВА параллелограмма по величине далек от прямого, то ошибка может оказаться значительной.

В древней Греции и Индии измеряли площадь иначе.В математических трудах Евклида, Герона, Брахмагупты и дру​гих известно, что по вопросам измерения площадей греки и индусы пошли далеко вперед по сравнению с египтянами и вавилонянами. В своих «Началах» Евклид не применял слово «площадь», так как он под словом «фигура» понимает часть плоскости, ограниченную той или иной замкнутой линией, и под понятием фигуры подразумевал и ее площадь. Евклид результат измерения площади не выражает числом, а сравнивает площади различных фигур между собой. Евклид также занимается вопросами превращения одних фигур в равновеликие им фигуры, оперируя при этом не числами, а самими площадями.

С формулой Герона  S =  √p(p - а)(р - b)(р - с) , где р = а + b+ с ,

учащиеся знакомы. А индийский математик Брахмагупта (598— 660) хотел вывести подобную формулу для вычисления площади четырехугольника. Если обозначим площадь четырехугольника че​рез S, его полупериметр через р, а стороны — через а, b,с и d, то Брахмагупта принимал S = √{р - а)(р - b){р- с)(р - d), но не до​казал.

Формула Брахмагупты верна для прямоугольника, так как только в прямоугольниках р—а=b и р—b=а. Поэтому S =√   (p-a)(p-b)(p-c)(p-d) = √(p-a)2(p-b)2 = (p-a)(p-b), т. к. а=с, b=d. Так как р-а=b,р-b=а, то получим S=ab. Формула Брахмагупты верна не для любого четырехугольника. Она применима для равнобедренной трапеции и для вписанных в круг четырехугольников, диагонали которых взаимно перпендику​лярны. Сам Брахмагупта был осторожен в применении своей фор​мулы и пользовался ею только для определения площадей выше указанных фигур. Его формула, хоть и давала лишь приближенное значение истинного размера площади любого четырехугольника, облегчала измерение площадей земельных участков, так как обход участка по периметру и его измерение — задача несложная.

Задачи деления площадей фигур с помощью пересекающих их прямых и превращение одной фигуры в другую путем разрезания и пересоставления новых фигур из полученных частей заинтересовали греческих математиков, так как землемерие и архитектурные рабо​ты выдвигали задачи такого содержания. На рис. 78 вы видите деление пополам площади треугольника прямой, проходящей через одну из его вершин. Площадь треугольника разделится медианой на две равные части, т. к.  1 + 2 = 1' + 2'.
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Рис. 78.                           Рис. 78.
Рис. 78.Рис, 79.
Одной из самых простых и удобных фигур для измерения пло​щадей является квадрат. Поэтому математики издавна стремились превращать любую фигуру в равновеликий ей квадрат. Например, решали задачу о построении треугольника, равновеликого данному многоугольнику, и квадрата, равновеликого полученному треуголь​нику, или квадрата — равновеликого данному прямоугольнику и т. д. Для решения аналогичных задач данный многоугольник разбивали на треугольники, т. к. всякий треугольник можно превратить в параллелограмм. При этом основание параллелограмма должно рав​няться основанию треугольника, а высота параллелограмма — поло​вине высоты треугольника (рис. 79). Для этого достаточно провести среднюю линию треугольника.

Параллелограмм превращали в равновеликий ему прямоуголь​ник (рис. 80), а прямоугольник в равновеликий ему квадрат (рис. 81).
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Рис.80.
Рис.81.
Первые сведения об измерении площадей и расстояний на Руси относятся к XI веку. В Государственном Эрмитаже хранится камень с надписью: «В лето 6576 Глеб князь мерил морем по льду от Тмуто-роканя до Корчева 14 тысяч сажен». В этой записи говорится об измерении в 1068 году расстояния между городами Тамань и Керчь через Керченский пролив по льду.

Древние математики Египта и Индии необоснованно переносили на общий случай правила вычисления площадей, верные в некото​рых частных случаях. На Руси в XI — XVI веках тоже пошли путем обобщения правил. Во второй половине XVI в. возросшие потребности в измерении земли, развитие артиллерийского дела и строительство городов привели к необходимости создания рукописей геометриче​ского содержания. В 1551 г. царь Иван IV послал людей «описать и смерить государство». К сожалению, рукописи Древней Руси до нас не дошли. Автор «Истории Российской с древнейших времен» В. Н. Татищев (1686—1750) писал: «Я читал наказ, данный в 1556 г. писцам о том, как следует измерять землю». К наказу прилагались «землемерные начертания», т. е. чертежи. Наказ бесследно исчез. Пропали также «Математические рукописи XVII века», хранившие​ся в семье писателя и историка Н. М. Карамзина (1766—1826).

Первой из сохранившихся рукописей, в которых излагаются правила измерения площадей, была «Книга сошного письма», самый древний экземпляр которой относится к 1629 году, хотя имеются ука​зания, что оригинал был составлен при Иване Грозном в 1556 году. В этой книге имеется глава «О земном верстании, как земля вер- стать». В ней, к сожалению, содержится много ошибочного материа​ла в способах измерения площадей. Возможно, они появились в ре​зультате искажений во время переписывания от руки. Приходится признать, что уровень знаний был невысоким, хотя не хочется счи​тать россиян шестнадцатого и семнадцатого столетий менее гра​мотными, чем древние египтяне. Тем более ярким подтверждением тому служат исключительные по красоте архитектурные памятники того времени, такие, как собор Василия Блаженного, построенный в 1553—1560 гг. при Иване Грозном русскими «мастерами каменных дел» Постником, Яковлевым и Бар мой.

Были и веские причины, задерживавшие распространение мате​матических знаний на Руси. В XV в. были царские оглашения «О запрещении книг, вывезенных с Запада», в одном из которых даже говорилось, что «богомерзостен перед богом всякий, кто любит геометрию».

Лишь при Петре I в 1701 году открыли в Москве «Мате​матические и навигатские, т. е. Мореходно-хитростных наук шко​лу». В программу обучения включили преподавание арифметики, алгебры, геометрии и тригонометрии. Эти науки преподавал выписанный из-за границы профессор-математик Форварсон и мате​матик-самоучка Леонтий Магницкий. С того времени основы геомет​рии как науки проникли к нам в Россию. Именно в начале XVIII века под редакцией Форварсона были переведены на русский язык и изданы «Начала» Евклида.

Так какие же конкретно ошибки допускали в измерении площа​дей на Руси?

В выше упомянутой книге «О земном верстании, как земля вер​стать» собраны правила измерения площадей различных фигур и приведены примеры, как ими пользоваться. Но выводов и доказа​тельств этих правил нет. Площадь прямоугольника вычисляли путем выделения из него наибольшего квадрата, а площадь оставшейся части прямоугольника вычисляли определением, какую долю наибольшего квадрата она составляет (рис. 82).

Как примитивен этот способ по сравнению с прямоугольника умножением длины его на ширину!
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А чтобы найти площадь трапеции, полусумму оснований умно-

основание. Например, площадь трапеции ABCD при

AB=CD по этому правилу  равна S=AD+BC/2*AD(рис.83)
По-видимому, здесь допущена ошибка при переписывании ру​кописи. В более поздних рукописях площадь трапеции выражается произведением полусуммы оснований на «хобот», а «хоботом» на​зывали боковую сторону трапеции. Этот способ тоже неверный, однако более близкий к истинной величине.

При вычислении площади треугольника по правилу, указанному в книге «О земном верстании , как земля верстать», произведение большей и меньшей сторон треугольника делили на два, что, естест​венно, дает лишь приближенное значение истинной площади.

В Древней Руси при вычислении площадей допускали еще одну грубейшую ошибку, полагая, что «фигуры с равными периметрами имеют равные площади». Это предположение неверно ни для одной фигуры, даже если они имеют равные стороны. Например, при равенстве сторон квадрата сторонам ромба площадь квадрата больше площади ромба, т. к. высота ромба короче его стороны. Докажем это.

Пусть сторона квадрата и сторона ромба равны а (рис. 84).
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Площадь квадрата Sкв=а2. А площадь ромба Sромба=ah. Из прямоугольного треугольника ABE h = BE = a sin А. Отсюда Sромба = а ∙ asinA=a2sin А. Таким образом, правила, верные для конкретных фигур, неприменимы в более общих случаях.

[image: image7.png]3o,

2‘13 cM

23 cm




Возьмем квадрат и равносторонний треугольник с равными пери​метрами (рис. 85). Для сравнения вычислим площадь равносторон​него треугольника с периметром 9 см по формуле S=12a2 sin а, полу​чим S=~ ■ З2 • sin60° = 5-^ = i^Z==3,8=4(cM2).

Сторона квадрата с периметром тоже 9 см равна 2^ см, а площадь

s-(42-(I)2 = i-5^2)-
Как видите, площади не равны. Следовательно, нельзя делать вывод о равенстве площадей фигур с равными периметрами.

На ошибках учатся — гласит народная мудрость. Многократно ошибаясь и исправляя собственные ошибки, человек достиг совре​менной высокой культуры вычислений.
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Рис.75.








