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Введение
         При изучении различных тем на уроках математики  и при занятиях на кружке попадаются темы , которые имеют широкий диапазон применения. 

          Рассматриваемая тема работы появилась при изучении статьи В.П. Пантелеева 

«Пропорциональные отрезки и то, что за ними» в журнале «Математика в школе» №8         2000г. В этой статье приводится теорема, действие которой проверяется нами на задачах, взятых из различных сборников конкурсных задач для поступающих в вузы и из материалов олимпиадных задач. В самой статье приводятся задачи, которые автор статьи решает, применяя определенные методы решения задач. Приведенные в работе решения этих же задач, на наш взгляд выглядят попроще и в некоторых случаях оригинально.
           Рассмотрим теорему и доказательство теоремы в авторском варианте.
           Теорема.
            Пусть в треугольнике ABC точки K и L делят стороны AB и BC соответственно в отношениях p = AK/KB и q = BL/LC (q ≠ ∞). Тогда точка M пересечения прямых AL и CK,
возможно и несобственная делит отрезок CK в отношении 
                                                                            r = 
[image: image1.wmf].
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            Доказательство.
             Прямая  KN, проходящая через точку K параллельно прямой AL , пересекает прямую BC в некоторой точке N. Параллельные прямые AL и KN делят сторону угла  ABC на пропорциональные отрезки AK /AB = LN/LB, а стороны угла KBC на пропорциональные отрезки CM/MK = CL/LN.     
        Два последних равенства справедливы независимо от того, делятся ли стороны

AB и BC и отрезок CK точками K, L и M внутренним или внешним образом. Умножив левые части этих равенств и отдельно правые, получаем равенство:
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Когда прямая AL параллельна CK, мы имеем предельное положение, создаваемое

точкой M, которая по прямой CK уходит в бесконечность. Предельное значение r = -1
отношения r = CM / MK согласуется с формулой r = 
[image: image4.wmf],
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 EMBED Equation.3  [image: image5.wmf]оставляя её в силе. Понятие

точки M при этом можно сохранить, считая её несобственной и связав её положение с прямой CK, по которой она ушла в бесконечность. В последнем случае прямая СK рассматривается вместе с пучком параллельных ей прямых, определяющих ту же самую несобственную точку.
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  или    p * q * r = p +1   легко запоминается, оно служит удобным инструментом к решению многих задач элементарной геометрии.
         Рассмотрим применение теоремы в решениях задач.
                 Задача №1
                 В треугольнике ABC  AB = a,  AC = b,  
[image: image8.wmf]Ð

A = α.   Биссектриса AD и медиана BE
пересекаются в точке F. Найдите площадь треугольника ABF.
                  Решение.
                Эту задачу, предложенную автором статьи для самостоятельного решения, будем 

решать двумя способами. Первый способ – применяя те методы и способы, которые
применяет автор, а второй способ – так, как нам кажется более рациональным и традиционным – используя свойство биссектрисы:
 Первый способ.    Примем AE/EC = p = 1.  CD/DB = q = 
[image: image9.wmf]a

b

  и  r = BF /FE.

Получим 1+p = pqr или 2 = r * b/a 
или r = BF/FE. Отсюда получим, 
что FE = (b/2a)BF.Для  медианы BE получим, что BE = BF+FE = (1+b/2a)BF или
 BE = ((2a+b)/2a)BF  или для BF получим BF=2aEB/(2a+b). Найдем площадь ∆ABC и ∆ABE:
S∆ABC = AB*AC*sin α /2 = ab*sin α /2;

S∆ABE = S∆ABC/2 = ab*sin α /4. Далее получим S∆ABF = BF*h/2= 2a*EB*h/((2a+b)2) или S∆ABF = 2a S∆ABE/(2a+b) = a2b*sinα /(2(2a+b)). 
      Второй способ.
      Обозначим DF = y; EF = x. Учитывая, что AF– биссектриса ∆ABE, то x :y = b:2a  
или x = by/2a. Медиана EB = x + y = (2a+b)y/2a  или y = 2a*BE/(2a+b). Для площади S∆ABF  получим: S∆ABF = y*h/2 = 2a*S∆ABE/(2a+b) = a2b*sin α /(2(2a+b)).

       Ответ:  a2b*sin α /(2(2a+b)).

      Рассмотрим решение ещё одной задачи, которую автор статьи решает, применяя

теорему дважды, а приводимое нами решение, используя метод площадей, укрощает
вычисления и делает решение более интересным.
       Задача №2
       Отрезок AB делится точкой D в отношение 3:2, а отрезок BC – точкой E в отношении 1:3.  Отрезки AE и CD пересекаются в точке F. Чему равно отношение площадей треугольников ADF и CFE?
       Решение.
Пусть 
[image: image10.wmf]Ð

AFD = α, p = AD/DB = 
[image: image11.wmf]2
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, q = BE/EC = 
[image: image12.wmf]3
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Тогда по теореме для треугольника ABC получим

 r = CF/FD = 
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 = 5,  а для треугольника CBA 

p = CE/EB = 3, q = BD/DA =
[image: image14.wmf]3
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.    Получим
                        AF/ FE =
[image: image15.wmf].
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Пусть DF = x, FE = y, тогда FC = 5x, AF = 2y, и пло-щади треугольников ADF и FEC соответственно равны   
S∆ADF = x*y*sin α;      S∆FEC = 
[image: image16.wmf]2
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x*y*sin α.   Следовательно, отношение площадей треуголь-ников ADF и FEC равно   
[image: image17.wmf].
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       Второй способ:  Мы нашли, что r равен 5. Воспользуемся тем, что точка D делит сторону AB в отношении 3:2, тогда S∆ADC = 
[image: image18.wmf]5
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S, где S = S∆ABC и S∆AFD = 
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. Точка E делит сторону BC в отношении 1:3, поэтому   S∆AEC = 
[image: image23.wmf]S
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. Найдем S∆FCE:  S∆FCE = S∆AEC - S∆ACF = 
[image: image24.wmf].
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Найдем отношение S∆ADF /S∆FCE:
 S∆ADF /S∆FCE = 
[image: image25.wmf].
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         Ответ: 2:5.
         Решим следующую задачу.
         Задача № 3.  В треугольнике ABC сторона AB = c, BC = a, AC = b. В каком отно-шении биссектрисы AK, BL, CM этого треугольника делятся их общей точкой F?
          Решение.
                                                                       Последовательно рассмотрим ∆ABC, ∆BCA и
∆CAB  и  для  каждого из них применим

теорему. Для ∆ABC имеем
AM/MB = p = b/a; BK/KC = q = c/b; CF/FM = r.
Получим r = (1+p)/(pq) = (a+b)/c, т.е. CF = FM =       = (a+b)/c. Для ∆BCA имеем. BK/KC = p =

   = c/b;    CL:LA = q = a/c;  r = AF/FK.    Получим 
r = (1+p)/pq =(b+c)/a, т.е. AF/FK = FM = (b+c)/a.   Для ∆CAB, рассуждая аналогично, получим, что   BF/FL = (a+c)/b.

       Ответ: (a+c)/c; (b+c)/a; (a+c)/b.

       Рассмотрим задачи из различных сборников и материалов олимпиадных задач, в которых можно применить данную теорему, а также и другие теоремы, используемые для нахождения площади треугольников отношения отрезков.

       Задача №4.   Точка X делит сторону AB треугольника ABC в соотношении 1:2. Точка Y лежит на стороне AC, и отрезок BY делится отрезком XC в отношении 5:2.  В каком отношении точка Y делит сторону AC?
       Решение.  

     Рассмотрим  ∆CAB. Имеем CY/YA= p; 
 AX/XB = q =1/2; BF/FY = r = 5/2. По теореме получим 1 + p = pqr или 1+p = 5p/4, p = 4. То есть   CY/YA = 4:1 или AY/YC = 1/4.   

    Ответ:  1:4.
       Задача №5.   Прямая делит основание AB равнобедренного ∆ABC с боковой стороной 3  в отношении 2:1  и отсекает на луче CA отрезок CM длиной 5. На какие части делит она другую боковую сторону? 
           Решение.
    Обозначим   через  т. F и E точки в которых лрямая пересе-кает стороны AB и CB треугольника ABC.
    Соединим  точку M с вершиной B треугольника ABC. Тогда в ∆MCB прямые BA  и ME пересекаются в точке F. Для ∆MCB получим  MA/AC = p = 2/3;  CE/EB = q;  BF/FA = r = 1/2.

    Далее получим, что 1+ p = pqr или 1+2.3 = q/3 или q = 5. То есть получим, что CE/EB = 5:1 или EB = 0,5; CE = 2,5.
       Ответ: 5:1
       Задача  №  6.   Прямая делит пополам основание AB равнобедренного треугольника ABC с боковой стороной 3 и отсекает на лучах CA и CB отрезки CM и CN
соответственно. Найти длину CM, если длина CN равна 2.
        Решение.
    Обозначим через точку F середину AB. Соединим
точки M и B и рассмотрим ∆MCB. Получим
MA/AC = p = 2; CN/NB = q = 2; BF/FA = r =1. 
По теореме получим 1+ p = pqr = 2p или p+1. 
То есть MA =AC =3.

    Ответ: 6.      
    Рассмотрим более сюжетные задачи, в которых теорема помогает справиться с большими трудностями.
    Задача  №  7.   Точки C1, B1, A1 делят стороны AB, AC, BC треугольника ABC в отношениях AC1 /C1B = =1:4;  CB1/B1A = 2:1;  BA1/A1C =1:1. Пусть  P -точка пересечения отрезков AA1 и  CC1, а Q – точка  пересечения отрезков AA1 и BB1. В каком отношении точки P и Q делят отрезок AA1?
         Решение.
    Рассмотрим  ∆CBA и прямые CC1 и

AA1,  которые   пересекаются  в точке P.
Получим по теореме.   
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  BC1/C1A = q = 4;  AP/PA1 =  r. Тогда  
r = 
[image: image27.wmf].
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 То есть AP/PA1 = =1:2.
    Рассмотрим  ∆BCA и прямые  BB1 и  AA1,  которые пересекаются в точке Q.
Получим, что BA1/A1C = p =1; CB1/B1A = q = 2; AQ/QA1 = r. Тогда r = 
[image: image28.wmf].
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То есть AQ/QA1 =1. В итоге получим, что AP =AA1/3; QA1=AA1/2. Если отрезок AA1
принять за единицу, то AP = 2/6; QA1 = 3/6, а PQ = 1/6.
[image: image29.wmf]
       Ответ: 2:1:3.
       Задача  №  8.  Две биссектрисы в треугольнике делятся в точке пересечения 2:1 и
3:1 (считая от вершины). Найти, в каком отношении делится точкой пересечения третья

биссектриса.
        Решение.
    По условию задачи AA1, BB1 и CC1-бис-сектрисы треугольника ABC и точка F – точка пересечения биссектрис. Пусть  CF/FC1 =  2:1;   AF/FA1 =  3:1.  Нужно найти BF/FB1 - ? Обозначим BC = a, AC = b и AB = c. Для ∆ABC получим AC1/C1B = p = b/a;  BA1/A1C = q = c/b;  CF/FC1 = r =2:1.    

Тогда r = 
[image: image30.wmf]1
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 или 2c = a+b     (1).
Для ∆BCA получим BA1/A1C = p = c/b; CB1/B1A = q = a/c; AF/FA1 = 3:1 или  

                 r = 
[image: image31.wmf].
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 Получим, что b+c = 3a.     (2).

Для ∆CAB получим CB1/B1A = p = a/c; AC1/C1B = q = b/a; BF/FB1 = r. В этом случае
получим, что r = 
[image: image32.wmf].

1

b

c

a

pq

p

+

=

+

                                                (3)
       Из (1) и (2) выразим a и b через c и подставим в (3).
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     или    3c = 4a,   или a = 
[image: image35.wmf].
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        Подставим в 1-е уравнение системы.  
[image: image36.wmf].
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[image: image37.wmf].
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Подставим найден-ные значения a и b в (3). Получим, что  BF/FB1 = (a+c)/b = 7:5.
       Ответ: 7:5.
       Задача  №  9.  На стороне BC треугольника ABC взята точка M, а на стороне AB точ-ка N. Известно, что BM/MC = 1:2, BN/NA = 3:2. В каком отношении прямая MN делит отрезок BK, где K  точка на AC, такая, что AK/KC = 4:3?
M 
[image: image38.wmf]Î

 BC , N 
[image: image39.wmf]Î

 AB , K 
[image: image40.wmf]Î

AC
BM/MC = 1:2; BN/NA = 3:2; AK/KC = 4:3
В каком отношении MN делит отрезок BK?
    Решение.    
    Соединим   вершину A с точкой M.   Последовательно применим

теорему трижды.

т O 
[image: image41.wmf]Î

 MN ∩ BK; т F 
[image: image42.wmf]Î

 AM ∩ BK.
Найдем предварительно в каком отношении точка F делит отрезок AM. Рассмотрим ∆BCA, имеем p = BM/MC = 
[image: image43.wmf];
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CK/KA = q = 
[image: image44.wmf];
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 AF/FM = r. Тогда r = 
[image: image45.wmf].
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 То есть AF/FM = 4:1.
Рассмотрим ∆MAB. Имеем MF/FA = p = 
[image: image46.wmf];
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[image: image47.wmf];
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 BO/OF = r. Получим, что
              r = 
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 то есть BO/OF = 15:2. Применим в третий раз теорему: AK/KC = p =
[image: image49.wmf];
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CM/MB = q = 2; BF/FK = r. Получим, что r = 
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 получили, что BF = 
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[image: image55.wmf]BK
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 и окончательно BO/OK = 7:10.

       Ответ: 7:10 (от вершины B).
       Задача  №10. Высоты треугольника равны 12,15 и20. Найти больший больший угол треугольника 
       Решение.
    Для решения задачи воспользуемся  общей формулой для площади треуго-льника   S∆ = a*h/2.  Обозначим стороны  треугольника через a, b, c. Тогда из условия того, что площадь треуголь-ника есть величина постоянная, то по-лучим следующие равенства ah1 = ah2 или 12a = 15b 
[image: image56.wmf]Û

 a/b = 15/12  или

a/b = 5:4.
    Далее bh2 = ch3 или 15b = 20c или b:c = 20:15 = 4:3. Получим для сторон треу-гольника следующие отношения a:b:c = 5:4:3.
       Из последнего отношения следует, что треугольник прямоугольный. Поэтому

наибольший угол равен 90o.
        Ответ: 90o.
        Задача  №  11.  Точки P и Q расположены на стороне BC треугольника ABC так,
что BP/PC = 1:2 и BQ/QC = 4:1. Точка R расположена на продолжении стороны AC, а точка L является серединой той же стороны. При этом точка C принадлежит отрезку AR и 

AC/CR =  2:1. Найдите отношение площади четырёхугольника PQST к площади треуголь-ника ABC, если S и T являются точками пересечения прямой BR с прямыми LQ
и AP соответственно.   

       Решение.  
Последовательно рассмотрим треу-гольники ABR и BLR и для каждого из них применим теорему. Для треу-гольника ABR имеем:BP/PC =1:2 = r; AC/CR = 2:1 = p; RT/BT = q. Зная, что pqr = 1+p, получаем q =
[image: image57.wmf].
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Для ∆ABR имеем: LC/CR = p =1; RS/SB = q; BQ/QC = r = 4. Получим 

q =
[image: image58.wmf].
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Применяя метод площадей, получим: S∆BPT  =
[image: image59.wmf]3
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 S∆ABR Для ∆BQS имеем: 
S∆BQS =
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 S∆ABR  Найдём площадь четырёхугольника PTSQ:

SPTSQ = S∆BQS - S∆BPT = (
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Рассмотрим отношение:
[image: image66.wmf].
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