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Введение 

Математика (греческое mathematike, от mathema - наука), наука, в которой изучаются пространственные формы и количественные отношения. 

Математика включает в себя алгебру и геометрия. Раздел геометрии, в котором свойства геометрических образов (точек, линий, поверхностей) устанавливаются средствами алгебры, называется аналитической геометрией. Аналитической геометрией пользовался Ж. Лагранж при построении аналитической механики и Г. Монж в дифференциальной геометрии. В настоящее время аналитическая геометрия не имеет самостоятельного значения как наука, однако её методы широко применяются в различных разделах математики, механики, физики и других наук. 

Объект исследования: 
раздел математики – «Аналитическая геометрия».

Предмет исследования: 
спирали.
Цель исследования:
 изучить виды спиралей, возможность их построения с помощью числовой последовательности; э
кспериментальное получение спиралей.

Гипотеза исследования: 
последовательности чисел можно применять для описания некоторых видов спиралей, что позволяет эффективно подготовиться к изучению понятия  «Последовательности» и раздела математики «Аналитическая геометрия». 

 В соответствии с поставленной целью и выдвинутой гипотезой были определены частные 
задачи исследования:

1. Изучить литературу по данной теме.

2. Изобразить прямолинейные ломанные спирали на треугольной, шестиугольной и квадратной сетках. 

3. Рассмотреть различные последовательности чисел, которые описывают самопересекающиеся и криволинейные спирали.

4. Провести эксперименты по получению спирали Архимеда, трёхмерной спирали.

5. Найти примеры спиралей, встречающихся в природе и жизни человека.

Методы исследования: 
1. Теоретический – аксиоматический метод.

2. Эмпирический – эксперимент и сравнение.

1. Теоретическое обоснование темы

1.1. Определения последовательности чисел и спиралей

Числовая последовательность – это числовая функция f , заданная на множестве N натуральных чисел [1].

Например: 

1) баллы, которыми учитель оценивает знания ученика, можно представить последовательностью из пяти чисел: 1, 2, 3, 4, 5; 

2) средняя скорость приземного ветра (в м/с) в городе Ачинске с 22 по 29 января 2007 года, может быть представлена последовательностью из восьми чисел: 4, 3, 3, 6, 3, 6, 4, 3. 

3) средняя скорость ветра (в м/с) по направлениям частей света (С, СВ, В, ЮВ, Ю, ЮЗ, З, СЗ) в городе Ачинске в июле месяце, можно представлена последовательностью из восьми чисел: 2,8; 3; 3,3; 2,8; 3; 3,2; 3,3; 3,1; 

4) если считать, что человек бессмертен, то его возраст от рождения можно представить числовой последовательностью: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, … .

Любые записанные подряд n чисел (среди которых могут быть и повторяющиеся) образуют числовую последовательность длины n. Ее обозначают а1, а2, …, аn. Т.е. каждое число последовательностей снабжено номером, соответствующим тому месту, которое оно занимает в записи числовой последовательности.  Число аk , записанное на k-м месте, называют k-м членом этой последовательности. Например, на 5-м месте, в примере 2, находится число 3, поэтому а5 = 3. Число записанное на n-м месте, т.е. аn, называют обычно общим членом последовательности. 

Последовательность чисел занумерованных конечным отрезком (примеры 1, 2, 3) натуральных чисел называется конечной числовой последовательностью, а занумерованных в семи натуральными числами (пример 4) – бесконечной [1]. 

Бесконечная числовая последовательность считается заданной, если известно правило, по которому для любого n можно найти значение n-го члена последовательности, т.е. если задан ее общий член.

Таким образом, задать последовательность – это значит задать некоторую функцию на множестве натуральных чисел.

Последовательности чисел можно описать с помощью спирали, например 1, 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, … Каждое из этих чисел показывает расстояние, проходимое по линии квадратной, треугольной, шестиугольной сетки до очередного поворота; каждый поворот делается против хода часовой стрелки [4].

Спираль – это кривая, которая огибает некоторую центральную точку или ось, постепенно приближаясь или удаляясь от нее, в зависимости от направления обхода кривой [2].

Примеры спиралей, встречающихся в природе и жизни человека, даны в Приложении 4.

1.2. Виды спиралей

1.2.1. Прямолинейные ломанные спирали

Я записал периодически повторяющуюся числовую последовательность и решил изобразить их на тетрадном листе в клеточку.
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Пример 1.  Числовая последовательность: 2, 1, 3, 2, 4, 3, 5, 4, 6, 5, 7, 6, 8 …

Вид спирали:

Другую конечную числовую последовательность я решил построить на треугольной сетке.

Пример 2. Числовая последовательность: 5, 3, 4, 2, 3, 1, 2.
[image: image6.wmf]
Вид спирали:

Следующую числовую поверхность я изобразил на шестиугольной сетке.
Пример 3. Числовая последовательность: 1, 1, 4, 3, 4, 5, 6, 7, 6, 9, 8, …

[image: image7.wmf]Вид спирали:

А что получится, если одну и ту же последовательность чисел изобразить на разных сетках.
Пример 4. Я взял последовательность чисел 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, … и изобразил ее на прямоугольной, треугольной и шестиугольной сетках:

[image: image8.wmf]а) прямоугольная сетка

[image: image9.wmf]б) треугольная сетка

[image: image10.wmf]в) шестиугольная сетка

Я определил сходство и различия построенных изображений: 

- три спирали имеют одинаковую числовую последовательность; 
- спирали на треугольной и шестиугольной сетках наклонены по отношению к спирали на прямоугольной сетке на 600 против хода часовой стрелки; 
- спираль на шестиугольной сетке не состоит из прямых линий, в отличие от спиралей на прямоугольной и треугольной сетках. 

1.2.2. Самопересекающиеся спирали

Я описал нижеприведенные числовые последовательности с помощью самопересекающихся спиралей на квадратной, треугольной и шестиугольной сетках.
Самопересекающиеся спирали - это такие спирали, у которых витки пересекаются.

[image: image11.wmf]Пример 5.  Числовая последовательность: 2, 4, 2, 2, 3, 6, 3, 2, 2, 6, 2, 2, 3, 6, …

Вид спирали: 

[image: image12.wmf]Пример 6. Числовая последовательность: 2, 2, 1, 3, 2, 4, 2, 2, 1, 3, 2, 4, …

Вид спирали:

Пример 7. Числовая последовательность: 3, 6, 1, 2, 1, 3, 6, 1, 2, 1, 3, 6, 1, 2, 1, 3, …

[image: image13.wmf]Вид спирали:

Я решил определить, что общего в графическом описании последовательностей состоящих из одинаковых чисел.

Пример 8. Определить сходство последовательностей (1, 4, 2) рис. а, (1, 2, 4) рис. б и (4, 1, 2) – рис. в:

[image: image14.wmf]
Я выяснил, что построенные изображения
· спирали самопересекающиеся;

· расстояния, проходимые по линиям квадратной сетки одинаковы 

(1 + 4 + 2 = 7; 1 + 2+ 4 = 7; 4 + 1 + 2 = 7).

Период - повторяющаяся группа чисел [4] (следовательно, периоды разные, а состав чисел одинаков).

Числовая последовательность может включать и отрицательные числа, и нуль. Я построю такую последовательность. Знак «-» перед числом в последовательности означает, что нужно пройти в противоположном направлении, а нуль – остаться на месте.

Пример 9
[image: image15.jpg]


Периодические последовательности: (2, -5, 1) - рис. а, (1, 2, -5) - рис. б, (-5, 1, 2) - рис. в. 

Пример 10

[image: image16.wmf]Рассмотрим периодические последовательности: (3, -2, 0, 1) - рис. а, 

(-2, 0, 3, 1) - рис. б, (0, 3, 1, -2) - рис. в.

Пример 11
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Периодические последовательности: 
[image: image31.jpg]


- рис. а, 
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- рис. б, 
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 - рис. в.
Пример 12

[image: image18.wmf]Рассмотрим периодические последовательности: (2, 3, 0, 1) - рис. а, (3, 2, 1, 0) - рис. б, (2, 0, 1, 3) - рис. в.
Пример 13

[image: image19.jpg]


Рассмотрим периодические последовательности: (1, 3, 3, 4) - рис. а, (4, 3, 3, 1) - рис. б, (3, 3, 1, 4) - рис. в.
Пример 14

[image: image20.jpg]


Рассмотрим периодические последовательности: (1, 2, 4) - рис. а, (2, 4, 1) - рис. б, (4, 2, 1) - рис. в.

Периодичность (1, 2, 4) не возможно продолжить, а периоды (2, 4, 1), (4, 2, 1) не получается даже закончить, т.к. у шестиугольной сетки не с каждого угла можно провести вверх (вниз), вправо (влево).

Проанализировав примеры 9, 10, 11, 12, 13, 14, я утверждаю, что на шестиугольной сетке, в отличие от треугольной и прямоугольной, можно построить не каждую последовательность чисел. 

1.2.3. Криволинейные спирали

[image: image21.jpg]


Виды криволинейных спиралей [3]:

· Архимедова спираль (расстояния между витками спирали постоянно и называется шагом);

[image: image22.jpg]



· логарифмическая спираль;

[image: image23.jpg]



· спираль Корню;

[image: image24.png]c

103

cB

0B




· параболическая спираль;

[image: image25.png]



· гиперболическая спираль;

[image: image26.png]



· жезл;

[image: image27.jpg]



· si-ci-спираль;

[image: image28.jpg]s suiToBAR PABAR BHNTOBAR H0HR





· кохлеоида.

Один из способов начертить криволинейную спираль – использовать линии компаса или часового циферблата, откладывая от центра по соответствующим направлениям величины, например в миллиметрах [4]. Я использовал эти способы и определил вид полученных спиралей.
Пример 15

Начертить криволинейную спираль, используя направления компаса:

	ЮЗ
	З
	СЗ
	С
	СВ
	В
	ЮВ
	Ю

	0,5
	1
	1,5
	2
	2,5
	3
	3,5
	4

	4,5
	5
	5,5
	6
	6,5
	7
	7,5
	8

	8,5
	9
	9,5
	10
	10,5
	11
	11,5
	12

	12,5
	13
	13,5
	14
	14,5
	15
	15,5
	16

	16,5
	17
	17,5
	18
	18,5
	19
	19,5
	20


Вид спирали (Архимедова спираль):

[image: image29.jpg]



Пример 16

Начертить криволинейную спираль, используя направления компаса:

	С
	СВ
	В
	ЮВ
	Ю
	ЮЗ
	З
	СЗ

	1
	1,5
	2,5
	4
	6
	8,5
	11,5
	15

	19
	23,5
	28,5
	34
	40
	46,5
	53,5
	61

	69
	77,5
	86,5
	96
	106
	116,5
	127,5
	139


Вид спирали (логарифмическая):

[image: image30.jpg]



Пример 17

Начертить криволинейную спираль, используя линии часового циферблата:

	VI
	VII
	VIII
	IX
	X
	XI
	XII
	I
	II
	III
	IV
	V

	0,5
	1
	1,5
	2
	2,5
	3
	3,5
	4
	4,5
	5
	5,5
	6

	6,5
	7
	7,5
	8
	8,5
	9
	9,5
	10
	10,5
	11
	11,5
	12

	12,5
	13
	13,5
	14
	14,5
	15
	15,5
	16
	16,5
	17
	17,5
	18


Вид спирали (Архимедова спираль):


Пример 18

Начертить криволинейную спираль, используя линии часового циферблата:

	XII
	I
	II
	III
	IV
	V
	VI
	VII
	VIII
	IX
	X
	XI

	1/16
	1/8
	1/4
	1/2
	1
	2
	4
	6
	8
	16
	32
	64

	128
	256
	512
	1024
	2048
	4096
	8192
	16384
	32768
	65536
	131072
	262144


Вид спирали (логарифмическая):


1.3. Числа Фибоначчи

Последовательность чисел Фибоначчи была открыта (на самом деле, повторно) Леонардо Фибоначчи де Пиза, математиком тринадцатого века. Когда Эллиотт описывал свою теорию, он, в частности, ссылался на последовательность Фибоначчи, как математическую основу Закона волн [9]. В последовательности Фибоначчи: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233…, сумма любых чисел, расположенных рядом, дает следующее число.

Если рассмотреть сосновые шишки, цветки подсолнуха, колючки ананаса, то можно увидеть, что у них есть спирали идущие по часовой стрелке и против часовой стрелки. При этом количество спиралей будут соседними числами последовательности Фибоначчи. Например, у ананаса 8 и 13, у подсолнуха 21 и 34, у сосновой шишки 5 и 8.

	



Решетчатое расположение листьев, семян, лепестков и чешуек многих видов растений называется филлотаксисом. Это свойство я использовал на практике.
2. Практическая часть

2.1. Спираль Архимеда

Спираль Архимеда – это плоская кривая, описываемая точкой, равномерно движущейся по прямой, в то время как эта прямая равномерно вращается в плоскости вокруг одной из своих точек.

Наглядно представить спираль Архимеда можно следующим образом: представим, что по радиусу равномерно вращающегося диска с постоянной скоростью ползет муха. Траектория движения мухи будет спиралью Архимеда [5].

Для проведения эксперимента я взял цилиндр и закрепил его на листе бумаги,  лежащем на столе. Намотал на этот цилиндр нить. На конце этой нити сделал петлю, вставил в нее карандаш и, натягивая нить, смотал ее с цилиндра. Конец карандаша на листе бумаги описал спираль . 

Из проведённых экспериментов я выявил, что расстояние между витками зависит от диаметра, с которого сматывается или наматывается нить. Чем меньше диаметр, тем меньше расстояние между витками, а отношение диаметра цилиндра к расстоянию между витками ( 0,3:

	№ спирали
	Диаметр цилиндра, d
(мм)
	Расстояние между витками, h 

(мм)
	Отношение

d/h

	1
	12
	43
	0,28 ( 0,3

	2
	22
	83
	0,27 ( 0,3

	3
	42,5
	142
	0,299 ( 0,3


Результаты эксперимента представлены в Приложении 1.

2.2. Трехмерная спираль

Трехмерную спираль я «сконструировал» следующим образом [6]. Вырезал из бумаги прямоугольный треугольник (( АВС). Взял круговой цилиндр и приклеим к его поверхности треугольник АВС по катету ВС так, чтобы этот катет совпадал с образующей цилиндрической поверхности. Затем обернул бумажным треугольником цилиндр, плотно прижимая бумагу к поверхности цилиндра; при этом гипотенуза АВ превратилась в трехмерную спираль. Возможны два варианта оборачивания треугольника вокруг цилиндра. Один вариант соответствует левой, а другой правой спирали.


Результаты эксперимента представлены в Приложении 1.

2.3. Числа Фибоначчи

Я сконструировал устройство для моделирования расположения листьев (семян, лепестков, чешуек) в растениях [8]. Для этого из плотного листа бумаги свернул трубу, на поверхность которой нанесена вертикальная градусная разметка. По спирали, как показано на рисунке, сделал отверстия, в которые вставил «листья».

На цилиндре из листа формата А4 с сеткой 1см ( 1 см я нашел три направления спиралей. Их количество 5, 8 и 13. Эти числа являются соседними числами Фибоначчи. 

На цилиндре из листа формата А3 с сеткой 0,5 см ( 0,5 см я выявил также три направления спиралей. Их количество 13, 21 и 34. Эти числа опять же являются соседними числами Фибоначчи. 

Результаты эксперимента представлены в Приложении 2.
Заключение

1. Изучена литература по данной теме.

2. Изображены прямолинейные спирали на треугольной, шестиугольной и квадратной сетках. 

3. Рассмотрены различные последовательности чисел, которые описывают самопересекающиеся и криволинейные спирали.

4. Найдены примеры спиралей, встречающихся в природе и жизни человека.

5. Проведены эксперименты по получению спирали Архимеда и трёхмерных спиралей.
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Приложение 1 Трёхмерная спираль
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Приложение 2. Числа Фибоначчи
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Приложение 3. Примеры спиралей встречающихся в природе и технике

Млечный Путь, 

рога горного барана, 

морские раковины, 


усики растений,

винт-пропеллер, 


винтовая лестница,                                      детские игровые комплексы и др.
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