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Введение
Сближение теории с практикой даёт самые благотворные 
результаты, и не одна только практика от этого 
выигрывает; сами 
науки развиваются под влиянием её: она открывает им новые предметы для исследования или новые стороны в предметах, давно известных… если теория много выигрывает от новых приложений старой методы или новых развитий её, то она ещё более приобретает открытием новых метод, и в этом случае наука находит себе верного руководителя в практике.

Чебышев П.Л.


Изучая тему: «Тела вращения» в курсе геометрии 11 класса, я обратила внимание на то, что при построении сечений конуса плоскостью могут получаться различные фигуры:

· Круг, если плоскость α(плоскость сечения) параллельна плоскости основания конуса;

· Треугольник, если плоскость α содержит ось вращения конуса;

· Эллипс (овал), если плоскость α не параллельна плоскости основания конуса; 
· Часть плоскости, ограниченная параболой и прямой, являющейся хордой основания конуса, если плоскость α параллельна одной из образующих конуса. 

Заинтересовавшись этим, я изучила дополнительную литературу, которую взяла в кабинете у учителя и выполнила несколько практических работ (вместе с учителем трудового обучения и отцом, которые помогли мне выполнить модели сечений на станках).

На уроках геометрии были решены задачи, плоскости сечений которых параллельны и перпендикулярны плоскости основания конуса, но не рассматривались задачи на различные другие сечения, поэтому я самостоятельно решила рассмотреть этот вопрос и стала искать другие задачи, также связанные с параболой.


Различные виды параболы мы изучали в курсе алгебры, но я заметила, что парабола встречается и в геометрии, и решила шире изучить области применения параболы. Стала искать в окружающем меня мире предметы, явления и другие сферы деятельности, где встречается парабола. 

Читая дополнительную литературу, я узнала такие факты, как, например:

· Декарт для графического решения уравнения z4-pz2+qz-r=0 для p=-1, q=0, r=9 строил параболу z2=x и окружность x2+z2=9, с центром в точке(0;0) и R=3. Декарт, как и Ферма, часто пользовался параболой для построения корней уравнения, так как старался прибегать к вспомогательным кривым более низкого порядка.

· Исаак Ньютон обобщил понятия параболы, назвав параболическими кривыми все линии, изображаемые уравнением y=ax+bx2+cx3+…+pxn 
Сейчас кривые, изображаемые уравнением y=cxm, с>0(вещественное число) m>0(рациональное число) называют параболическими кривыми, а если c<0, то гиперболическими кривыми.   
Парабола.
   
В высшей математике парабола определяется как геометрическое место точек, каждая из которых удалена от данной точки (F) и от данной прямой (СД).

Здесь  МF =MN, причем точка F называется фокусом параболы.

Уравнение параболы, приведенной на чертеже, будет иметь вид: х=ау2 .

Замечательные свойства параболы широко используются в науке и технике. Известно, что многие законы природы выражаются в виде квадратичной зависимости.(приложения рис.2)
Вот некоторые примеры:

1) путь, проходимый свободно падающим телом, определяется по формуле:
                                                        [image: image1.png]



                                        где    t- время,       S - путь,     g  - ускорение силы тяжести.

2) скорость, которую приобретает тело, падающее с высоты Н (без учета сопротивления воздуха), подчиняется  закону:

                                                [image: image2.png]



3) кинетическая энергия  тела вычисляется по формуле:

                                                [image: image3.png]



где   v - скорость  тела;       m - масса его;

4) сопротивление грузовика (на клинкерном шоссе) зависит от скорости его по закону:                

                                               [image: image4.png]



 Примерно по такому же закону изменяется сопротивление поезда при его движении;

       5) если предельная нагрузка, которую может выдержать стальной болт,  составляет Q   кг,  то диаметр d болта (в см) выражается формулой:

                                                    [image: image5.png]d = 045,/Q +05




6) период качания математического маятника вычисляется по формуле:

                                                 [image: image6.png]



где:    l - длина маятника (в м),

           g= 9,81 м/сек  - ускорение силы тяжести.

Примечание: если за единицу взять не метр, а см, то         [image: image7.png]


         (с точностью до 0,3%).
         Остановимся теперь более подробно на некоторых случаях применения параболы и самой квадратичной зависимости в жизни.

                       1. Парабола  в  оптике  и   радиотехнике.
           Представим себе, что очень узкая зеркальная полоска изогнута в форме дуги параболы.(приложения рис.3 и рис.16) Если мы параллельно оси параболы направим пучок лучей, то они, отразившись от зеркала, соберутся в некоторой точке F, расположенной на оси и называемой фокусом параболы (фокус- в переводе на русский означает очаг). И обратно, если мы поместим источник света (лампочку, вольтову дугу и т.п.) в фокусе параболы, то всякий его луч, отраженный от зеркала, направится  параллельно оси параболы.
         Вращая параболу вокруг своей оси, мы получим поверхность , называемую параболоидом вращения.

     Особенно наглядно эту поверхность можно представить, вращая модель параболы вокруг оси симметрии с помощью центробежной машины.

     Параболические зеркала и другие аналогичные им приспособления, использующие описанное свойство параболы, изготовляются в форме параболоида.

   Вот  несколько примеров:

          А) отражательный телескоп – рефлектор;

           Б) прожектор(приложения рис.4) или фара автомобиля;

           В) рефлектор солнечной электростанции;

           Г) медицинский рефлектор;

           Д) увеличительное туалетное зеркало.

    Следует сразу же оговориться, что трудность изготовления параболических зеркал вынуждает иногда (например, в больших прожекторах и т.п.) вместо прямолинейной поверхности брать поверхность, образованную системой соответствующим образом уложенных маленьких плоских зеркал. (Этот способ был использован режиссером при постановке кинофильма «три плюс два»). 
     Если требуется для решения той или иной практической задачи направить параллельный пучок радиоволн или  принять их,  то  употребляют металлические антенны,  основанные на том же принципе,  что и  параболические зеркала.  Это  сходство  не случайно, ибо свет и радиоволны  имеют  одинаковую  физическую природу.

      Подобные  антенны  находят широкое применении в таких областях науки и техники,  как  радиолокация  и радиоастрономия.(приложения рис 5)
       Радиолокация позволяет определить  местонахождение  самолета или корабля  на  значительном  расстоянии (что особенно важно в военном деле и при спасательных операциях на воде),  обнаруживать в море при любой видимости опасные для плавания  айсберги  и  т.п.

       Радиоастрономия  является молодой наукой,  которая  изучает далекие  миры, подвергая  анализу  радиоволны,  идущие  из глубин  мирового пространства. (Россия располагает средствами контроля  космического пространства, которые позволят нам следить за бесконтрольным спуском с орбиты вышедшего из строя американского разведывательного спутника USA-193, сообщает «Интерфакс» от 28 января 2008 года. «Система контроля космического пространства, которая входит в состав Космических войск, следит за поведением на орбите нескольких тысяч объектов, в том числе и тех, которые давно перестали функционировать. Имеющиеся средства наблюдения, в том числе оптико-электронные, позволяют с высокой точностью определить параметры орбиты аппарата», заявил источник из российской ракетно-космической отрасли. Российские космические специалисты смогут рассчитать место и время возможного падения шпионского спутника и, если аппарат будет падать на крупные населённые пункты, соответственно заранее смогут предупредить об этом).
      Приведем  еще один пример  из  акустики.  Для  исправления акустических условий зала строители  употребляют иногда звуковые ( параболические)  отражатели.  Они  устанавливаются  с таким расчетом,  чтобы  голова оратора,  стоящего у  кафедры,  располагалась примерно  в  фокусе  параболы.(приложения рис.6)
                                 Парабола  в  технике

   Парабола  находит широкое применение  в  технике,  в частности,  в  мостостроении. Вот  несколько примеров: 
· параболическая  арка;

·  свод моста(приложения рис 7)
    Материалы, применяемые  в  арочных  мостах, - кирпич, камень, бетон – хорошо работают на деформацию  сжатия (не разрушаются)  и  очень  плохо на растяжение.  По этой причине  ось свода  и  арки  стараются  описать по такой кривой,  при которой  в  сечениях  арки или  свода возникли  бы преимущественно  только  сжимающие  усилия.

       Оказывается,  что  из  всех  кривых,  отвечающих этому  требованию,  наиболее  хорошо  подходит ( особенно  при сравнительно постоянной нагрузке).
        Кроме   этого,  очертания  форм в железнодорожных  мостах,  в целях экономии  материала, а  также  из архитектурных  соображений,  делают  иногда  в  виде  параболы.

         Следует  заметить, однако,  что  современное  серийное  производство  форм  железнодорожных мостов  не позволяет  отдать  предпочтение  индивидуализированным  формам  параболического  вида.(цепь   висячего  моста(приложения рис 8))
· Цепь  висячего  моста,  поддерживающая проезжую  часть его,  имеет  форму  параболы.(приложения рис 9)
    Подобные мосты  обладают  высокими  архитектурными  качествами  и дают  возможность  перекрыть  большие  пролеты ( до 2000 м).

     Примером  такого  висячего  моста  может служить  Крымский мост  в Москве.

      Во  избежание  ошибочных  суждений  необходимо сделать  следующее замечание.

       Если  нагрузка  равномерно распределена  по всей длине тяжелой нерастяжимой нити ( цепь, провод, веревка и т.п.), закрепленной  своими концами,  то она принимает форму так называемой цепной линии.  Другое  дело,  когда нагрузка равномерно  распределена  по основанию  подвешенной  нити или  цепи ( висячий  мост).  Здесь  она примет  уже  форму параболы.  Собственным весом цепи (или нити)  во втором  случае  пренебрегаем. 

· Параболический  вылет  крана(приложения рис 10)
    В некоторых  системах  подъемных кранов,  применяемых  при погрузке  навалочных грузов (уголь,  руда,  зерно и т.п.),  вылету (поперечине)  крана  придается из практических  соображений  параболическая  форма.

· Если  цилиндрический  сосуд,  наполненный  жидкостью,  привести  во вращательное  движение  вокруг  своей оси  с постоянной  угловой скоростью ,  то вогнутая  поверхность  вращающейся жидкости примет  параболоида  (приложения рис. 11). Положение  вершины  параболы ( имеется  в виду  осевое  сечение)  при  данных  размерах  сосуда  зависит  только от его  угловой скорости.

        Этим обстоятельством воспользовался .Браун,  сконструировав оригинальный прибор,  позволяющий  измерять  скорость  вращения вала.

парабола  в  механике

а) траектория  тела, брошенного  под углом к горизонту

      Пусть  мы бросили тело  с начальной  скоростью     под  некоторым  углом  а  к  горизонту.  Выбрав  соответствующим  образом  систему  координат  (приложения рис12)  и  введя  необходимые  обозначения,  определим  уравнение  траектории  тела.

Для  достижения  поставленной  цели  будем  рассуждать следующим образом.  Если  бы  на тело не действовала  сила тяжести,  то оно по истечении времени       (от  начального момента)  оказалось в точке  А, причем  ОА=vt;  ОС=ОА  cos α=v   t cosα    и     ОВ= ОА sin α= u  t  sinα
         Но  под  действием  силы тяжести  брошенное тело  опустится за указанное  время на величину АД=gt2⁄2,  где      g=9,81  м/сек   -  ускорение  силы тяжести.

           Таким образом,  координаты  точки  Д, расположенной на траектории, будут:

1) Xa=Xд=Xc=ОС=ОА cos= v t cosα
2) Yд=YA-AД=OA sinα-AД=v t sinα-gt2⁄2
          Полученные   уравнения  являются  уравнениями  движения  материальной точки (тела).

Исключая  из уравнения (1) и (2)  время  t    ,  получим:
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       -  уравнение траектории.

         Найденное  уравнение  представляет  собой  уравнение параболы.

        Легко  можно показать далее, что:
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где, как известно, h- наибольшая высота  подъема и  l – наибольшая дальность  броска.
     Полагая  в уравнении (3)  у=0  и  х =l, найдем l,  а подставляя  значение

Х=l/2  (из соображений симметрии) и  одновременно  у =h  в  то  же уравнение,  получаем  h.
            Из  формулы (5) следует,  что  наибольшая дальность полета тела  ( при  одной и той же   начальной  скорости)  будет  иметь  место,  когда  угол     α =45 .

          Не  менее  важно  также  и  то  обстоятельство, что  эта  дальность  пропорциональна  квадрату  начальной скорости.  Следует  заметить,  что формулы  (3),  (4),  (5)  получены  без  учета  сопротивления  воздуха.

    Б)  траектория  струи  жидкости,  вытекающей  из  сосуда

         Если   количество  жидкости,  вытекающей  из сосуда  непрерывно,  пополняется  так,  что уровень  ее  остается на  постоянной высоте  Н,  то  струя  воды  будет  иметь параболическую  форму  (приложения рис 13).

         Найдем  уравнение  параболы,  пренебрегая  сопротивлением  воздуха  и  трением:
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    Исключая  из  двух  предыдущих  уравнений  время  t,  получим:
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   Скорость   u,  с  которой  вытекает жидкость  из  сосуда, равна  той же  скорости,  которую  приобрела  бы частица  жидкости, падая от  свободного  уровня  до  отверстия,  определяется  по  формуле:
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Таким образом, будем иметь:

                                        [image: image41.png]



Подобное же явление будет иметь место, если струя вытекает из водопроводного крана при постоянном напоре воды.

2. парабола в электротехнике.

Управляющие пластины в электронно-лучевой трубке образуют плоский конденсатор. Пусть расстояние между пластинами будет d, длина пластины l(приложения рис 14). На пластины подано постоянное напряжение V. На расстоянии d/2 от нижней пластины в конденсатор влетает параллельно пластинам электрон со скоростью v. 

Решим вопрос о том, какова будет траектория электрона внутри конденсатора, и, кроме того, найдём расстояние h от первоначального направления, на которое сместится электрон к  моменту его выхода из конденсатора. 

Как известно, напряжение поля внутри конденсатора 

                                            [image: image42.png]



На электрон в вертикальном направлении будет действовать сила 
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которая вызовет появление у электрона вертикального ускорения, равного:
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Уравнения движения электрона:

                               1)X=vt                   2)at2=e⁄m v⁄d t2⁄2at2=
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 EMBED Equation.3  [image: image46.wmf]
Движение электрона будет подобно движению тела, брошенного горизонтально над поверхностью земли. Исключая из уравнения (1) и (2) время t, получим уравнение траектории электрона:
                                  Y=e⁄m  v⁄d x2⁄2v2
                      Подставляя в последнее уравнение вместо x и y их значения l и h, будем иметь:

                          h= e⁄m v⁄d  l2⁄2v2 - величина вертикального смещения электрона к моменту его вылета из конденсатора. 

Приняв d=10мм, l=5см, V=50 в, u=20000 км/сек, получим: h=2,8 мм.

Примечание: в атомной физике находит широкое применение так называемый метод «парабол», сходный с рассмотренной выше задачей, который позволяет по траектории и заряду элементарной частицы определить её массу.

Насколько важным является этот метод, понятно хотя бы из того обстоятельства, что элементарную частицу нельзя взвесить обычным путём.       

Парабола в спорте.

Футбольный мяч, центр тяжести спортсмена-прыгуна, молот и т.п. при своём свободном движении описывают параболическую траекторию. 

Как было показано ранее, уравнение этой траектории имеет вид:  
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причём дальность полёта определяется формулой:
                                                       [image: image48.png]




Наибольшая высота траектории:
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С точки зрения спортсменов: прыгунов в высоту и длину, метателей, футболистов и др., - заслуживают внимания факты, вытекающие из приведённых формул:


1) как дальность l, так и высота h пропорциональны квадрату начальной скорости снаряда (копья, молота и т.п.). так, например, если увеличить начальную скорость бросания молота в 1.5 раза, то дальность его падения увеличится более чем в 2 раза (при одном и том же угле вылете снаряда);


2) дальность будет наибольшей (при определённой скорости u), когда a=45  (практически этот угол будет несколько меньше 45 )


3) высота прыжка будет наибольшей (при определённой скорости u), когда угол а будет близок к 90. следовательно, спортсмен, прыгающий в высоту, должен отталкиваться в момент прыжка как можно ближе к планке;


4) при отклонении угла а от угла наибольшей теоретической дальности (а=45) вверх и вниз на одну и ту же величину получается одна и та же дальность полёта тела (при определенной начальной скорости). 


Отсюда появляется возможность создать настильную или навесную траекторию футбольного или волейбольного мяча при одной и той же силе удара. 


Рассмотрим теперь специально вопрос о метании ядра. Так как дальность метания ядра (обычно 10-12м, а рекорд мира у мужчин около 20м) вполне сравнима с возвышением ядра над полем в момент его метания, то эта дальность будет зависеть не только от начальной скорости u и угла бросания а, но и от начальной высоты ядра H.

Если начало координат совместить с положением ядра в момент его метания, ось ОХ направить горизонтально в направлении броска и ось OY вертикально вверх, то координаты точки падения ядра будут соответственно l и – H. Здесь l – дальность броска. Подставляя в формулу 
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координаты точек падения ядра, мы получим:
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или иначе:

                             [image: image52.png]




Из последней формулы видно, что l действительно зависит не только от u и а, но и от Н. если принять, что u и а остаются неизменными, то с помощью дифференциального исчисления можно показать, что наибольшая дальность броска будет при условии
                                    [image: image53.png]k44 . 8o
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Из приведенной формулы следует вывод: чтобы метнуть ядро как можно дальше, угол метания должен быть не 45 , а значительно меньшим (ибо     ). [image: image54.png]



И что очень важно, для каждого спортсмена этот угол будет своим, особым в соответствии с ростом спортсмена и силой его броска. 


Этот пример, как и ранее рассмотренные случаи, говорит о том, что спортсмен (особенно же метатель и прыгун) должен не плохо знать математику и умело использовать её в своей спортивной практике.

6. Раскрой древесины

Очищенный от сучьев ствол спиленного дерева (хлыст) лесозаготовители делят по длине на части (кряжи или брёвна). Эта операция называется раскряжёвкой хлыстов. В дальнейшем из качественных брёвен на лесопильных рамах с помощью продольного пиления получают брусы и доски. От того, насколько рационально проводится раскрой, зависит экономичность использования древесины. Оптимальный раскрой древесины – довольно сложная задача, зависящая не только от требований заказчиков пиломатериалов и установленных стандартов. 


При определении длины брёвен, на которые следует распилить хлыст, существенную роль играет величина так называемого сбега, определяемая отношением вершинного диаметра бревна к комлевому. При этом исходят из положения о том, что брёвна должны иметь наибольший «цилиндрический объём», т.е. объём цилиндра , вписанного в бревно (основанием цилиндра служит вершинный торец бревна), должен быть как можно большим. Естественность этого требования понятна – ведь выпиливаемые из бревна доски должны иметь прямоугольную форму. 


Задача:   докажите, что из всех брёвен, которые можно отпилить от хлыста, наибольший «цилиндрический объём» будет иметь бревно с величиной 


Решение: рассмотрим рисунок (приложения рис.15), на котором изображено осевое сечение хлыста  и система координат. В различных расчётах полагают, что продольное сечение хлыста ограничено параболой. Значит, линия АО – часть параболы х=ру2, где р – некоторый коэффициент. 


Отпилим от хлыста бревно распилом по прямой MN. Обозначив величину сбега отпиленного бревна через t, а комлевой радиус бревна через R, получим:

|MN|=tR, |OB|=pR2, |ON|=pt2R2,

а значит, «цилиндрический объём» отпиленного бревна 

V=π |MN|2 |NB|=πp R4(p2-t4).

С помощью производной легко находим, что функция V на промежутке [0;1] достигает наибольшего значения при t=

Приложения.
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рис. 2
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рис.4
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рис. 5
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рис.8
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рис.9
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рис. 10
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рис. 11
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рис.12
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рис.13
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рис.15
[image: image69.jpg]



рис 16.
Заключение.

Считаю, что я ещё не всё узнала о параболе и её возможностях и думаю продолжить работу над данной темой, обратив внимание на геометрические задачи(сечения)
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