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Введение
С арифметики, науки о числе, начинается наше знакомство с математикой. Один из первых русских учебников арифметики был написан Л. Ф. Магницким в 1703 г. Этот учебник начинался словами: «Арифметика или числительница, есть художество честное, независтное, и всем удобнопонятное, многополезнейшее и многохвальнейшее, от древнейших же и новейших, в разнын времена живших изряднейших арифметиков, изобретенное и изложенное».
С арифметикой мы входим, как говорил М. В. Ломоносов, во «врата учености» и начинаем наш долгий и нелегкий, но увлекательный путь познания мира.
Отличное знание арифметики необходимо каждому человеку независимо от его занятий.

В жизни нас постоянно окружают разные предметы: в помещении –стены, окна, двери, мебель; на улице – дома, автомашины, трамваи, деревья и т. д. Эти предметы имеют вес, объем и форму.
Для изучения размеров тел, их формы и расположения люди создали большую и очень важную науку – математику. Математика как наука создана не одним человеком, а всеми людьми и не сразу, а постепенно, в течение многих тысяч лет. Арифметика является частью математики, она возникла раньше всех других разделов математики и является одной из самых древних наук.

Некоторые арифметические понятия возникли еще в первобытнообщинном обществе. В дальнейшем, с развитием человеческого общества, в течение многих тысячелетий, постепенно накапливались и развивались математические навыки и знания. О первых шагах арифметики можно узнать, изучая языки разных народов, данные археологических раскопок и т.д. А также можно до некоторой степени судить о том, как развивалась арифметика, изучая арифметические сведения у племен Африки, Азии и Америки, стоящих на низкой ступени развития.

Арифметические познания у отсталых племен сводятся обычно только к счету. Выдающийся русский ученый-путешественник Н.Н. Миклухо-Маклай (1846-1888) описал, как считали папуасы с островов Новой Гвинеи:
«Излюбленный способ счета состоит в том, что папуас загибает один за другим пальцы руки, причем издает определенный звук, например «бе, бе, бе»… Досчитав до пяти, он говорит «ибон-бе» (рука). Затем он загибает пальцы другой руки, снова повторяет «бе, бе…», пока не доходит до «ибон-али» (две руки). Затем он идет дальше, приговаривая «бе, бе…», пока не доходит до «самба-бе» и «самба-али» (одна нога, две ноги). Если нужно считать дальше, папуас пользуется пальцами рук и ног кого-нибудь другого».

На первых порах развития человеческого общества, когда человеку не требовались большие числа, люди для счета вполне обходились пальцами одной руки, потом двух, потом пальцами рук и ног.
Позже, с развитием человеческого общества, все чаще возникала необходимость пересчитывать такое количество предметов, на которое пальцев не хватало.

Постепенно были придуманы новые приема счета. Африканские негры, например, считают на камешках и орехах и каждый раз, когда доходят до 5, складывают их отдельно в маленькую кучку. Жители некоторых островов Тихого океана ведут счет на кокосовых черешках, откладывая маленький черешок каждый раз, как они доходят до 10, и большой, – когда доходят до 100.

Прошли еще многие тысячи лет. Развились обмен и торговля, которые потребовали от людей новых навыков в счете, в действиях с числами.

Так постепенно возникла та арифметика, которую мы изучаем.

Сейчас арифметика является частью (началом) большой и очень важной науки – математики. Без знания математики нельзя правильно построить дом, машину, станок, составить план местности, нельзя подсчитать урожай, определить размер вспахиваемого поля и т.д.

Нет такой области знаний, где бы математика не применялась. А чтобы знать математику, надо хорошо знать арифметику.
1. Арифметика
Слово «арифметика» происходит от греческого слова arithmos, что значит «число». В более точном переводе слово «арифметика» означает «числовое искусство»: «арифмос» – число, «техно» – искусство. 
Эта наука изучает действия над целыми и дробными  числами, различные правила обращения с ними, учит решать задачи, сводящиеся к сложению, вычитанию, умножению и делению чисел. Но арифметика нужна не только для подсчета чисел. Арифметика учит правильно и экономно мыслить, рассуждать, приучает к точности, к проверке своих действий. Кроме того, без знания арифметики нельзя изучать никакой другой предмет.

Часто представляют себе арифметику как некоторую первую ступень математики, основываясь на которой можно изучать более сложные ее разделы – алгебру, математический анализ и т. д.  Даже целые числа – основной объект арифметики – относят, когда рассматривают их общие свойства и закономерности, к высшей арифметике, или теории чисел. 
Арифметика и геометрия – давние спутники человека. Эти науки появились тогда, когда возникла необходимость считать предметы, измерять земельные участки, делить добычу, вести счет времени.

1.1. История развития арифметики
Развитие элементов мыслительной деятельности, которые лежат в основе процесса счета, проходит ряд промежуточных этапов. К ним относятся:
- умение узнавать один и тот же предмет и различать предметы в подлежащей счету их совокупности;
- умение устанавливать исчерпывающее разложение этой совокупности на элементы, отличимые друг от друга и вместе с тем равноправные при счете (пользование именованной «единицей» счета);
- умение устанавливать соответствие между элементами двух множеств вначале непосредственно, а затем сопоставлением их с элементами раз и навсегда упорядоченной совокупности объектов, т.е. совокупности объектов, расположенных в определенной последовательности.

Элементами такой стандартной упорядоченной совокупности становятся слова (числительные), применяемые при счете предметов любой качественной природы и отвечающие образованию отвлеченного понятия числа. При самых различных условиях можно наблюдать сходные особенности постепенного возникновения и усовершенствования перечисленных навыков и отвечающих им арифметических понятий.

Сначала счет оказывается возможным лишь для совокупностей из сравнительно небольшого числа предметов, при этом орудием счета служат зарубки на дереве («бирочный» счет), счетные камешки, четки, пальцы рук и т.п., а также множества, заключающие постоянное число элементов, например: «глаза» – как синоним числительного «два», кисть руки («пясть») – как синоним и фактическая основа числительного «пять» и т.п.
Предполагается, что в далеком прошлом подобным образом считали наши предки.

Лет сто пятьдесят назад американские индейцы при счете пользовались пальцами рук и ног. Вместо один говорили «палец» и обязательно показывали его, вместо два говорили «два пальца» и показывали их: пять у них – «рука», шесть – «рука и один палец» и т.д.

Эскимосы из Северной Канады в 19 веке вместо 20 говорили «человек» (по числу пальцев), вместо 100 – «пять человек».

Некоторые индейские племена в Бразилии считали только до пяти, т.е. до числа пальцев на одной руке. А все, что больше пяти, у них «много».

До недавнего времени в Австралии были племена, у которых для счета употреблялись только два числительных: один и два. Другие числа составлялись из этих. Например, 3 = два-один, 4 = два-два, 5 = два-два-один и т.д.

Словесный порядковый счет (раз, два, три и т.д.), прямую зависимость которого от пальцевого счета (последовательное произнесение названий пальцев, частей рук) в некоторых случаях можно проследить непосредственно, связывается в дальнейшем со счетом групп, содержащих определенное число предметов. Это число образует основание соответствующей системы счисления (обычно в результате счета по пальцам двух рук), равное 10. Встречаются, однако, и группировки по 5, по 20 (французское 80 – «quatre-vingt» = 4*20), по 40, по 12 («дюжина»), по 60 и даже по 11 (Новая Зеландия). В эпоху развитых торговых отношений способы нумерации (как устной, так и письменной) естественно были очень схожи у общавшихся между собой племен и народностей. Именно это обстоятельство сыграло решающую роль в установлении и распространении применяемой в настоящее время системы нумерации (счисления), принципа поместного (поразрядного) значения цифр и способов выполнения арифметических действий. По-видимому, аналогичными причинами объясняется и общеизвестное сходство имен числительных в различных языках, например: два – duo (латин.), two (англ.), dva (санскр.), δύο (греч.).
Знания и навыки по приемам счета и вычислениям накапливались одновременно во многих странах древнего мира (Древнего Востока): Вавилоне, Китае, Индии, Египте. 
Источником первых достоверных сведений о состоянии арифметических знаний являются письменные документы Древнего Египта (папирусы математические). Например, египетский папирус Ринда (названный по имени его владельца Г.Ринда) относится к 20 веку до н.э. Папирусы математические – это сборники задач с указаниями их решений, правил действий над целыми числами и дробями со вспомогательными таблицами без каких бы то ни было пояснений теоретического характера. Решение некоторых задач производится по существу с помощью составления и решения уравнений; встречаются также арифметические и геометрические прогрессии.
О довольно высоком уровне арифметической культуры вавилонян за 2-3 тыс. лет до н.э. позволяют судить клинописные математические тексты. Письменная нумерация вавилонян в клинописных текстах представляет собой своеобразное соединение десятичной системы (для чисел, меньших 60)
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с шестидесятеричной, с разрядными единицами 60, 60², и т.д. Наиболее существенным показателем высокого уровня арифметики является употребление шестидесятеричных дробей с распространением на них той же системы нумерации, аналогично современным десятичным дробям. Техника выполнения арифметических действий у вавилонян, в теоретическом отношении аналогичная обычным приемам в десятичной системе, осложнялась необходимостью прибегать к обширным таблицам умножения (для чисел от 1 до 59). В сохранившихся клинописных материалах, представлявших собой, по-видимому, учебные пособия, находятся, кроме того, и соответствующие таблицы обратных чисел (двузначные и трехзначные, т.е. с точностью до 1/60² и 1/60³), применявшиеся при делении.
Накопленные в странах Древнего Востока сокровища математических знаний были развиты и продолжены учеными Древней Греции. 

У древних греков практическая сторона арифметики не получила дальнейшего развития; применявшаяся ими система письменной нумерации с помощью букв алфавита была значительно менее приспособлена для выполнения сложных вычислений, нежели вавилонская (показательно, в частности, что древнегреческие астрономы предпочитали пользоваться шестидесятеричной системой). С другой стороны, древнегреческие математики положили начало теоретической разработке арифметики в части, касавшейся учения о натуральных числах, теории пропорций, измерения величин и – в неявной форме – также и теории иррациональных чисел.

Много имен ученых, занимавшихся арифметикой в античном мире, сохранила нам история – Анаксагор и Зенон, Евклид, Архимед, Эратосфен и Диофант. Яркой звездой сверкает здесь имя Пифагора (6 в. до н.э.).

В «Началах» Евклида (3 в. до н.э.) имеются сохранившие свое значение и до сих пор доказательство бесконечности числа простых чисел, основные теоремы о делимости, алгоритмы для нахождения общей меры двух отрезков и общего наибольшего делителя двух чисел (алгоритм Евклида), доказательство несуществования рационального числа, квадрат которого равен 2 (иррациональность числа √2), и изложенная в геометрической форме
ЭРАТОСФЕН
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теория пропорций. К рассматривавшимся теоретико-числовым задачам относятся задачи о совершенных числах (Евклид), пифагоровых числах, а также – уже в более позднюю эпоху – алгоритмы для выделения простых чисел (решето Эратосфена) и решения ряда неопределенных уравнений 2-й и более высоких степеней (Диофант).
Существенную роль в образовании понятия бесконечного натурального ряда чисел сыграл «Псаммит» Архимеда (3 век до н.э.), в котором показывается возможность именовать и обозначать сколь угодно большие числа. Труды Архимеда свидетельствуют о довольно высоком искусстве в получении приближенных значений искомых величин; так, им описано извлечение корня из многозначных чисел, нахождение рациональных приближений для иррациональных чисел.

Римляне не продвинули вперед технику вычислений, оставив, однако, дошедшую до нашего времени систему нумерации (римские цифры), мало приспособленную для производства действий и применяемую в настоящее время почти исключительно для обозначения порядковых чисел.

Трудно проследить преемственность в развитии математики в отношении предыдущих, более древних культур; однако, чрезвычайно важные этапы в развитии арифметики связываются с культурой Индии, окавшей влияние как на страны Передней Азии и Европы, так и на страны Дальнего Востока (Китай, Япония). Помимо применения алгебры к решению задач арифметического содержания, наиболее существенная заслуга индийцев – введение позиционной системы счисления (с применением десяти цифр, включая нуль для обозначения отсутствия единиц в каком-либо из разрядов), сделавшей возможной разработку сравнительно простых правил выполнения основных арифметических действий.
Человек, умевший хорошо вычислять, был в Индии славен и почитаем. Индийский народ хранит легенды и обычаи, свидетельствующие об отношении народа к математике и к людям, овладевшим ею. Так, например, по древнему обычаю отец только тогда соглашался отдать дочь замуж, когда 
ЗЕНОН
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жених мог доказать свое искусство в спорте, письме и арифметике. Подобных обычаев было немало.

В средние века развитие арифметики также связано с Востоком: Индией, странами арабского мира и Средней Азии. Ученые средневекового Востока не только сохранили в переводах наследие древнегреческих математиков, но и содействовали распространению и дальнейшему развитию достижений индийцев, от которых пришли к нам цифры, которыми мы пользуемся, нуль и позиционная система счисления. Методы выполнения арифметических действий, в значительной мере еще далекие от современных, но уже использующие преимущества позиционной системы счисления, с 10 века стали постепенно проникать в Европу, раньше всего в Италию и Испанию.
Благодаря развитию торговли и влиянию восточной культуры начиная с 13 века повышается интерес к арифметике и в Европе. Первая печатная книга по арифметике была издана в Италии в 1478 году.

Примерно с 16 века развитие чисто арифметических вопросов влилось в русло алгебры. Начиная с этого времени основные арифметические правила осознаются уже окончательно с позиций алгебры.

Сравнительно медленный прогресс арифметики в средние века сменяется к началу 17 века быстрым усовершенствованием приемов вычисления в связи с возросшими практическими запросами к технике вычислений (задачами мореходной астрономии, механики, усложнившиеся коммерческие расчеты и т.п.). Дроби со знаменателем 10, употреблявшиеся еще индийцами (при извлечении квадратных корней) и неоднократно обращавшие на себя внимание и европейских ученых, применялись сначала в неявной форме в тригонометрических таблицах (в форме целых чисел, выражающих длины линий синуса, тангенса и т.д. при радиусе, принятом за 10 в пятой степени). Впервые (1427 г.) подробно описал систему десятичных дробей и правила действий над ними аль-Каши, работавший в Самаркандской обсерватории Улугбека. Запись десятичных дробей, по существу совпадающая с современной, встречается в сочинениях С. Стевина (1585 г.) и с этого времени получает повсеместное распространение. К той же эпохе относится изобретение логарифмов в начале 17 века Дж. Непером. В начале 18 века приемы выполнения и записи вычислений приобретают современную форму.
В России до начала 17 века применялась нумерация, сходная с греческой; хорошо и своеобразно была разработана система устной нумерации, доходившая до 50-го разряда. Из русских арифметических руководств начала 18 века наибольшее имела «Арифметика» Л.Ф. Магницкого (1703 г.). Наряду с вопросами нумерации, изложением техники вычисления с целыми числами и дробями (в том числе десятичными) и соответствующими задачами в этом руководстве содержатся и элементы алгебры, геометрии и тригонометрии, а также ряд практических сведений, относящихся к коммерческим расчетам и задачам навигации. Изложение арифметики приобретает уже более или менее современный вид у Л. Эйлера и его учеников.
1.2. Основной объект арифметики

Основной объект арифметики – число. Натуральные числа, то есть 1, 2, 3, 4, … и так далее, возникли еще в доисторические времена из потребности счета конкретных предметов. 
Важная задача арифметики – научиться преодолевать конкретный смысл названий считаемых предметов, отвлекаться от их формы, размера, цвета и тому подобное. Эта задача в процессе развития человеческого общества была постепенно достигнута параллельно с развитием письменности: понятие натурального числа принимает все более отвлеченную форму, все более закрепляется отвлеченное от всякой конкретности понятие числа, воспроизводимого в форме слов в устной речи и в форме обозначения специальными знаками в письменной.
Важным шагом в развитии понятия натурального числа является осознание бесконечности натурального ряда чисел, т.е. потенциальной возможности его безграничного продолжения. Отчетливое представление о бесконечности натурального ряда отражено в знаменитых памятниках античной математики (3 век до н.э.), в трудах Евклида и Архимеда. В «Началах» Евклида устанавливается даже безграничная продолжаемость ряда простых чисел. В книге Архимеда «Псаммит» устанавливаются принципы для построения названий и обозначений для сколь угодно больших чисел, в частности бóльших, чем «число песчинок в мире».

С развитием понятия натурального числа, как результата счета предметов, в обиход включаются действия над числами: действия сложения, вычитания, умножения и деления. Начинают разрабатываться правила этих действий, изучаться из свойства, создаваться методы для решения задач, т.е. начинается развитие науки о числе – арифметики. В процессе развития арифметики проявляется потребность в изучении свойств чисел как таковых, в уяснении все более сложных закономерностей в их взаимосвязях, обусловленных наличием действий.

Развитие понятия числа – появление нуля и отрицательных чисел, обыкновенных и десятичных дробей, способы записей чисел (цифры, обозначения, системы счисления) – все это имеет богатую и интересную историю. 
Расскажем, например, более подробно об одном из огромного множества натуральных чисел.
Единица – это первое число натурального ряда, а также одна из цифр в десятичной системе счисления.

Считается, что обозначение единицы любого разряда одним и тем же знаком (довольно близким современному) появилось впервые в Древнем Вавилоне приблизительно за 2 тысячи лет до н. э.

Древние греки, считавшие числами лишь натуральные числа, рассматривали каждое из них как собрание единиц. Самой же единице отводится особое место: она числом не считалось. (Это заставляло, например, Евклида отдельно доказывать свойство пропорций в случае, когда один из членов пропорции равен единице.)

Но уже И. Ньютон писал: «… под числом мы понимаем не столько собрание единиц, сколько отвлеченное отношение одной величины к другой величине, условно принятой нами за единицу». Таким образом, к тому времени единица уже заняла своё законное место среди других чисел.

Основное свойство, характеризующее число 1, таково: 
а * 1 = а   для любого числа а.

Это свойство числа 1 переносится и на некоторые другие математические объекты, для которых определена операция умножения.
1.3. Позиционная система счисления

Позиционная система – это система счисления, основанная на принципе позиционного, или поместного, значения цифр.

Система счисления, или нумерация, – совокупность приемов представления обозначения натуральных чисел.

Наиболее совершенным принципом представления чисел является позиционный принцип, согласно которому один и тот же числовой знак (цифра) имеет различные значения в зависимости от того места, где он расположен. Такая система счисления основывается на том, что некоторое число n единиц (основание системы счисления) объединяются в одну единицу второго разряда, n единиц второго разряда объединяются в одну единицу третьего разряда и т.д. 

Основанием системы счисления может быть любое число, большее единицы. К числу таких систем относится современная десятичная система счисления (с основанием n = 10). В ней для обозначения первых десяти чисел служат цифры 0, 1, …, 9.
Несмотря на кажущуюся естественность десятичной системы счисления, она явилась результатом длительного исторического развития. Полагают, что выбор в качестве основания десятичной системы счисления числа 10 ведет свое начало от счета на пальцах. 
Современная десятичная позиционная система счисления возникла на основе нумерации, зародившейся не позднее 5 века в Индии. Основание десятичной системы счисления образует единицу второго разряда, единицей третьего разряда будет 100 = 10², вообще, единица каждого следующего разряда в 10 раз больше единицы предыдущего.
Для записи любого числа определяют, сколько в нем содержится единиц наивысшего разряда; затем определяют в остатке число единиц разряда, на единицу меньшего, и т.д. Полученные цифры записывают рядом, например:



4*10² + 7*10¹ + 3*10º = 473.

Десятичная позиционная система счисления дает принципиальную возможность записывать сколь угодно большие числа. Запись чисел в ней компактна и удобна для производства арифметических операций. Поэтому вскоре после возникновения десятичная позиционная система счисления начинает распространяться из Индии на Запад и Восток.

В 9 веке появляются рукописи на арабском языке, в которых излагается эта система, в 10 веке десятичная позиционная нумерация доходит до Испании, в начале 12 века она появляется и в других странах Европы. Новая система счисления получила название арабской, потому что в Европе с ней познакомились впервые по латинским переводам с арабского.
Для обозначения больших чисел слово «миллион» (1000²) было введено в Италии (14 век). В 15-16 веках это слово распространилось и в других европейских странах. Н. Шюке ввел (1484 г.) слово «биллион» (миллиард) и другие для соответствующих степеней миллиона (триллион, квадриллион, квинтиллион и т.д.).
Только в 16 веке новая десятичная позиционная нумерация получила широкое распространение в науке и в житейском обиходе. В России она начинает распространяться в 17 веке и в самом начале 18 века вытесняет алфавитную.
С введением десятичных дробей десятичная позиционная система счисления стала универсальным средством для записи всех действительных чисел.

1.4. Аксиоматическое построение арифметики

Начало этого этапа в развитии арифметики как науки относится к 19 веку и связано с общим процессом критического пересмотра логических основ математики. Самая простота и очевидная бесспорность начальных положений арифметики затрудняли выделение основных положений, аксиом и определений, которые могли бы служить исходным пунктом построения теории. Первые намеки на возможность такого построения имеются уже в доказательстве соотношения 2*2 = 4, данном Г. Лейбницем.

Аксиома – это основные исходные положения (самоочевидные принципы) той или иной теории, из которых путем дедукции, то есть чисто логическими средствами, извлекается все остальное содержание этой теории.

Как уже было отмечено выше, в арифметике числа складывают, вычитают, умножают и делят. Искусство быстро и безошибочно производить эти действия над любыми числами долгое время считалось важнейшей задачей арифметики. 
В середине 19 века Г. Грассману удалось выбрать систему основных аксиом, определяющих действия сложения и умножения так, чтобы остальные положения арифметики вытекали из нее как логическое следствие. Если иметь в виду натуральный ряд чисел, начиная от 1, и определить число 2 как 1+1, число 3 как 2+1, число 4 как 3+1 и т.д., то одного общего положения: 
а + (b + 1) = (a + b) + 1, 
принимаемого в качестве аксиомы или определения сложения, оказывается достаточно для того, чтобы:
- вывести формулы частного типа, как, например, 3 + 2 = 5;
- доказать общие свойства сложения, верные для любых натуральных чисел, – переместительный и сочетательный законы.
Подобную же роль для умножения играют формулы:


а*1 = а 
и
 а*(b + 1) = a*b + а.
Так, упомянутое выше доказательство соотношения 2*2 = 4 можно представить в виде цепочки равенств, вытекающей из приведенных здесь формул и определения чисел 2, 3 и 4, а именно:
2*2 = 2*(1+1) = 2*1+2*1 = 2+2 = 2+(1+1) = (2+1)+1 = 3+1 = 4.
Арифметические действия над числами имеют самые различные свойства. Их можно описать словами, например: «От перемены мест слагаемых сумма не меняется». Можно записать буквами: a+b = b+a. Можно выразить специальными терминами.
Мы применяем основные законы арифметики часто по привычке, не осознавая этого:

1)  переместительный закон (коммутативность), – свойство сложения и умножения чисел, выражаемое тождествами:



a+b = b+a

a*b = b*a;
2) cочетательный закон (ассоциативность), – свойство сложения и умножения чисел, выражаемое тождествами:


(a+b)+с = а+(b+с)

(a*b)*с = а*(b*с);
3) распределительный закон (дистрибутивность), – свойство, связывающее сложение и умножение чисел и выражающееся тождествами:
a*(b+с) = а*b+а*с

(b+с) *a = b*а+с*а.

После доказательства переместительного, сочетательного и распределительного (по отношению к сложению) законов действия умножения дальнейшее построение теории арифметических действий над натуральными числами не представляет уже принципиальных затруднений.

Построение Г. Грассмана было завершено в дальнейшем работами Дж. Пеано, в которых отчетливо выделена система основных понятий, а именно:  понятие натурального числа; понятие следования одного числа непосредственно за другим в натуральном ряду; понятие начального члена натурального ряда (за который можно принять 0 или 1). Эти понятия связаны между собой пятью аксиомами, которые можно рассматривать как аксиоматическое определение указанных основных понятий:
- 1 есть натуральное число;
- следующее за натуральным числом есть натуральное число;
- 1 не следует ни за каким натуральным числом;
- если натуральное число а следует за натуральным числом b и за натуральным числом с, то b и с тождественны;
- если какое-либо предложение доказано для 1 и если из допущения, что оно верно для натурального числа n, вытекает, что оно верно для следующего за n натурального числа, то это предложение верно для всех натуральных чисел.
В настоящее время в уме или на листке бумаги мы делаем лишь самые простые вычисления, все чаще и чаще поручая более сложную вычислительную работу калькуляторам, вычислительным машинам. Однако в основе работы всех вычислительных машин – простых и сложных – лежит самая простая операция – сложение натуральных чисел. Оказывается, самые сложные расчеты можно свести к сложению, только делать эту операцию надо многие миллионы раз. Этим занимается вычислительная математика, которая тоже берет начало в арифметике.
Самым важным является то, каким законам подчиняются математические операции. Изучение операций, заданных над произвольными объектами (не обязательно над числами), – это уже область алгебры, хотя эта задача основана на арифметике и ее законах.

Арифметика содержит много правил решения задач. Арифметические задачи привели к необходимости решать уравнения, что тоже является задачей алгебры. Среди важных понятий, которые ввела арифметика, надо отметить пропорции и проценты.

В истории математики процесс слияния арифметики и геометрии происходил на протяжении многих веков. Сложные правила и закономерности, выраженные формулами, становятся понятнее, если удается изобразить их геометрически. Большую роль в самой математике и ее приложениях играет обратный процесс – перевод зрительной, геометрической информации на язык чисел. 

В наше время при управлении сложными процессами (например, полетом космического аппарата) предпочитают иметь всю информацию в виде чисел, которые и обрабатывает вычислительная машина. При необходимости машина помогает человеку перевести на язык рисунка накопленную числовую информацию.

2. Великие математики древности
2.1. Пифагор ( ок. 570 – ок. 500 гг. до н. э.)
Письменных документов о Пифагоре Самосском не осталось, а по более поздним свидетельствам трудно восстановить подлинную картину его жизни и достижений. Известно, что Пифагор покинул свой родной остров Самос в Эгейском море у берегов Малой Азии в знак протеста против тирании правителя и уже в зрелом возрасте (по преданию в 40 лет) Появился в греческом городе Кротоне на юге Италии. Пифагор и его последователи – пифагорейцы – образовали тайный союз, игравший немалую роль в жизни греческих колоний в Италии. Пифагорейцы узнавали друг друга по звездчатому пятиугольнику – пентаграмме.

На учение Пифагора большое влияние оказала философия и религия Востока. Он много путешествовал по странам Востока: был в Египте и в Вавилоне. Там Пифагор познакомился и с восточной математикой. Математика стала частью его учения, и важнейшей частью.

Пифагорейцы верили, что в числовых закономерностях спрятана тайна мира. Мир чисел жил для пифагорейца особой жизнью, числа имели свой особый жизненный смысл. Числа, равные сумме своих делителей, воспринимались как совершенные (6, 28, 496, 8128); дружественными называли пары чисел, из которых каждое равнялось сумме делителей другого (например, 220 и 284). Пифагор впервые разделил числа на четные и нечетные, простые и составные, ввел понятие фигурного числа. В его школе были подробно рассмотрены пифагоровы тройки натуральных чисел, у которых квадрат одного равнялся сумме квадратов двух других.

Пифагору приписывается высказывание: «Все есть число». К числам (а он имел в виду лишь натуральные числа) он хотел свести весь мир, и математику в частности. 

 Геометрия у Пифагора была подчинена арифметике, это ярко проявилось в теореме, носящей его имя и ставшей в дальнейшем  основой применения численных методов в геометрии. (Позже Евклид вновь вывел на 
ПИФАГОР
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первое место геометрию, подчинив ей алгебру.) По-видимому, пифагорейцы знали правильные тела: тетраэдр, куб и додекаэдр.

Пифагору приписывают систематическое введение доказательств в геометрию, создание планиметрии прямолинейных фигур, учения о подобии.

С именем Пифагора связывают учение об арифметических, геометрических и гармонических пропорциях, средних.

Следует заметить, что Пифагор считал Землю шаром, движущимся вокруг солнца. Когда в XVI в. церковь начала ожесточенно преследовать учение Коперника, Это учение упорно именовалась пифагорейским.
2.2. Архимед (ок. 287 – 212 гг. до н. э.)
Об Архимеде – великом математике и механике – известно больше, чем о других ученых древности. Прежде всего, достоверен год его смерти – год падения Сиракуз, когда ученый погиб от руки римского солдата. Впрочем, историки древности Полибий, Ливий, Плутарх мало рассказывали о его математических заслугах, от них до наших времен дошли сведения о чудесных изобретениях ученого, сделанных во время службы у царя Гиерона II. Известна история о золотом венце царя. Чистоту его состава Архимед проверил при помощи найденного им закона выталкивающей силы, и его возгласе «Эврика!», т.е. «Нашел!». Другая легенда рассказывает, что Архимед соорудил систему блоков, с помощью которой один человек смог спустить на воду огромный корабль «Сиракосия». Крылатыми стали произнесенные тогда слова Архимеда: «Дайте мне точку опоры, и я поверну Землю».

Инженерный гений Архимеда с особой силой проявился при осаде Сиракуз, богатого торгового города на острове Сицилия.

Воины римского консула Марцелла были надолго задержаны у стен города невиданными машинами: мощные катапульты прицельно стреляли каменными глыбами, в бойницах были установлены метательные машины, выбрасывающие грады ядер, береговые краны поворачивались  за пределы стен и забрасывали корабли противника каменными и свинцовыми глыбами,
АРХИМЕД
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крючья подхватывали корабли и бросали их вниз с большой высоты, системы вогнутых зеркал (в некоторых рассказах – щитов) поджигали корабли.
Огромен вклад Архимеда и в развитие математики. Спираль Архимеда, описываемая точкой, двигающейся по вращающемуся кругу, стояла особняком среди многочисленных кривых, известных его современникам. Архимед научился находить касательную к своей спирали, нашел площадь ее витка, а также площадь эллипса, поверхности конуса и шара, объемы шара и сферического сегмента. Особенно он гордился открытым им соотношением объема шара и описанного вокруг него цилиндра, которое равно 2: 3.

Архимед много занимался и проблемой квадратуры круга. Созданный им метод вычисления длины окружности и площади фигуры был существенным шагом к созданию дифференциального и интегрального исчислений, появившихся лишь 2000 лет спустя.
Большую роль в развитии математики сыграло его сочинение «Псаммит» – «О числе песчинок», в котором он показывает, как с помощью существовавшей системы счисления можно выражать сколь угодно большие числа.
2.3. Евклид
В течение двух тысяч лет геометрию узнавали из «Начал» Евклида. Поэтому классическую геометрию стали называть евклидовой. 
Об этом поразительном человеке история сохранила настолько мало сведений, что не редко высказываются сомнения в самом его существовании. Что же дошло до нас? Каталог греческих геометров Прокла Диадоха Византийского, жившего в V в. н.э., – первый серьезный источник сведений о греческой геометрии. Из каталога следует, что Евклид был современником царя Птолемея I, который царствовал с 306 по 283 г. до н.э. 
Евклид должен быть старше Архимеда, который ссылался на «Начала». До наших времен дошли сведения, что он преподавал в Александрии, столице Птолемея I, начинавшей превращаться в один из центров научной жизни. Евклид был последователем древнегреческого философа Платона, и 
ЕВКЛИД
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преподавал он, вероятно, четыре науки, которые, по мнению Платона, должны предшествовать занятиям философией: арифметику, геометрию, теорию гармонии, астрономию. Кроме «Начал» до нас дошли книги Евклида, посвященные гармонии и астрономии. 
Что касается места Евклида в науке, то оно определяется не столько собственными его научными исследованиями, сколько педагогическими заслугами. Евклиду приписывается несколько теорем и новых доказательств. Величайшая заслуга Евклида в том, что он подвел итог построению геометрии и придал изложению столь совершенную форму, что на две тысячи лет «Начала» стали энциклопедией геометрии. 
Евклид с величайшим искусством расположил материал по 13 книгам так, чтобы трудности не возникали преждевременно. 
Изложение геометрии в «Началах» считалось образцом, которому стремились следовать ученые и за пределами математики.
3. Занимательная арифметика

Занимательная арифметика – особый жанр научной популяризации основ знаний – раскрывает удивительный мир сухих научных истин, возбуждает жгучее любопытство и любознательность – эти первые ступени самостоятельной работы ума. Ее задача показать обычные явления в необычном, парадоксальном ракурсе, сохраняя в то же время научную безупречность их истолкования.
Четыре главные арифметические действия: сложение, вычитание, умножение и деление, – кажутся нам такими простыми, что мы легко и свободно оперируем ими, даже не задумываясь над тем, почему все так хорошо получается. Но, оказывается, они таят в себе немало интересного и увлекательного даже для тех, кто «все это давно знает».

Возникновение и развитие жанра научной популяризации основ знаний связано с именем замечательного человека – певца математики, барда физики, поэта астрономии, герольда космонавтики – Я.И. Перельмана.
«Мы рано перестаем удивляться, – писал Перельман в своей статье «Что такое занимательная наука», – рано утрачиваем способность, которая побуждает интересоваться вещами, не затрагивающими непосредственно нашего существования... Вода была бы, без сомнения, самым удивительным веществом в природе, а Луна – наиболее поразительным зрелищем на небе, если бы то и другое не попадалось на глаза слишком часто».
В мире чисел встречаются подлинные диковинки, редкие экземпляры, обладающие исключительными свойствами, из которых можно было бы составить своего рода музей числовых редкостей, настоящую «арифметическую кунсткамеру».

Сюда попало одним из первых число 2: не потому, что оно первое четное число (и притом единственное простое четное число), а потому что оно – основание самой любопытной системы счисления – двоичной. Есть здесь число 5, играющее важную роль при всяких «округлениях», в том числе и при округлении цен. А также – число 9, как число, облегчающее нам проверку всех арифметических действий. Рассмотрим некоторые числа более подробно.
3.1. Число  365

Оно замечательно, прежде всего, тем, что определяет число дней в году. Далее, при делении на 7 оно дает в остатке 1;  эта несущественная, казалось бы, особенность числа 365 имела большое значение для старого семидневного календаря.

Другая особенность числа 365 не связана с календарем:

365 = 10*10+11*11+12*12,

т.е. 365 равно сумме квадратов трех последовательных чисел, начиная c 10:
10²+11²+12² = 100+121+144 = 365.

Но это еще не все, потому что сумма квадратов двух следующих чисел 13 и 14 тоже равна 365:

13²+14² = 169+196 = 365.

На указанном свойстве числа 365 основана задача С.А. Рачинского,  изображенная на известной картине «Трудная задача» Н.П. Богданова-Бельского (находится в Третьяковской галерее). Крестьянские ребятишки, изображенные на полотне, стоят у классной доски, на которой выведено мелом:

(102 + 112 + 122 + 132 + 142) / 365 = ?

Задача, в самом деле, нелегкая, но только для тех, кто не искушен в алгебре. Числа, написанные на доске, обладают магическим свойством:

102 + 112 + 122 = 132 + 142.

Но сумма первых трех слагаемых равна 365, такова же сумма и вторых слагаемых. Следовательно: 
(102+112+122+132+142) = (365+365) / 365 = 2. 
    Ответ: 2.
3.2. Три девятки

Это наибольшее из всех трехзначных чисел: 999. Любопытная особенность числа 999 проявляется при умножении на него всякого другого трехзначного числа. Тогда получается шестизначное произведение, первые три цифры которого есть умножаемое число, только уменьшенное на единицу, а остальные три цифры (кроме последней) – «дополнения» первых до 9. Например:






    572





573*999 = 572 427.







    999


Откуда же происходит эта особенность:


573*999 = 573*(1 000–1) = 573 000 – 573 = 572 427.

Зная эту особенность, можно «мгновенно» умножать любое трехзначное число на 999:
947*999 = 946 053;
509*999 = 508 491;
981*999 = 980 019.

А так как



999 = 9*111 = 3*3*3*37, 

то можно с молниеносной быстротой писать целые колонки шестизначных чисел, кратных 37, и устраивать перед непосвященными в свойства числа 999 сеансы «мгновенного умножения и деления».
3.3. Число Шехерезады

1 001 – прославленное число Шехерезады. Чем же оно замечательно? Оно делится без остатка на 7, на 11, на 13 – на три последовательных простых числа, произведением которых оно и является. Но не в том диковинка, что число 1 001 = 7*11*13. Замечательно то, что при умножении на него трехзначного числа получается результат, состоящий и самогó умноженного числа, только написанного дважды. Например:

873*1 001 = 873 873;
207*1 001 = 207 207
и т.д.

Этого и следовало ожидать, так как:

873*1 001 = 873*(1 000+1) = 873 000+873 = 873 873.

Пользуясь указанным свойством числа Шехерезады, можно достичь «волшебных» результатов в вычислениях, неожиданных для неподготовленного человека.

Мы привели примеры только некоторых из множества замечательных, удивительных чисел, взглянули на них как бы с другой стороны и увидели, как может быть интересен мир арифметики.

4. Арифметические задачи

4.1. Чеховская головоломка

Припомним знаменитую в своем роде арифметическую задачу из чеховского рассказа «Репетитор», которая смутила семиклассника Зиберова:
«Купец купил 138 аршин черного и синего сукна за 540 руб. Спрашивается, сколько аршин купил он того и другого, если синее сукно стоило 5 руб. за аршин, а черное – 3 руб.?»

С тонким юмором описывает Чехов, как беспомощно трудились над этой задачей и семиклассник-репетитор, и его ученик, 12-летний Петя, пока не выручил их Петин отец, Удодов, решив задачу «по-неученому» – на счетах.
Эту задачу можно решить алгебраически, арифметически и на счетах.
Семиклассник-репетитор готов был решать задачу алгебраически, и он, надо думать, легко справился бы с ней, прибегнув к помощи системы уравнений. 
Однако, задача легко решается арифметически
Предположим, что все купленное сукно было синее. Тогда:
 5*138 = 690 руб. – было бы уплачено за 138 аршин синего сукна. 
690–540 = 150 руб. – настолько больше денег было бы уплачено. 
Разница в 150 руб. указывает, что в партии имелось и более дешевое черное сукно по 3 рубля за аршин. 
5–3 = 2 руб. – разница в цене между синим и черным сукном.

Дешевого сукна было столько, что из двухрублевой разницы на каждом аршине составилось 150 рублей. То есть:
150 / 2 = 75 – число аршин черного сукна. 
138–75 = 63 – число аршин синего сукна.
Эта же задача легко решается на счетах тем же приемом, что и на бумаге, – теми же арифметическими действиями. Но решить ее сможет только тот, кто умеет обращаться с русскими счетами.
4.2. Неутомимое колесико

Кругосветный путешественник имеется внутри карманных часов.

Если открыть заднюю крышку карманных часов и рассмотреть механизм, то мы увидим, что все зубчатые его колеса так медленно вертятся, что с первого взгляда кажутся даже и вовсе неподвижными. Исключение составляет только крошечный маховик – так называемый балансир, – который без устали качается взад и вперед. Пять раз поворачивается он в течение каждой секунды то в одну, то в другую сторону попеременно. При этом колесико делает каждый раз один полный оборот и еще пятую долю.

Сколько оборотов делает оно в течение целого года, при условии, что часы никогда не останавливаются?
5*60 = 300 качаний делает колесико каждую минуту.

300*60 = 18 000 качаний делает колесико каждый час.

18 000*24 = 432 000 качаний делает колесико в сутки.

Если принять для круглого счета, что в году 360 дней, то:
432 000*360 = 155 520 000 качаний ежегодно делает балансир.

Так как балансир поворачивается при одном качании на один полный оборот и еще 1/5 долю, то в течение года он успевает обернуться вокруг своей оси:
155 520 000+ 155 520 000*1/5 = 186 624 000 раз.
Если округлить, то получается, что балансир делает почти 187 миллионов полных оборотов.

А теперь проделаем другой расчет. Вычислим, какой путь прошел бы автомобиль, если бы его колеса обернулись 187 миллионов раз. Диаметр автомобильного колеса – 80 см.

Чтобы найти окружность автомобильного колеса, надо диаметр умножить на, так называемое, постоянное число π = 3,14. Следовательно, его окружность – около 250 см или 2,5 м.
Умножив 2,5 м  на 187 миллионов, получим длину пройденного пути, которую мы желаем знать: около 470000 км.

Следовательно, автомобиль, будь его колеса так же неутомимы, как балансир карманных часов, более чем 10 раз обходил бы ежегодно земной шар или, если хотите, пробегал бы путь больший, чем от Земли до Луны.

4.3. Задача индийского мудреца Сета

Задача легендарном индийском мудреце Сета следующая: «Положите на первую клетку шахматной доски одно пшеничное зерно, на вторую – два, на третью – четыре и т.д. Сколько зерен поместится на доске?».

Для решения этой задачи не хватило бы урожая пшеницы во всем мире за 2 000 лет.

4.4. Завещание царедворца Аракчеева
«Я, нижеподписавшийся, вношу в нынешнем 1863 г. 50 тысяч рублей ассигнациями в Государственный заемный банк с тем, чтобы сия сумма осталась в оном 93 года неприкосновенно со всеми приращаемыми за оную в продолжение сего времени процентами, без малейшего ущерба и изъятия.

Сия сумма назначается в награду тому из российских писателей, который через сто лет от кончины в бозе почивающего венценосца, т.е. в 1925 г., напишет на российском языке Историю царствования императора всероссийского Александра I лучше всех...

Академия наук определяет награду за удовлетворительнейшую историю – три доли капитала с приращенными через 93 года процентами.

Остальная четвертая часть поступает в распоряжение Российской Академии наук...

Награда сочинителю состоять будет из миллиона четырехсот тридцати тысяч двухсот двадцати рублей; а четвертая часть, четыреста семьдесят девять тысяч семьсот сорок рублей, поступит в распоряжение Академии».

Итак, в банк было положено 50 тысяч рублей. Аракчеев назначил автору «истории» 1 430 220 рублей, а 479 740 рублей – Академии. Всего он распоряжался капиталом почти в 2 миллиона рублей. Но откуда такая сумма? Неужели тогдашние банки платили за помещенный капитал громадные проценты? Нет, всего 4 процента. Суть в том, что 93 года – срок, вполне достаточный (вспомните алгебру), чтобы 50 тысяч превратились в 2 миллиона.

Как мы видим, арифметика позволяет производить различные расчеты, решать самые разнообразные задачи.
Арифметические понятия используются некоторыми авторами в своих произведениях, что позволяет упростить их восприятие, особенно для детей. Например, поэтесса Валентина Черняева сочинила стихи для детей:
4.5. Веселая арифметика

Раз, два, три, четыре, пять!
Научились мы считать.
Пять баранов, три козла,
Три коровы, два осла,
Семь лошадок, три овцы.
Сосчитали? Молодцы!
Сколько всех животных?
Сосчитай скорей,
Если прилетел к ним
Кроха-воробей.
Веселее стало жить,
Можем вместе всех сложить:
Три утёнка, два гуся.
Вот задачка, да не вся.
Плюс три курочки-хохлатки,
С петухом играют в прятки.
Сколько всех животных?
Сосчитай скорей,
Если прилетел к ним
Кроха-воробей.
Раз, два, три, четыре, пять.
Научились мы считать:
У родителей-скворцов –
Восемь маленьких птенцов,
У синичек из яиц
Десять вылупилось птиц.
Сколько всех животных?
Сосчитай скорей,
Если прилетел к ним

Кроха-воробей.
Словарь математических терминов

Аксиома – основное положение, самоочевидный принцип.
Алгебра – часть математики, принадлежащая наряду с арифметикой и геометрией к числу старейших ветвей этой науки. Алгебра может быть определена как наука о системах объектов той или иной природы, в которых установлены операции, по своим свойствам более или менее сходные со сложением и умножением чисел. 

Алгоритм – точное предписание, которое задает вычислительный процесс, начинающийся с произвольного исходного данного и направленный на получение полностью определяемого этим исходным данным результата.
Арифметика – часть математики, наука о числах, в первую очередь о неотрицательных рациональных числах (целых и дробных) и действиях над ними.

Вычитание – действие, обратное сложению; задачей вычитания является определение одного из двух слагаемых, когда даны сумма и другое слагаемое.
Геометрия – часть математики, изучающая пространственные отношения и формы, а также другие отношения и формы, сходные с пространственными по своей структуре.

Деление – действие, обратное умножению; заключается в нахождении одного из двух сомножителей, если известны произведение их и другой сомножитель.
Десятичная дробь – дробь, знаменатель которой есть целая степень числа 10. 
Десятичная система счисления – система счисления, построенная на позиционном принципе записи чисел с основанием 10.
Математический анализ – часть математики, в которой функции и их обобщения изучаются методом пределов.
Множество – набор, совокупность, собрание каких-либо объектов, называемых его элементами, обладающими общим для всех них характеристическим свойством.
Натуральное число – одно из основных понятий математики – это целое положительное число.

Нумерация – совокупность приемов наименования и обозначения чисел.

Отрицательное число – действительное число, меньшее нуля.
Прогрессия – последовательность и1, и2, . . . . ., иn, . . . . , каждый член иk которой получается из предыдущего иk-1 прибавлением постоянного числа или умножением на постоянное число.

Произведение – результат умножения.

Пропорция – равенство между двумя отношениями четырех величин – а:b = c:d.

Простое число – целое положительное число, которое больше единицы, не имеющее других делителей, кроме самого себя и единицы: 2, 3, 5, 7, 11, 13, …
Процент – сотая доля целого (принимаемого за единицу); обозначение: %.

Радиус окружности (сферы) – длина отрезка, соединяющего точку окружности (сферы) с центром.

Разность – результат вычитания.

Сложение – арифметическое действие. Результатом сложения чисел a и b является число, называемое суммой чисел a и b (слагаемых) и обозначаемое a+b.

Счисление – совокупность приемов представления обозначения натуральных чисел.   

Сумма – результат сложения величин.

Теория – произвольная совокупность предложений некоторого формализованного языка. 
Тригонометрические функции – класс элементарных функций: синус, косинус, тангенс, котангенс, секанс, косеканс.
Тригонометрия – раздел геометрии, в котором метрические соотношения между элементами треугольника описываются через тригонометрические функции, а также устанавливаются соотношения между тригонометрическими функциями.
Умножение – операция образования по двум данным объектам a и b, называемым сомножителями, третьего объекта с, называемого произведением.
Целое число – число, которое можно представить в виде разности натуральных чисел.
Частное – результат деления.
Заключение
Теоретическая разработка вопросов, касающихся учения о числе и учения об измерении величин, не может быть оторвана от развития математики в целом: решающие этапы ее связаны с моментами, определявшими в равной мере и развитие алгебры, геометрии, анализа и других разделов математики. Наиболее важным считается создание общего учения о величинах, соответствующего абстрактного учения о числе (целом, рациональном и иррациональном) и буквенного аппарата алгебры.
Фундаментальное значение арифметики как науки, достаточной для изучения непрерывных величин различного рода, было осознано к концу 17 века в связи с включением в арифметику понятия иррационального числа. Немаловажную роль при этом сыграли аппарат десятичных дробей и применение логарифмов, расширивших область осуществляемых с требуемой точностью операций над действительными числами.

Говоря об арифметике, мы все время выходим за ее пределы. Как очертить границы самой арифметики? Попробуем ответить на этот вопрос. Итак, под словом «арифметика» можно понимать:
- учебный предмет, занимающийся преимущественно рациональными числами (целыми числами и дробями), действиями над ними и задачами, решаемыми с помощью этих действий;
- часть исторического здания математики, накопившую различные сведения о вычислениях;
- «теоретическую арифметику» – часть современной математики, занимающуюся конструированием различных числовых систем (натуральные, целые, рациональные, действительные, комплексные числа и их обобщения);
- «формальную арифметику» – часть математической логики, занимающуюся анализом аксиоматической теории арифметики;
- «высшую арифметику», или теорию чисел, самостоятельно развивающуюся часть математики.
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