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I. Вводная часть

В наши дни понятие вектор постоянно встречается в газетных и журнальных публикациях, в выступлениях политиков, ученых, педагогов. Обсуждая важнейшие процессы в жизни общества, говорят о векторе реформ и его социальной составляющей, о векторе экономических преобразований и его изменении, о направлении вектора развития системы образования. Понятие о векторе как направленном отрезке вошло в сознание и речь современного образованного человека.

Крупное научное открытие дает решение крупной проблемы, но и в решении любой задачи присутствует крупица открытия. При решении многих задач по геометрии и физики необходимо знать всю теоретическую часть о векторах, поэтому я выбрала для реферата тему: «Векторы и их прикладная направленность в геометрии и физике». Работая над рефератом, я не только повторила курс планиметрии и часть курса физики, но и увлеклась историей математики.
II. Из истории векторного исчисления

Термин «вектор» ввел в науку в середине XIX в. выдающийся ученый Уильям Гамильтон (1805 - 1865), профессор астрономии из Ирландии.

Истоки векторного исчисления находятся в механике и астрономии, где впервые были изучены конкретные векторные величины - силы и скорости. Еще в работе «Механические проблемы», созданной в школе Аристотеля, введен термин «сложения движений», т. е. скоростей, и сформулировано правило параллелограмма. Его использовал Архимед в работе «О спиралях», а позже - Птолемей в своём знаменитом «Альмагесте». Астрономы средневекового Восток, развивая теорию Птолемея, постоянно использовали «сложение движений».

Учёные Европы Симон Стевин (1548 - 1620) - в «Основах статистики» и Джон Валлис (1616 - 1703) - в «Механике» -сформулировали правила параллелограмма и параллелепипеда для

сложения направленных отрезков, которыми они изображали силы, скорости, ускорения. На базе этих трудов Адамар де Сен-Венан в 1845 г. в работе «О геометрических суммах и разностях и их применении для упрощения изложения механики» разработал теорию сложения и вычитания направленных отрезков. Итак, механика и астрономия дали важнейший импульс процессу создания векторного исчисления. Однако при этом шла речь лишь об операциях сложения и вычитания векторов. Дальнейшее развитие векторного исчисления связано с алгеброй и геометрией.

Значительную роль сыграли философские воззрения великих учёных о роли математики в исследовании явлений природы. Лейбниц говорил о построении геометрического исчисления, изучающего направленные отрезки, их длину, углы между ними. Эти мысли стали исходной точкой для многих геометрических работ.

Л. Карно в 1803г. в книге «Геометрия положения» исследовал направленные отрезки и углы между ними. Он ввёл обозначение АВ для отрезка с началом в точке А и концом в точке В. В 1835 г. Дж. Белаватис в «теории эквиполентности» ввёл свободные векторы, назвав эквиполентными направленные отрезки с равной длиной и совпадающими направлениями. В 1844г. Грассма, вдохновлённый идеей Лейбница, в книге «Ученые о протяжении» построил теорию многомерного евклидова пространства, ввёл скалярное произведение векторов.

Так в геометрии трудами многих учёных к середине XIX в. была создана теория направленных отрезков, включающая операции сложения и вычитания, умножения на число, отыскания длин отрезков и углов между ними.

В XIX в. была рассмотрена совершенно новая операция вращение направленных отрезков в плоскости и в пространстве. Комплексные числа, успешно работающие в области алгебраических уравнений и в математическом анализе, получили геометрическую интерпретацию лишь на рубеже XVIII и XIX вв.

Идея построения гиперкомплексных чисел, с помощью которых можно было бы изучать повороты направленных отрезков в пространстве, овладело умами многих ученых.

В 1844 г. в первой публикации по теории кватернионов Гамильтон ввел термин «вектор», образовав его от латинского слова «vehere» - «нести». Он писал: «Шаг от точки А к точки В можно рассматривать как работу по транспортировки или переносу подвижной точки из начального положения в конечное». Дж. Максвел в 1873 г. показал, что в теории электричества и магнетизма осуществляются операции с направленными отрезками, и, следовательно, эта теория должна базироваться на векторном исчислении. «Ценность идеи вектора не сказана» - писал Максвелл Тету. Из разбухшего аппарата теории кватернионов он выбрел то, что необходимо для построения векторного исчисления, и тем самым создал удобный инструмент, который широко использует современная физика.

III. Векторы в геометрии

1. Основные понятия и операции связанные с векторами
Вектор - одно из основных геометрических понятий. Вектор характеризуется числом и направлением. Наглядно его можно представить себе в виде направленного отрезка, хотя, говоря о векторе, правильнее иметь ввиду целый класс направленных отрезков, которые все параллельны между собой, имеют одинаковую длину и одинаковое направление.
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Каждый    из направленных отрезков, составляющих вектор, можно назвать представителем этого вектора (pиc.1). Вектор, представителем которого является направленный отрезок, идущий от точки А к точке В, обозначается через АВ.

[image: image2.jpg]



         Рис.1                                                            Рис.2
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На рис. 1 имеем 
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 EMBED Equation.3  [image: image4.wmf]АВ = СД, т.е АВ и СД - это один и тот же вектор.
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Иногда вектор обозначают малой буквой  а со   стрелкой. Вектор, изображаемый направленным отрезком, у которого начало и конец совпадают, называется нулевым; он обозначается через 0, т.е.

АА=0. Два параллельных вектора, имеющих одинаковые длины, но противоположные направления, называют противоположными.
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Если вектор обозначается через а, то противоположный ему вектор обозначается через –а.
Назовём основные операции, связанные с векторами.
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1. Откладывание вектора от точки. Пусть a  - некоторый вектор и А - точка. Среди направленных отрезков, являющихся представителями вектора а, имеется направленный отрезок, начинающийся в точке А. Конец В этого направленного отрезка называется точкой, получающейся в результате откладывания вектора а от точки А (рис. 2.). Эта операция обладает следующим свойством.
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I1 Для любой точки А и любого вектора а  существует, и притом только одна, точка В, для которой АВ = а. 
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Сложение векторов.    Пусть а и b    - два вектора. Возьмем произвольную точку А и отложим вектор а  от  точки  А, т.е. найдём такую точку В, что АВ = а    (рис.3а).
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      А       а + в
                Рис.3а                                                    Рис.3б
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Затем от точки  В отложим вектор b , т.е. найдём такую точку С, что  ВС = b. Вектор АС называется суммой векторов а и b
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и обозначается  через  а + в. Можно доказать, что сумма а + b не зависит от выбора точки А, т. е.если заменить А другой точкой
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А1, то   получится   вектор   A1C1   равный  АС   (рис.3б).   Из

определения суммы векторов вытекает, что для любых трёх

точек А, В, С справедливо равенство
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I2.   АВ+ВС=АС («правило трех точек»).
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Если ненулевые векторы а и b   не параллельны, то их сумму

удобно находить с помощью правила параллелограмма 
(рис. 4).

                                      Рис. 4

II. Основные свойства суммы векторов выражают следующие 

    4равенства

(справедливые  для любых векторов а,  в, с).
 II1   a + b = b + a.

II2 .   a + (в + c) = (a + b) +c.

II3     a+ 0 = a

II4.   а + (-а) = 0

Заметим    ещё,    что    сумма   нескольких   векторов    находится последовательным нахождением суммы двух из них. Например: 
a + ((в + с)+ d)= ((а + в) + с) + d.
При этом  в  каком  бы порядке мы не  складывали заданные векторы, результат всегда будет одним и тем же. Например:
 а + ((в + с) + d) = (d + а) +(с +в).

Далее, геометрически сумма нескольких векторов может быть получена следующим образом: надо направленные отрезки, являющиеся представителями этих векторов, последовательно отложить друг за другом; тогда вектор a1, а2, ••• аn будет иметь своим представителем «замыкающий» направленный отрезок, идущий от начала первого к концу последнего (рис.5).
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            Рис.5                                                            Рис.6                                   

(Заметим, что если  при таком последовательном откладывании  получается «замкнутая векторная ломаная», то 
а1 + а2 + ... + ак= 0.) 
III. Вычитание векторов.    Определение. Как и в случае чисел, разностью векторов а и b называется такой вектор х, который в сумме с вектором b дает  вектор а. (Рис.6)

Итак, для получения разности а - b достаточно отложить векторы а а и b от одной точки и взять вектор, идущий из конца вектора b к концу вектора а. Таким образом, операция вычитания векторов всегда выполнима.

IV. Умножение вектора на число. Пусть а - ненулевой вектор  и k-отличное от нуля число. Через kа обозначается вектор, определяемый следующими двумя условиями:

а) длина вектора kа равна     | k |*| а | ;
£) вектор kа параллелен вектору а , причём его направление совпадает с направлением вектора а при k > 0 и противоположно ему при k < 0 (рис. 7)
                 Рис.7
Если справедливо хотя бы одно из равенств  а   = 0, k = 0, то произведение     kа       считается равным  0.  Таким образом  kа определено для любого вектора а и  любого числа k. 
Следующие  4 равенства выражают основные свойства операции умножения вектора на число:

IV1   k(la) = (kl) a.
IV2   (k + l)a  = ka  + la.
IV3    k(a + в) = ka + kb.

                IV4  1a = a. 
Из этих свойств вытекает ряд дальнейших фактов, связанных с рассмотренными операциями над векторами. Отметим  некоторые  из них, часто применяемые при решении задач.

а)
Если М - такая точка отрезка АВ, что |АМ| / |ВМ|=k, то для
любой точки О справедливо равенство ОМ= (ОА+ k ОВ)/ (k+1),
в частности если М - середина отрезка АВ, то ОМ=1/2(ОА+ОВ).
б)
Если М - точка пересечения медиан треугольника ABC, то
МА + МВ + МС = 0; кроме того, для любой точки  О
справедливо равенство ОМ=1/3(ОА+ОВ+ОС).
в)
Пусть М-точка прямой l и а- ненулевой вектор, параллельный
этой прямой. Точка  А в том и только в том случае принадлежит
прямой l если  MA=kа (где k - некоторое число).
г)
Пусть М - точка плоскости  ά  и  а,  в- ненулевые и непараллельные  между собой векторы, параллельные этой плоскости. Точка  А в том и только в том случае принадлежит плоскости  ά,  если  вектор МА выражается через а и b ,т.е.

MA = ka + lb
 V.Скалярное произведение (а,b) векторов а и b определяется
равенством:                                                                           
‌‌‌а  b  = ‌‌‌‌‌
[image: image8.wmf]b

а

+

cos φ    при  а ≠ 0 и  b ≠ 0, где  φ  =  (а,  b)  . Угол между векторами  а и  b  равен 0, если  хотя бы один из векторов а   и b  равен  0.

[image: image9.wmf]Следующие 4 соотношения выражают основные свойства операций скалярного умножения векторов:

V1.    (а, b) = ( b, а )

V2.     (kа, b)  = k ( а, b)
V3.         (а ( b + с ) = ( а, b) = ( а, с)
V4. Если  а = 0 , то а2 > 0 (здесь через а 2 обозначено скалярное произведение вектора на себя). Заметим в связи со свойством V4, что  число а 2 равно квадрату длины вектора а , т.е. а2 = | а | .  Со скалярным произведением связано понятие ортогональности: два вектора а и b называются ортогональными, если (а,b ) = 0. Иначе говоря, если векторы ортогональны, то либо они оба ненулевые и образуют прямой угол, либо хотя бы один из этих векторов равен 0.
2. Применение векторов к решению геометрических задач.

Перечисленные выше свойства векторных операций во многом похожи на свойства сложения и умножения чисел. В этом состоит удобство векторных операций: вычисления с векторами выполняются по хорошо знакомым правилам. В то же время вектор - геометрический объект, и в определении векторных операций используются такие геометрические понятия, как длина и угол; этим и объясняется польза векторов для геометрии. Однако для решения геометрических задач с помощью векторов необходимо, прежде всего, научиться «переводить» условие геометрической задачи на векторный язык. После такого «перевода» осуществляются алгебраические вычисления с векторами, а потом полученное векторное решение снова «переводится» на геометрический язык. В этом и состоит векторное решение геометрических задач. Приведем примеры.
Задача № 1.

Даны четырёхугольник и точка М. Докажите, что точки, симметричные точке М относительно середин сторон четырёхугольника, являются вершинами параллелограмма.
Решение:
Пусть ABCD — данный четырехугольник, a N, P, Q, R — точки, симметричные точке М относительно середин сторон АВ, ВС, CD и DA (рис. 8 ). 
                                                                   А            С

Рис.8                                                       Рис.9
Тогда, согласно лемме:

 Лемма  1. Путь векторы а и b отложены от одной точки О: вектор а = ОА,  b =ОВ. Обозначим через М середину отрезка АВ, а через  С - точку, симметричную точки О относительно точки М. 
ОС = а + b     (Рис. 9)

Тогда мы имеем :    

MN = МА + MB,    

MP = MB + МС, 
MQ = МС +МD,
M R= МD + МА.
Далее NR - PQ = (MR-MN) - (MQ - MP)= 
= (MD+MA) — (МА+МВ) — (MC+MD) + (MB + МС) = 0.
Следовательно,  NR = PQ и потому  NRQP — параллелограмм.
Задача № 2.                                        
Даны две точки М и N. Найдите такую точку Р, что векторы MP
и  NP противоположны.                           Рис. 10
Решение.  

Проведем прямую MN и обозначим через Р середину отрезка MN. Ясно, что векторы MP и NP противоположны, так что точка Р — искомая. Покажем, что других точек, обладающих требуемым свойством, нет. Если точка Q не лежит на прямой MN, то точки М, N, Q являются вершинами треугольника, и потому векторы MQ и NQ не параллельны одной прямой (рис.10). Значит, эти векторы не являются противоположными. Таким образом, вне прямой MN нет точек, обладающих требуемым свойством. Далее, если Р' - точка прямой MN, отличная от точки Р, то отрезки MP' и NP' имеют разную длину, поэтому векторы MP' и NP не могут быть противоположными. Таким образом, середина отрезка MN есть единственная точка, обладающая требуемым свойством.
Задача № 3.   
На плоскости параллелограмм ABCD и точка О. Докажите, что ОА+ОС = OB+OD.

Решение.
Обозначим      через      М      точку    
 пересечения      диагоналей 
параллелограмма ABCD, а 
через Р — точку, симметричную   
  точке О относительно точки М 
(рис. 11). Тогда, согласно 
лемме 1, мы имеем:

ОА + ОС = ОР, 

ОВ + ОD  = ОР
(так как М - середина отрезков  АС и  BD).                                                                                                                                                                                      
 
Следовательно, ОА + ОС =  ОВ + ОD                           
Приведем еще другое решение той  
же задачи,  которое  можно записать в
виде  двух строчек равенств (использующих свойства сложения и  вычитания векторов):
ОА + ОС =  (ОВ + ВА) + (ОD +DС) = (ОВ +ОD) + (ВА +DС) =

= (ОВ + ОD  ) +  0 = ОВ + ОD
Задача №4.
Доказать, что середины сторон произвольного четырехугольника являются вершинами параллелограмма.
Решение.
Пусть К, L, М, N — середины сторон четырехугольника ABCD, 

 Q - произвольная точка плоскости  (рис. 12 ).
Тогда QК = 
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1

(QА + QВ)
             QL = 
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1

(QВ + QС)

              QМ = 
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1

(QС + QD)
                QN = 
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1

( QD + QА)                            (См.  Гл. III.. 1. (IVа)).
Рис.12

Отсюда следует  

KL = QL – QК  =
[image: image14.wmf]2

1

(QС + QА)  и  NM = QM – QN =
[image: image15.wmf]2

1

(QС + QА).
Таким образом, KL = MN, что и доказывает наше утверждение.

 [Если  «четырехугольник» ABCD — самопересекающийся, то 
«параллелограмм» KLMN может быть вырожденным, т. е. отрезки  K.L  и 
MN  могут принадлежать одной прямой].
Задача № 5.
Пусть ABCDEF — произвольный шестиугольник и U, V, W, X, Y,
Z - середины его сторон (рис.13). Доказать, что центры тяжести
(точка   пересечения   медиан)      треугольников   UWY   и   VXZ совпадают.
                                               Рис.13
Решение.
В силу следствия  Гл .III1 (IV а) мы имеем: 
   QU=
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(QА + QВ),   QV = 
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(QВ + QС),  OW = 
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(QС + QD),

OX = 
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(QD + QE),  OY = 
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(QE + QF),  OZ = 
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(QF + QA);
Здесь Q - произвольная точка области. Далее, обозначая через М и  N центры тяжести треугольников UWY и VXZ, имеем,
OM = 
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1

(QU + QW+ QY) = 
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[
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(QА + QВ) +
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+
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(QА + QВ)]= 
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 (QА + QВ+ QС +  QD  +  QE +  QF)  и 
ON = 
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(QV + QX+ QZ) = 
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(QB + QC) +
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(QD + QE)+ 
+
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(QF + QA)]= 
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 (QА + QВ+  QС + QD + QE + QF).
Таким образом, QM = QN, откуда вытекает, что точки М и N
cовпадают.
Задача № 6.
На  плоскости   даны   пять   точек  А,   В,   С,   D,   Е.   Построить
пятиугольник   XYZUV,    для    которого    эти   точки   являются серединами сторон (рис. 14)
Решение.
Возьмем на плоскости произвольную точку Q. Так как точки А, В, С, D, Е являются серединами сторон, то по Гл. III1 (IVa), имеем:
                     Рис.14
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OA = 
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(QX + QY);      OB = 
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(QY + QZ);   OC = 
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(QZ + QU);
OD = 
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(QU + QV);     OE = 
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1

(QV + QX).  

Поскольку точки А, В, С, D, E нам даны, то вектору QA, QB, QC, QB, QE так же известны; векторы QX, QY, QZ, QV, QU требуется определить. Таким образом, выписанные пять равенств 
представляют собой систему пяти уравнений с пятью неизвестными. Эту систему нам требуется решить. Для решения системы можно поступить так: поменяем во втором и четвертом уравнениях знаки на обратные
OA = 
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(QX + QY);  
   OB = 
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(QY + QZ); 
  OC = 
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(QZ + QU);
OD = 
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(QU + QV);  
   OE = 
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1

(QV + QX).  
Сложим теперь все получившиеся равенства. Мы получим
QA- QB + QC - QD + QE = QX.
Последнее соотношение позволяет легко построить вектор QX 
(рис.15).                                                Рис.15
  Тем   самым   мы   найдем   вершину   X   искомого
пятиугольника. После этого, зная середины А, В, С, D сторон XY, YZ, ZU, UV, мы легко найдем и остальные вершины Y, Z, U, V пятиугольника.
Задача № 7.

Из точки О выходят два вектора ОА= а ; ОВ=b. Найдите какой-нибудь вектор ОМ, идущий по биссектрисе угла АОВ .
Решение.


Если бы мы имели два вектора ОМ и ON равной длины, направленные по лучам ОА и ОВ, то параллелограмм OMPN, построенный на этих векторах, был бы ромбом, и потому
вектор OP = OM + ON был бы
направлен по биссектрисе угла
АОВ
(рис.16).                                                    Рис.16

Таким образом, задача сводится к отысканию двух векторов равной длины, направленных по лучам ОА и ОВ. В качестве таких векторов можно взять 1/а*а и 1/b* b   (длина  каждого из них равна единице:

[image: image45.jpg]1




Таким образом, вектор 1/а*а +1/b* b   направлен по биссектрисе угла АОВ. Вместо 1/а*а и 1/b* b   можно также взять векторы bа и аb (длина каждого из них равна ab); поэтому вектор ba + ab также направлен по биссектрисе угла АОВ.

 (Заметим, что векторы  1/а*а +1/b* b и bа + аb пропорциональны:
 второй получается из первого умножением на число ab; вообще, если k - любое положительное  число, то вектор k *(1/а*а +1/b* b) направлен по биссектрисе угла АОВ).
Задача № 8.
Существует ли в плоскости треугольника ABC такая точка Q, что
QA+2QB+3QC= 0
Решение.

Соотношение QA+2QB+3 QC=0 можно переписать в следующем
виде (используя только векторы,   исходящие из точки А):
— AQ+2(-AQ+AB)+3(AQ+AC) =0,
откуда   6AQ   =   2АВ   +   3АС.   Таким   образом,   мы   получаем
соотношение:    AQ = 1/3 АВ +1/2 АС
Из этого следует, что требуемая точка существует, и притом
только одна: она является концом вектора, равного 1/3 AB + 1/2 AC,
отложенного   от точки А (рис.17).

Рис.17                                              Рис.18
Задача № 9.
Даны три отрезка A1A2, В1В2, C1C2. Их середины обозначаем через А3, ,В3 , С3. Далее, центры тяжести треугольников A1B1C1, A2B2C2, А3,В3С3 обозначим через М1, М2, М3. Докажите, что точка М3 является серединой отрезка M1M2 (или же все три точки М1 М2, М3 совпадают).
Решение.
Выберем на плоскости произвольную точку Q (рис.18). 
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В силу следствия Гл. III1 (IVа), мы имеем:
OA3 = 
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(QА1 + QА2);  

   OB3 = 
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1

(QВ1 + QВ2); 

  OC3 = 
[image: image50.wmf]2

1

(QС1 + QС2);
Далее в силу следствия  Гл. III 1 (IV б);
QM1 = 1/3 (QА1+ QB1 + QС1), QM2= 1/3 (QA2 + QB2 + QC2),
QM3 = 1/3 (QA3 + QB3 + QС2) =
= 1/3[1/2(QА1  + QA2) + 1/2(QB1 + QB2) + 1/2(QC1 + QC2)] =
= 1/6 (QА1 + QB1 + QC1 + QA2 + QB2 + QC2) = 1/2(QM1 + QM2)
Доказанные соотношения        QM3 =1/2QM1 + 1/2QM2.
Означает, что точка  М3 является серединой отрезка M1M2 (если точка М1 и М2 совпадают, то точка М3 также совпадает с ними).
Задача № 10.
Пусть К, L, М, N — середины сторон четырехугольника ABCD (рис. 19). Доказать, что диагонали АС и BD в том и только в том случае перпендикулярны друг другу, если средние линии КМ и LN равны между собой.

Рис.19         Рис.20
Решение.
Выберем на плоскости некоторую точку Q и обозначим (рис. 20):
QA = a,  QB = b,  QC = c, QD = d. Тогда, в силу следствия Гл. III 1 (IV а), имеем:
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Следовательно
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Далее найдем разность квадратов длин векторов  
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Каждая из скобок легко находиться, так как 
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 нам уже известны: 
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Таким образом  
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Следовательно, 
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 EMBED Equation.3  [image: image116.wmf]AC

.
Отсюда видно, что равенство KM = LN имеет место в том и только в том случае, если  
[image: image117.wmf]BD
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 = 0, т.е. если диагонали BD и АС четырехугольника ABCD взаимно перпендикулярны. 
Задача №11.
Найти угол при вершине равнобедренного треугольника, если известно, что медианы, проведенные к его боковым сторонам, взаимно перпендикулярны.

Решение.
Пусть ABC — треугольник, о котором идет речь в условии задачи, AC = ВС; М и N - середины сторон АС и ВС    (рис.21). Векторы
 СМ и CN обозначим  через а  и_b. Тогда  CM = а,  CA= 2a, 
CN =b, СВ = 2 b.
 Далее имеем: ВМ = ВС + СМ = -2 b + а
AN = AС  + CN = - 2а  + b.
   
По условию,  прямые ВМ и AN перпендикулярны, 
т. е. BM *AN = 0, или, иначе,
(-2 b + а)(- 2а  + b)
Раскрывая скобки, находим: 5аb - 2а2 – 2b2=0, или, что то же самое, 5ab cos β - 2а2 – 2b2 = 0, где
 β - угол между векторами а  и  b, т.е.
 искомый угол  С треугольника ABC.
 Но а2  = b 2 = ab (так как a = b). Следовательно, имеем: 5cos β  - 4 = 0 ,
т.е. cos β = 4/5 . По таблице находим: β ≈ 36°52'.
Рис.21
IV. Векторы в физике
1. Векторные величины в физике и действия над ними;

Примерами физических величин, которые имеют векторный характер, могут служить сила, скорость, ускорение и другие. Рассмотрим некоторые из них.

Величина, служащая мерой механического действия одного тела на другое, называется силой. Сила — векторная величина, характеризующаяся численным значением, направлением и точкой приложения. Действие силы на тело не изменится, если точку приложения ее переносить вдоль прямой, в направлении которой действует сила.

Равнодействующей нескольких сил называется сила,
производящая на тело такое же действие, как данные силы вместе.
Сила, равная по величине и противоположная по направлению
равнодействующей,
называется
уравновешивающей.

Равнодействующая нескольких сил, действующих на тело, определяется векторным сложением этих сил.

Если силы действуют по одной прямой и направлены в одну сторону, то равнодействующая равна их сумме и направлена в сторону действия сил.

Если две силы действуют по одной прямой и имеют противоположные направления, то равнодействующая равна разности этих сил и  направлена в сторону большей силы.

Равнодействующая двух параллельных сил, направленных в одну сторону, равна сумме этих сил, параллельна им и направлена в ту же сторону. Точка приложения равнодействующей находится на отрезке, соединяющем точки приложения слагаемых сил, и делит его на части, обратно пропорциональные величинам сил (рис.1):
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Равнодействующая 
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 двух параллельных сил 
[image: image123.wmf]1
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 и 
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, направленных в противоположные стороны, равна разности этих сил, параллельна им и направлена в сторону большей силы. Точка приложения равнодействующей лежит на продолжении отрезка, соединяющего точки приложения слагаемых сил, за большей силой (рис. 22)    
       

                              Рис.22                         Рис.23                                                 
Отношение равнодействующей 
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 к меньшей составляющей 
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 равно отношению расстояния 1 между точками приложения составляющих 
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 к расстоянию 12 между точками приложения равнодействующей  
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 и большей составляющей
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Для   разложения   силы   
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   (на   рис. 22   равной  
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)   на   две параллельные 
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,   направленные   в   одну сторону, необходимо знать точки приложения составляющих или точку приложения и величину одной составляющей.

В первом случае составляющие 
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т. е. составляющие получим, разделив приложенную силу 
[image: image140.wmf]F
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 на части, обратно пропорциональные расстояниям l1 и 12.
Во втором случае, зная одну составляющую, находим вторую 
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, а точку ее приложения (12) определяем из равенства                       
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Рис.24
Равнодействующая двух сил, направленных под углом друг к другу, по величине и направлению равна диагонали параллелограмма, построенного на этих силах как на сторонах параллелограмма (рис. 24, а).

Когда приложенные силы 
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 не имеют общей точки приложения, тогда нужно точки приложения слагаемых сил перенести вдоль линий действия сил в точку пересечения этих линий и построить параллелограмм (рис. 24, б).

Для разложения силы на две составляющие, направленные под углом друг к другу, необходимо знать или направление этих сил (рис. 25, а), или направление и величину одной из них (рис. 25 б), или величины обеих составляющих (рис. 25, в). Величины и направления составляющих сил находятся путем построения параллелограмма, диагональю которого является данная сила.
[image: image147.jpg]


 Рис.25

В первом случае для нахождения составляющих сил из конца вектора данной силы проводят штриховые прямые, параллельные данным направлениям. Отсекаемые отрезки на прямых, и будут искомыми составляющими.

Во втором случае для нахождения второй составляющей силы 
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 строят параллелограмм по диагонали 
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 и одной его стороне 
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.  Сторона параллелограмма 
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 и является второй составляющей.
В третьем случае для нахождения составляющих из начала вектора данной силы циркулем проводят дугу радиусом, равным величине одной составляющей, а из конца — радиусом, равным величине другой составляющей, так чтобы эти дуги имели общую точку. Соединив полученную точку пересечения дуг с началом и концом вектора данной силы, получают треугольник, который достраивают до параллелограмма.

Условие равновесия сил. Твердое тело находится в равновесии в том случае, когда геометрическая сумма всех сил, действующих на него, равна, нулю:
                                      
[image: image152.wmf]0

....

2

1

=

+

+

+

n

F

F

F

r

r

r


Равновесие твердых тел, имеющих ось вращения, зависит не только от величины и направления приложенных сил, но и от того, где эти силы приложены. Тела, имеющие ось вращения, находятся в равновесии в том случае, когда сумма моментов сил, вращающих тело по часовой стрелке (положительных), равна сумме моментов сил, вращающих тело против часовой стрелки (отрицательных):
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Где 
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Моментом силы называется произведение силы на плечо:                                                              
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Плечом силы называется перпендикуляр, проведенный из оси вращения тела на направление действия силы. На наклонной плоскости вес тела 
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 можно разложить на две составляющие, одна из которых 
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  направлена параллельно наклонной плоскости, а другая 
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  — перпендикулярно к ней (рис. 26, а).

Составляющая веса 
[image: image164.wmf]2
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 оказывает нормальное давление на наклонную плоскость и всегда уравновешивается силой реакции наклонной плоскости Q. Составляющая веса 
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 скатывает тело по наклонной плоскости
                                                                              Рис.26
На наклонной плоскости тело находится в равновесии в том случае, когда скатывающая сила 
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 уравновешивается удерживающей силой 
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 (силой трения пренебрегаем). Скатывающая сила 
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 определяется из соотношения

                   ,     
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 Уравновесить тело на наклонной плоскости можно   силой 
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, приложенной   к   телу   параллельно      основанию      наклонной плоскости, если | 
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 | (рис. 26, б). Сила 
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                                   =                              =       =      tg α
Равновесие тел бывает устойчивым, неустойчивым  и безразличным.

Тела находятся в устойчивом равновесии в том случае, когда при их смещении центр тяжести повышается (шарик на дне
вогнутой поверхности; тела, имеющие ось вращения, когда центр тяжести находится ниже оси вращения; тела, имеющие площадь опоры, когда вертикальная прямая, проведенная из центра тяжести, проходит через площадь основания).

Тела находятся в неустойчивом равновесии в том случае, когда при их смещении центр тяжести понижается (шарик на выпуклой поверхности; тела, имеющие ось вращения, когда центр тяжести находится выше оси вращения; тела, имеющие площадь опоры, когда вертикальная прямая, проведенная из центра тяжести, проходит вне площади основания).

Тела находятся в безразличном равновесии в том случае, когда при их смещении центр тяжести остается на одном уровне (шарик на горизонтальной поверхности; тело, имеющее ось вращения, когда ось вращения проходит через центр тяжести).
Центром тяжести тела называется точка приложения силы тяжести. В однородных телах правильной геометрической формы центр тяжести совпадает с геометрическим центром данной фигуры. В шаре центр тяжести совпадает с геометрическим центром шара; в круге центр тяжести совпадает с центром круга; и кубе центр тяжести совпадает с точкой пересечения диагоналей и т.д.
2. Применение векторов к решению физических задач.

На примерах покажем пользу векторных операций к решению физических задач.

Задача № 1.
На сколько наружный рельс должен быть уложен выше внутреннего на повороте железнодорожного полотна с радиусом кривизны 300 м, чтобы устранить боковое давление поезда, движущегося со скоростью 43,2 км/ч, на рельсы, если ширина колеи 1,5 м (рис. 27)?
	     Условие:                  
 г — 300 м;
               V= 43,2 км/ч =
                 = 12 м /сек; 
              l=1,5м.
                 g = 9,м/сек2.​​​​​​​​​​​​​​​​​​​​​​​​​​​​​​​​​​​​​
               h-? 
                                     Рис. 27    

	Решение
На поезд действуют две силы: вес  
[image: image174.wmf]P
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и реакция рельсов Q. Результирующая этих сил обеспечит нужное цен​тростремительное ускорение при движении поезда по закруглению. Из подобия ∆CFP и ∆ аbс запишем, что




Задача №2.

С какой максимальной скоростью может ехать велосипедист на повороте и на какой угол от вертикали он должен отклониться в сторону закругления для того, чтобы не упасть, если коэффициент трения резины о полотно дороги 0,4, а радиус закругления пути 
100 м (рис. 28)?

Условие:    
к =0,4;
г = 100 м.
  V-?   а-?

   g = 9,8 м/сек2.
Решение.    На   велосипедиста   с
велосипедом действуют две силы: вес Р и реакция полотна дороги Q. Результирующей этих сил является центростремительная сила Fц, равная силе трения Fтр:
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Угол наклона найдем   из  ∆  PCFц:
tgα  =
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Отсуда     α = 220

Задача №3.
Длина подвеса металлических шаров центробежного регулятора
 0,35 м. Определить высоту подъема шаров при вращении 
со скоростью, соответствующей частоте 90 об/мин (рис. 29).


                                        Рис.29
Условие:    1 = 0,35 м;
                   f =90 об/мин = 1,5 об/сек. 
                   h-?

                      g == 9,8 м/сек2.
Решение.

При    вращении  регулятора центростремительная сила

F =mωr2, где г = 1 sin α. Эта    сила    вызвана    весом шаров и реакцией подвеса. Из   ∆FOP  F = mg tgα. 
Следовательно, m ωl sin α =mg tg α      или ω21cos α = g.

Так как  1cos α  = 1- h, то ω2 (1 – h) = g, 

h =
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Задача № 4.

В вершинах квадрата со стороной 10 см расположены три отрицательных и один положительный заряд величиной 7*10-8 (к) каждый. Определить напряженность поля в центре квадрата, на​ходящегося в воздухе.

Условие: а = 10 см = 0,1 м;

                                                                                                                                                                                                                                  q1 = q2 = q3 = 

                          = — 7 * 10-8 (к) ;

                q4 = + 7 * 10-8 (к)

                   E - ?

                 (0 = 8,84*10-12 ф/м;

                      ( = 1.

Рис. 30                 

Решение.  

Напряженность  поля  в  центре  квадрата   равна геометрической  сумме напряженностей, создаваемых  каждым из зарядов,  которые расположены в вершинах квадрата:  Е =Е1 + Е2 + Е3 + Е4. Поскольку величины зарядов одинаковы и эти заряды находятся на одном и том же расстоянии от точки, где определяется напряженность, численные   значения напряженностей Е1, Е2, Е3 и Е4 будут одинаковы и раины: 

                                          q1           

                            Е1 = ––––––––––

                                     4  ( (0 ( r2
где q1 — величина заряда; r — рассто​яние от вершины до центра квадрата. 
                                                a2                             2q1 

Из  рис. 9    видно, что r2 = —,  по​этому Е1 = –––––––––    .

                                                2                          4  ( (0 ( a2
 Направления напряженностей Е1, Е2, Е3 и Е4 показаны на рисун​ке. Векторы Е2 и Е3 равны по величине и направлены в про​тивоположные стороны, поэтому их сумма равна нулю. Резуль​тирующая напряженность Е равна сумме Е1 и Е4:

                                         2 q2                      q2         

                            Е = 2                      =          

                                       4  ( (0 ( а2             ( (0 ( а2
                                                      7*10-8                              

                            Е =                                            =  2,5*105 (в/м).    

                                       3,14*8,84*10-12(0,1)2

Задача № 5. 

Какая работа   выполнена   при равномерном   перемещении ящика массой 100 кг по   горизонтальной   поверхности  на  рас​стояние   49,6 м, если   коэффициент трения скольжения 0,33, а веревка, с помощью   которой   тянули ящик,  составила  с горизонтальной поверхностью угол З10  (рис.31)?

Условие:     m = 100 кг;
                    s=49,6л;
                    k=0,33;
                    α  =З10.
                    A -   ? 

                    g = 9,8 м/сек2.

Рис. 31
Решение. Работа определяется по формуле 

А = F1*s, где 

Fl — горизонтальная составляющая силы тяги. 

По условию задачи Fl = k(P—F2), но подставив F2=  F1 tg α, получим

                                                                                                           k P      

            F1 = k P - k  F1 tg α                или             F1 =                         .           

                                                                                                   1 + k  tg α                    

Подставляя в формулу работы выражение для Fl , находим

                               100*9,8*49,6               

                      А =                              = 13,5*103  (дж) = 13,5 (кдж).        

                                  3 + 0,6

Задача № 6. 

Лошадь равномерно везет груженый воз весом 400 кг в гору с уклоном 15°. Определить работу, выполненную лошадью на пути 200 м, если коэффициент трения 0,02 (рис. 32).

Условие: Р = 400 кГ = 3920 н

                s = 200 м;

                α= 15°;

                k = 0.02. 

                       

                А—?

Рис 32
Решение. Работа определяется по формуле А = Fs, где F — сила тяги. При равномерном перемещении повозки в гору сила тяги уравновешивает скатывающую силу F1 = Р sin(α) и силу трения FTp = kF2 = kPcos(α). Следовательно,

        А = Р (sin α + k cos α) s;

        А = 3920(0,26+0,02*0,97)200 ≈ 220*103 (дж) = 220 (кдж).

Задача № 7. 

Два шарика весом 2 • 10-2 н каждый подвешены в возду​хе на тонких шелковых нитях длиной 2 м. Шарикам сообщают​ся одноименные заряды 5 • 10 -2к. Определить расстояние меж​ду центрами шариков.

Условие:
Р = 2*10 -2 н;

                  l = 2 м;

                 q1 = q2 = q3 = 5 * 10-8 (к) 


                  r - ?

                  (0 = 8,84*10-12 ф/м;

                  ( = 1.

Рис. 33

Решение. 
К каждому из шариков приложены три силы: вес шарика Р, кулоновская сила отталкивания F и натяжение нити Т (рис.33). В положении равнове​сия равнодействующая этих сил должна быть равной нулю. Это условие выпол​няется, если равнодействующая R веса Р и натяжения нити Т уравновешивают силу F. Из Δ RBP на​ходим, что R = P tg α. По закону Кулона

                                       1                q1 q2         

                            F1 =                  *

                                     4  ( (0                 ( r2
Поэтому                         1                q1 q2         

                P tg α      =                  *

                                     4  ( (0                 ( r2
Значение tg α определим из Δ ОАВ:
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При малых углах 
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)2 по сравнению с l2  можно пренебречь. Тогда  

            r                r             q1 q2                                          2l q1 q2                       

tg α ≈            и  Р       =                              , откуда  r3 =                      .        

2l               2l         4  ( (0 ( r2                                     4  ( (0 ( P
Следовательно

      3      2l q1 q2                       3                   2*2*(5*10-8)2           
r =                         ,    r =                                                        = 0,16 (м).                           

     (    4  ( (0 ( P             (   4*3,14*8,84*10 –12 12*10 -2              
Задача № 8.

 Шарик массой 2 г, имеющий заряд 60 ед. СГСЭ, подвешен в воздухе на тонкой изолирующей нити.   Определить натяжение

нити, если снизу на расстоянии 5 см  расположен одноименный заряд 360 ед. СГСЭ.

Условие:    m = 2 г = 2 • 10-3 кг;

                   q1 = 60 ед. СГСЭ = 2 • 10-8 к; 

                   q2 = 360 ед. СГСЭ = 1,2 •10-7 к; 

                   r = 5 см = 5 • 10-2 м.

                            T - ?

                            (0 = 8,84*10-12 ф/м;

                   ( = 1;
                            g = 9,8 м/сек2.

Решение.    
Натяжение   нити   Т  есть  результи​рующая двух сил: веса Р и кулоновской силы отталкивания зарядов F 

(рис. 13). По закону Кулона

                                       1                q1 q2         

                            F1 =                  *

                                     4  ( (0                 ( r2
поэтому
                                 q1 q2         

T = P – F = mg –  –––––––––––

                                4  ( (0 ( r2                      

                                 2*10-8*1,2*10-7                 

T = 2*10-3 * 9,8 - –––––––––––––––––––––––––– = 1,1*10-2 (н)

                              4*3,14*8,84*10-12*1*(5*10-2)2             

V. Заключение
История векторного анализа подчёркивает неразрывную связь отдельных областей математики - алгебры, геометрии, математического анализа, теории функций комплексного переменного. Созданные в XVI в. для решения алгебраических уравнений комплексные числа в Х1Хв. стали образцом для открытия теории гиперкомплексных чисел, которая вскоре привела учёных к теории кватернионов и к векторному исчислению. Векторный анализ, построенный как математический аппарат для изучения электричества и магнетизма, стал научной базой для развития физических теорий, что впоследствии привело к созданию тех благ цивилизации, которыми пользуется человечество в XXI в.

При изложении курса геометрии в школе вектор дается в «сжатом», сокращенном виде как определяемое понятие, и поэтому принятая в школьном учебнике аксиоматика геометрии ни чего не говорит о свойствах векторов, т. е. все эти свойства должны доказываться как теоремы. Существует, однако, и другой путь изложения геометрии, который не рассматривается в школе. В нем первоначальными (неопределяемыми) понятиями считаются векторы и точка, а отмеченные выше свойства, принимаются за аксиомы. Такой путь построения геометрии был предложен в 1917 году немецким математиком Г.Вейлем. По Г.Вейлему: «Преимущество такого построения курса в его краткости и органической связи с современным пониманием геометрии как в математике,   так   и   других   областях   знания   (физике, математической экономике и т.д.)».

Значит, изучая векторы, есть перспектива углубления знаний по данной теме и возможность новых открытий.
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