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1.Введение.
1.1. Актуальность темы

Трудно найти человека, у которого имя Пифагора не ассоциировалось бы с теоремой Пифагора. Пожалуй, даже те, кто в своей жизни навсегда распрощался с математикой, сохраняют воспоминания о «пифагоровых штанах» – квадрате на гипотенузе, равновеликом двум квадратам на катетах. Причина такой популярности теоремы Пифагора триедина: это простота – красота – значимость.

  В школьном курсе при  изучении теоремы Пифагора предлагается только два варианта доказательства этой теоремы. Наверное, потому, что это наиболее простые варианты доказательства. Но нам стало интересно, есть ли ещё варианты доказательства этой теоремы. 

  Целью написания этого реферата является ознакомление с существующими различными способами доказательства теоремы Пифагора. 
  Доказательство теоремы учащиеся средних веков считали очень трудным и называли его «ослиный мост» или «бегство убогих», так как многие «убогие» ученики, не имевшие серьезной математической подготовки, «бежали» от геометрии. Ученики рисовали шаржи на теорему Пифагора.
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В самом деле, теорема Пифагора очень проста, но не очевидна. Доказательство самого Пифагора до нас не дошло. В настоящее время имеется около 100 различных доказательств этой теоремы, но некоторые
насчитывают более 500, что свидетельствует о гигантском числе ее конкретных реализаций.  Мы нашли 25 доказательств теоремы, которые представляем в этом реферате.  
  Открытие теоремы Пифагором, окружено ореолом красивых легенд. Прокл, комментируя последнее предложение первой книги «Начало» Евклида, пишет: «если послушать тех, кто любит повторять древние легенды, то придется сказать, что эта теорема восходит к Пифагору; Рассказывают, что он в честь этого открытия принес в жертву быка». Впрочем, более щедрые сказители одного быка превратили в одну декаду, а это целая сотня. И  хотя еще Цицерон заметил, что всякое пролитие крови было чудно уставу пифагорейского ордена, легенда эта прочно срослась с теоремой Пифагора и через две тысячи лет продолжала вызывать горячие отклики. Так, оптимист Михаил Ломоносов писал: «Пифагор за изобретение одного геометрического правила Зевсу принес на жертву сто валов. Но, еже ли бы за найденные в нынешнее время от остроумных математиков правила по суеверной его ревности поступать, то едва бы в целом свете столько рогатого скота сыскалось». А вот ироничный Генрих Гейне (1797-1856) видел развитие той же ситуации несколько иначе, «Кто знает? Возможно, душа Пифагора переселилась в беднягу кандидат, который не смог доказать теорему Пифагора и провалился из-за этого на экзаменах, тогда как в его экзаменаторах обитают души тех быков, которых Пифагор, обрадованный открытием своей теоремы, принес в жертву бессмертным богам». Сегодня теорема Пифагора обнаружена в различных задачах и чертежах. Оказывается, задолго до Пифагора она была известна египтянам, вавилонянам, китайцам и индийцам. Индийцы использовали ее для постройки алтарей, которые по священному предписанию должны иметь геометрическую форму, ориентированную относительно четырех сторон света.

1.2. Биография Пифагора 
Великий ученый Пифагор родился около 570г. до н.э. на острове Самосе. Отцом Пифагора был Мнесарх, резчик по драгоценным камням. Имя же матери Пифагора не известно. По многим античным свидетельствам, родившийся мальчик был сказочно красив, а вскоре проявил и свои незаурядные способности. В молодости побывал в Египте, где учился у жрецов. Среди учителей юного Пифагора традиция называет имена старца Гермодаманта и Ферекида Сиросского. Говорят, что Пифагор был допущен в сокровенные святилища Египта, посетил халдейских мудрецов и персидских магов. 

В 548 г. до н.э. Пифагор прибыл в Навкратис. Изучив язык и религии египтян, он уехал в Мемфис. Несмотря на рекомендательное письмо фараона, хитроумные жрецы не спешили раскрывать свои тайны, предлагая Пифагору сложные испытания. Но, влекомый жаждой к знаниям, Пифагор преодолел их все. Научившись всему, что дали ему жрецы, он, убежав от них, двинулся на родину в Элладу. Однако, проделав часть пути, Пифагор решается на сухопутное путешествие, во время которого его захватил в плен Камбиз, царь Вавилона, направлявшийся домой. Не стоит драматизировать жизнь Пифагора в Вавилоне, т.к. великий властитель Кир был терпим ко всем пленникам. Вавилонская математика была более развитой, чем египетская, и Пифагору было чему поучиться. Но в 530 г. до н.э. Кир двинулся в поход против племен в Средней Азии. И, пользуясь переполохом в городе, Пифагор сбежал на родину. А на Самосе, в то время царствовал тиран Поликрат. Конечно же, Пифагора не устраивала жизнь придворного полу раба, и он удалился в пещеры в окрестностях Самоса. После нескольких месяцев притязаний со стороны Поликрата, Пифагор переселяется в Кротон. В Кротоне Пифагор учредил нечто вроде религиозно-этнического братства или монашеского ордена. Деятельность союза была окружена тайной, поэтому 
никаких текстов от ранних пифагорейцах не осталось. Кроме того, они все открытия приписывали Пифагору, о котором уже при жизни ходили легенды. Кто на самом деле является автором того или иного результата, неизвестно. 

  Пифагорейцы называли свои собственные исследования «математа», что означает «науки», и делили их на четыре части: арифметику, геометрию, астрономию и гармонию.

  Пифагор проповедовал, что всю природу, всю вселенную, все на свете можно привести к натуральным числам и их отношениям.

2. Способы доказательства теоремы Пифагора.

  Ещё давно была изобретена головоломка, называемая сегодня «Пифагор». Нетрудно убедиться в том, что  в основе семи частей головоломки лежат равнобедренный прямоугольный треугольник и квадраты, построенные на его катетах, или, иначе, фигуры, составленные из 16 одинаковых равнобедренных прямоугольных треугольников и потому укладывающиеся в квадрат. Такова лишь малая толика богатств, скрытых в жемчужине античной математики – теореме Пифагора. Далее мы рассмотрим несколько доказательств этой теоремы, найденных в различной литературе.
2.1. Доказательства, изучаемые в школе.

Теорема. В прямоугольном треугольнике квадрат гипотенузы  равен сумме квадратов катетов.
  Доказательство.
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Рис. 1
Рассмотрим прямоугольный треугольник с катетами а, b и гипотенузой с 
(рис. 1.а). Докажем, что c2=a2+b2 .

  Достроим треугольник до квадрата со стороной, а+b так, как показано на рисунке b. Площадь S этого квадрата равна (а+b)2. С другой стороны этот квадрат составлен из четырёх равных прямоугольных треугольников, площадь каждого из которых равна 0,5ab, и квадрата со стороной с, поэтому S=4∙0,5ab+c2=2ab+c2. Таким образом, (a+b)2=2ab+c2, откуда c2=a2+b2. Теорема доказана.
Теорема (обратная теореме Пифагора).
Если квадрат одной стороны треугольника равен сумме квадратов двух других сторон, то треугольник прямоугольный.          
Доказательство.

Пусть в треугольнике ABC, AB2=AC2+BC2. Докажем, что угол C прямой. Рассмотрим прямоугольный треугольник A1B1C1 с прямым углом C1, у которого A1C1=AC и B1C1=BC. По теореме Пифагора A1B12=A1C12+B1C12, и, значит, A1B12=AC2+BC2. Но AC2+BC2=AB2 по условию теоремы. Следовательно, A1B12=AB2, откуда A1B1=AB.

  Треугольники ABC и A1B1C1 равны по трём сторонам, поэтому угол С

равен углу С, т.е. треугольник АВС прямоугольный с прямым углом С.

Теорема доказана.

Используя утверждение: катет прямоугольного треугольника есть среднее пропорциональное для гипотенузы и отрезка гипотенузы, заключённого между катетом и высотой, проведённой из вершины прямого угла, можно доказать теорему Пифагора:  в прямоугольном треугольнике АВС с прямым углом С выполняется равенство АС2+ВС2=АВ2. 
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Рис. 2
Решение. Пусть СD – высота треугольника АВС. На основе утверждения: катет прямоугольного треугольника есть среднее пропорциональное для гипотенузы и отрезка гипотенузы, заключённого между катетом и высотой, проведённой из вершины прямого угла, имеем  [image: image6.png]AC=A AD-AB



, или          AC2= AD∙AB. Аналогично BC2=BD∙AB.Складывая эти равенства почленно и учитывая, что AD+BD=AB, получаем: AC2+BC2=AD∙AB+BC∙AB=(AD+ +BD)∙AB=AB2. Отсюда следует, что АВ2=АС2+ВС2.
2.2. Другие способы доказательства
1) В одном из древних вариантов доказательства теоремы Пифагора, формулировка звучит так: «Квадрат, построенный на гипотенузе прямоугольного треугольника, равновелик сумме квадратов, построенных на его катетах».
[image: image7.jpg]LD

iy

o

puc. 2




Рис. 3
 Простейшее доказательство теоремы получается в простейшем случае
равнобедренного прямоугольного треугольника. Вероятно, с него и начиналась теорема. В самом деле, достаточно просто посмотреть на мозаику равнобедренных прямоугольных треугольников, чтобы убедится в справедливости теоремы. Например, для треугольника ABC: квадрат, построенный на гипотенузе АС, содержит 4 исходных треугольника, а квадраты, построенные на катетах - по два. Теорема доказана.
 2) Разрезание.
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Рис. 4
В “Началах” Евклида приведено доказательство, в котором квадрат, построенный на гипотенузе прямоугольного треугольника, разрезается на куски, из которых можно составить два квадрата, построенных на катетах. Одно из подобных доказательств приведено на рисунке.
3) Дополнение.
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Рис. 5
Дополнение квадратов до равных фигур равными фигурами. Рисунок иллюстрирует доказательство такого типа, данное Леонардо да Винчи.
4) Подобие.
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Рис. 6
Высота, опущенная на гипотенузу, разбивает данный прямоугольный треугольник площади S на два ему подобных с площадями Sa и Sb. При этом Sa:Sb:S=a2:b2:c2. Но Sa+Sb=S. Следовательно, a2+b2=c2.
6) Древнекитайское доказательство.
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Рис.7
Математические трактаты Древнего Китая дошли до нас в редакции 2в. до  н.э. Дело в том, что в 213г. до   н.э. китайский император Ши Хуан-ли,

стремясь ликвидировать прежние традиции, приказал сжечь все древние книги. Во 2в. до н.э. в Китае была изобретена бумага и одновременно начинается воссоздание древних книг. Так возникла тематика в девяти книгах – главное из сохранившихся математико-астрономических
сочинений. В книге «Математики» помещен чертёж (рис.7а.), доказывающий теорему Пифагора. Ключ к этому доказательству подобрать нетрудно. В самом деле, на древнекитайском чертеже четыре равных прямоугольных 
треугольника.
Контур образует квадрат со стороной a+b, а внутренний – квадрат со стороной с, построенный на гипотенузе (рис. 7б). Если квадрат со стороной с вырезать и оставшиеся 4 затушеванных треугольника уложить в два прямоугольника (рис. 7в), то ясно, что образовавшаяся пустота, с одной стороны равна с2, а с другой –  a2+b2, т.е. c2=a2+b2. Теорема доказана. Заметим, что при таком доказательстве построения  внутри квадрата на гипотенузе, которые мы видим на древнекитайском чертеже (рис.7а), не используется. По-видимому, древнекитайские математики имели другое доказательство. 

Именно если в квадрате со стороной с два заштрихованных треугольника (рис. 7б) отрезать и приложить гипотенузами к двум другим гипотенузам (рис. 7г), то легко обнаружить, что полученная фигура, которую иногда называют «креслом невесты», состоит из двух квадратов со сторонами a и b, т.е. c2=a2+b2.
7) Древнеиндийское доказательство.
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Рис. 8
Математики Древней Индии заметили, что для доказательства теоремы 
Пифагора достаточно использовать внутреннюю часть древнекитайского чертежа. В написанном на пальмовых листьях трактате «Сиддханта широмани» («Венец знания») крупнейшего индийского математика 7 в. Бхаскары помещён чертёж (рис. 7а) с характерным для индийских доказательством словом 
 «смотри!». Как видим, прямоугольные треугольники уложены здесь гипотенузой наружу и квадрат с2 перекладывается в «кресло невесты» a2-b2 (рис. 8б). Заметим, что частные случаи теоремы Пифагора (например, построение квадрата, площадь которого вдвое больше площади данного квадрата) встречаются в древнеиндийском трактате «Сульфасутра» (7-5 вв. до н.э.).
8)Доказательство. 
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                                                Рис. 9
Пусть Т - прямоугольный треугольник с катетами a, b и гипотенузой с. Докажем что c2=a2+b2
  Построим квадрат Q со сторонами a+b. На сторонах квадрата Q возьмём точки А, В, С и D так, чтобы отрезки AB, BC, CD, DA отсекали от квадрата Q прямоугольные треугольники T1, T2 ,T3 ,T4  с катетами a и b. Четырёхугольник ABCD обозначим буквой P. Покажем, что P- квадрат со стороной с.
  Все треугольники Т1, Т2, Т3,  Т4  равны треугольнику Т (по двум катетам). Поэтому их гипотенузы равны гипотенузе треугольника Т, т. е. отрезку с. Докажем, что все углы этого четырёхугольника прямые.
  Пусть x и z - величины острых углов треугольника Т. Тогда, как нам известно, x+z=90o. Угол y при вершине А четырёхугольника Р вместе с углами, равными x и z ,составляет развёрнутый угол. Поэтому y+x+z=180o. И, так как x+z=900, то y=900. Точно так же доказывается, что и остальные углы четырёхугольника  Р прямые. Следовательно, четырёхугольник Р - квадрат со стороной с.
  Квадрат Q со стороной a+b слагается из квадрата P со стороной c и четырёх треугольников, равных треугольнику T. Поэтому для их площадей выполняется равенство S(Q)=S(P)+4S(T).

  Так как S(Q)=(a+b)2; S(P)=c и S(T)=1/2(ab), то, подставляя эти выражения в S(Q)=S(P)+4S(T),  получаем равенство (a+b)2=c2+4∙(1/2)ab. Поскольку (a+b)2=a2+b2+2ab, то равенство (a+b)2=c2+4∙(1/2)ab можно записать так: a2+b2+2ab=с2+2ab.
  Из равенства a2+b2+2ab=c2+2ab следует, что с2=a2+b2. Что и требовалось доказать.
9) Алгебраическое доказательство.
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рис. 10
Пусть ABC –данный прямоугольный треугольник с прямым углом С.      Проведём высоту CD из вершины прямого угла С. 
По определению косинуса угла (косинусом острого угла прямоугольного треугольника называется отношение прилежащего катета к гипотенузе) cosA=AD/AC=AC/AB. Отсюда AB∙AD=AC2. Аналогично сosB=BD/BC=BC/AB. Отсюда AB∙BD=BC2 . Складывая полученные равенства почленно и замечая, что AD+DB=AB, получим: AC2+BC2=AB(AD+DB)=AB2.Теорема доказана.
10) Доказательство Гофмана.
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Рис.11
На рисунке изображен треугольник ABC с прямым углом С; отрезок BF перпендикулярен СВ и равен ему, отрезок BE перпендикулярен АВ и равен ему, отрезок AD перпендикулярен АС и равен ему; точки F, С, D принадлежат одной прямой; четырехугольники ADFB и АСВЕ равновелики, так как треугольник и ABF и ECB равны; треугольники ADF и АСЕ равновелики; отнимем от обоих равновеликих четырехугольников общий для них треугольник ABC, получим [image: image18.png]


. Теорема доказана.
11) Доказательство Нассир-эд-Дина.
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рис. 12
Рисунок иллюстрирует доказательство, приведенное Нассир-эд-Дином (1594 г.). Здесь: PCL - прямая; равновеликие четырехугольники KLOA, ACPF, ACED имеют площадь а2; равновеликие четырехугольники LGBO, СВМР, CBNQ имеют площадь b2; кроме того, площадь четырехугольника AKGB равна сумме площадей четырехугольников AKLO и LGBO и равна с2; отсюда c2=a2+b2 . Теорема доказана.
12) Доказательство Темпельгофа.
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рис. 13
Доказательство предложено Темпельгофом в 1769 году. На рисунке треугольники LDE и ABC равны; треугольники AGH и ABC равны; четырехугольники LDCA, FBCI и ABEL являются равновеликими, кроме того, равновелики IHGF и ICBF, следовательно, равновелики шестиугольники ICBFGH и ACDLEB. Эти шестиугольники имеют общий треугольник ABC, а также равные треугольники AGH и LDE, и, следовательно, остальные части этих многоугольников являются равновеликими, а это значит, что площадь четырехугольника CDEB равна сумме площадей четырехугольников CAHI и ABFG, т.е. Теорема доказана.
13) Доказательство Реихенберга.
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Рис. 14
Согласно рисунку: c2=p+3k+r+s, b2+a2=2m+2n+2k+r. Из равенства треугольников ABC, FBE, LED вытекает, что m+n=s=p+k, значит, b2+a2=s+p+k+2k+r+s=c2 т. е. a2+b2=с2. Теорема доказана.
14) Доказательство Мельманна.
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рис. 15
Согласно рисунку площадь треугольника ABC равняется [image: image23.png]


, а также равняется [image: image24.png]


, т.е. половине произведения периметра треугольника на радиус круга, вписанного в треугольник, а радиус r круга, вписанного в прямоугольный треугольник, равняется: [image: image25.png]1
aen-
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. Отсюда
[image: image26.png]%ab :%pr:%(a+b+c) %(a+b’c)



. Из, данного выражения следует, что: a2+b2=c2. Теорема доказана.
15) Доказательство Гарфилда.
[image: image27.png]



 Рис. 16
На рисунке три прямоугольных треугольника составляют трапецию. Поэтому площадь этой фигуры можно находить по формуле площади 
прямоугольной трапеции, либо как сумму площадей трех треугольников. В первом случае эта площадь равна[image: image28.png]1 2
Lavs
2('Z )



, во втором [image: image29.png]


. Приравнивая эти выражения, получаем теорему Пифагора. Теорема доказана.

 16) Доказательство Нильсе.
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Рис. 17

Из рисунка видно, что сумма площадей квадратов, построенных на катетах равна квадрату, построенному на гипотенузе, что доказывает теорему Пифагора.

17) Доказательство Бетхера.
[image: image31.png]
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Рис. 18

Из рисунка видно, что разбиение Бетхера позволяет из квадратов, построенных на катетах прямоугольного треугольника, получить квадрат, построенный на гипотенузе. a2+b2=c2. Теорема доказана. 

18) Доказательство Вальтхейма.
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Рис. 19
 Это доказательство также имеет вычислительный характер. Можно использовать рисунок для вычисления площадей двумя способами. Для того чтобы доказать теорему, пользуясь первым рисунком, достаточно только                             выразить площадь трапеции двумя способами. Sтрапеции = (a+b)2/2  Sтрапеции = аb+c²/2. Приравнивая  правые части, получим: а²+b²=с².
Теорема доказана.                                                                                      

19) Доказательство Гутхейль.
[image: image34.png]


 
Рис. 20
Разложение Гутхейля позволяет приравнять площади квадратов, построенных на катетах к квадрату, построенному на гипотенузе, что доказывает теорему Пифагора. Теорема доказана.

20) Доказательство Евклида.
[image: image35.jpg]



Рис. 21
  Это доказательство было приведено Евклидом в его «началах». По свидетельству Прокла (Византия), оно придумано самим Евклидом. 

  На гипотенузе и катетах прямоугольника АВС строятся соответствующие квадраты, и доказывается, что прямоугольник BJLD равновелик квадрату ABFH, а прямоугольник ICEL-квадрату AGKC. Тогда сумма квадратов на катетах будет равна квадрату на гипотенузе.
  В самом деле, треугольник ABД и BFC равны по двум сторонам и углу между ними (FB=AB, BC=BD).  SABD=½S BJLD, так как у треугольника ABД и прямоугольника BJLD общее основание BD и общая высота LD. Аналогично SFBC=½SABFH  (BF- общее основание, AB- общая высота). Отсюда следует, что SABC=SFBC. Имеем SBJLD=SABFH
Аналогично, используя равенство треугольников BCK и ACE, доказывается, что SJCEL=SACKG. Итак, SABFH+SACKG=SBJLD+SJCEL=SBCED, что и требовалось доказать.
21)Упрощенное доказательство Евклида. 
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Рис. 22
Как в доказательствах методом разложения, так и при доказательстве Евклидового типа можно исходить из любого расположения квадратов. Иногда при этом удается достигнуть упрощений.

 Пусть квадрат, расположен с той же стороны катета, что и сам треугольник. Тогда продолжение противоположной катету стороны этого квадрата проходит через вершину квадрата, т. к. здесь достаточно сравнить площади интересующих нас фигур площадью одного треугольника - площадь этого треугольника равна половине площади квадрата и одновременно половине площади прямоугольника.
22) Доказательство Хоукинса.
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Рис. 23

Приведем еще одно доказательство, которое имеет вычислительный характер, однако сильно отличается от всех предыдущих. Оно опубликовано англичанином Хоукинсом в 1909 году; было ли оно известно до этого - трудно сказать.

  Прямоугольный треугольник ABC с прямым углом C. Повернём на 90° так, чтобы он занял положение A1B1C1. Продолжим гипотенузу A1B1 за точку A1 до пересечения с линией AB в точке D. Отрезок B1D будет высотой треугольника B1AB. Рассмотрим теперь заштрихованный четырехугольник A1AB1B. Его можно разделить на два равнобедренных треугольника CAA1 и CBB1 (или на два треугольника A1B1A и A1B1B). SCAA1=b²/2; SCBB1=а²/2;   
SA1AB1B=(а²+b²)/2.

  Треугольники A1B1A и A1B1B имеют общее основание с и высоты  DA и CB, поэтому: SA1AB1B=c∙DA/2+c∙DB/2=с²/2; (DA+DB)/2=c; сравнивая два полученных выражения для площади, получим: а²+b²=с². Теорема доказана.
23) Доказательство, основанное на теории подобия.
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Рис. 24
В прямоугольном треугольнике ABC проведем из вершины высоту CD; тогда треугольник разобьется на два треугольника, также являющихся прямоугольными.

 Полученные треугольники будут подобны друг другу и исходному 

треугольнику. Это легко доказать, пользуясь первым признаком подобия (по двум углам). В самом деле, сразу видно: кроме прямого угла, треугольники ABC и ACD имеют общий угол a, треугольники CBD и ABC- общий угол b. То, что малые треугольники также подобны друг другу, следует из того, что каждый из них подобен большому треугольнику.

 Впрочем, это можно установить и непосредственно. Доказательство индийского математика Басхары изображено на рисунке. В пояснении к нему 

он написал: «Смотри!». Ученые считают, что он выражал площадь квадрата, построенного на гипотенузе, как сумму площадей треугольника (4ab/2) и площадь квадрата (a-b)². Следовательно, с²=4ab/2+(a-b)², с²=2ab+a²-2ab+b²
с²=а²+b².  Теорема доказана. 
24) Доказательство методом вычитания.
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Рис. 25

Познакомимся с другим доказательством: методом вычитания. Знакомый нам чертеж теоремы Пифагора. Заключив чертеж в прямоугольную рамку, направление сторон которой совпадают с направлением катетов треугольника. Продолжим некоторые из отрезков фигуры так, как указано на рисунке, при этом прямоугольник распадается на несколько треугольников, прямоугольников и квадратов. Выбросим из прямоугольника сначала   

несколько частей так, чтобы остался лишь квадрат, построенный на гипотенузе. Эти части следующие:

1. треугольники 1,2,3,4;

2. прямоугольник 5; 

     3.      прямоугольник 6 и квадрат 8;

         4.      прямоугольник 7 и квадрат 9.
Затем выбросим из прямоугольника части так, чтобы остались только квадраты, построенные на катетах. Этими частями будут: 

1. прямоугольники 6 и 7; 

2. прямоугольник 5;
3. прямоугольник 1;

4. прямоугольник 2;

Нам осталось лишь показать, что отнятые части равновелики. Это легко видеть в силу расположения фигур. Из рисунка ясно, что:

1. прямоугольник 5 равновелик самому себе;

2. четыре  треугольника 1,2,3,4 равновелики двум прямоугольникам     6 и 7;

3. прямоугольник 6 и квадрат 8, взятые вместе, равновелики прямоугольнику 1;

4. прямоугольник 7 вместе с квадратом 9 равновелики прямоугольнику 2.
25) Векторное доказательство.
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Рис.26
Пусть ABC - прямоугольный треугольник с прямым углом С, построенный на векторах. Тогда справедливо равенство: [image: image41.png]


. Возводя обе части в квадрат, получим [image: image42.png]AR A



. Так как, а перпендикулярно b, то [image: image43.png]


 отсюда с2=a2+b2 , теорема доказана. Если треугольник ABC - произвольный, то та же формула дает теорему косинусов, обобщающую теорему Пифагора.  
3.Применение теоремы Пифагора
3.1. Применение теоремы Пифагора в решении задач.
1. Задача индийского математика 7в. Бхаскары, записанная в стихотворной форме.
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Рис. 27

 «На берегу реки рос тополь одинокий. Вдруг порыв ветра его ствол надломил. Бедный тополь упал. И угол прямой с теченьем реки его ствол составлял. Запомни теперь, в том месте река в четыре лишь фута была широка. Верхушка склонилась у края реки. Осталось три фута всего от ствола. Прошу тебя, скоро теперь мне скажи: у тополя как велика высота?»

   Дано: треугольник ACD – прямоугольный. AC=3 фута, AD=4 фута.

Найти: AB. 
[image: image45.jpg]



рис. 28
Решение. AB=AC+CD; BC=CD; CD2=AC2+AD2 (по теореме Пифагора). CD2=32+42; CD2=25; CD=5 (Ф); AB=3+5=8 (Ф). 1фут(1ф)=30.5см.

Ответ: 8футов или 244см.

 2.Стороны треугольника равны 13см, 14см и 15см. Вычислите высоту треугольника к средней по величине стороне.
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Рис. 29
Решение. Пусть отрезок СН = x, тогда AH = 14 – x, ВН = h. Используя теорему Пифагора, составим систему уравнений:
(14-x)2+h2=152,  

x2+h2=132.

Вычтем из первого уравнения второе: 

196-28x=152-132, 196-28x=(15-13)(15+13), отсюда 28x=140, x=5. Из треугольника BCH следует: 132 -  h2=52, h2=144, h=12.

Ответ: 12см.
3. В равнобедренной трапеции основания равны 10см и 40см. Боковая 

сторона равна 25 см. Вычислите высоту трапеции.
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Рис. 30
Решение. Проведём высоты BE и CF. Отрезок EF=10 см, тогда 

В прямоугольном треугольнике ABE h2=252-152, h = 20.

Ответ: 20см.

 4. В прямоугольном треугольнике проекции катетов на гипотенузу равны 9см. и 16см. Вычислите периметр треугольника. 
                        В
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Рис. 31
Решение. Пусть АВ = b, ВС = а, ВД = h. Используя теорему Пифагора, составим систему уравнений:
h2+162=b2,
h2+92=a2,
  a2+b2=252.
Сложив почленно два первых равенства, получим 2h2+162+92=625, 2h2=288, h=12. 
Тогда 92+122=a2, a=15; 162+122=b2, b=20. PABC=25+20+15=60.

Ответ: 60см.

 5. В прямоугольной трапеции основания равны 11см и 20см. Большая боковая сторона её равна 41см. Вычислите меньшую боковую сторону трапеции.
[image: image49.jpg]



Рис. 32
Решение. Проведём высоту BH = h. Из прямоугольного треугольника ABH находим h2=412-92, h=40.

Ответ: 40см.
6. В трапеции основания равны 4 см и 18 см, боковая сторона – 15см, а высота 12см. Углы при большем основании острые. Вычислите периметр трапеции. 
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Рис. 33
Решение. Проведём высоты трапеции BE и CF, тогда отрезок EF=4см. Из прямоугольного треугольника ABE, AE2=152-122, AE=9, тогда FD=18-4-9=5. CD2=52+122, CD=13. PABCD=15+4+13+18=50.

Ответ: 50см.

7. В трапеции ABCD диагональ AC перпендикулярна боковой стороне CD. Высота трапеции CH делит основание AD на отрезки AH=16 см, DH=9 см. Вычислите длину диагонали AC.
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Рис. 34
Решение. Треугольники ACD, DCH и ACD – прямоугольные. Составим систему уравнений 
h2+162=AC2, 
h2+92=CD2,
   AC2+CD2=252, 
 отсюда h=12, 
[image: image52.png]2
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Ответ: 20см.

[image: image53]8. Стороны ромба равны по 13см, а большая диагональ его равна 24см. Вычислите другую диагональ.
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Рис. 35
Решение. Известно, что диагонали ромба взаимно перпендикулярны и точкой пересечения делятся пополам. По теореме Пифагора из треугольника ABO находим: AO2=132-122, AO=5. Тогда диагональ AC=10.

Ответ: 10см.
9. Две параллельные хорды равны 40см и 14см, а диаметр окружности равен 50см. Вычислите расстояние между хордами.
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Рис. 36

Решение. Проведем EH перпендикулярно AB через центр окружности. По теореме Пифагора из треугольника AOH следует: OH2=252-202, OH=15; из треугольника COE  OE2=252-72, OE=24. Тогда EH=15+24=39. Если хорды AB и CD расположены по одну сторону от центра окружности, то тогда EH=24-15=9.

Ответ: 39см или 9см.
10. В треугольнике разность боковых сторон равна 2см. Отрезки, на которые делится высотой его основание, равны 5см и 9см. Вычислите высоту треугольника.
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Рис. 37

Решение. Пусть AB=x, тогда BC=x+2. По теореме Пифагора 

h2=(x+2)2-92,

h2=x2-52;
[image: image57]
x2+4x+4-81=x2-25, 4x=52, x=13. Тогда h2=132-52, h=12.

Ответ: 12см.

11. В треугольнике основание равно 28см, высота – 12см, медиана, проведённая к основанию - 13см. Вычислите боковые стороны треугольника.
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Рис. 38
Решение. Из прямоугольного треугольника BMH по теореме Пифагора MH2=132-122, MH=5, AH=14-5=9. Из прямоугольного треугольника ABH, AB2=92+122, AB=15 (см). Из треугольника CBH: BC2=122+192, BC2=505,   BC≈22,5.

Ответ. AB=15 см, BC≈22.5 см.

3.2. Применение теоремы Пифагора при доказательстве других теорем
1.Докажите, что площадь S треугольника со сторонами a, b, c выражается формулой [image: image59.png]S=Ap(p-a)(p-b)(p-c)



 (формула Герона), где p=0,5(a+b+c) – полупериметр треугольника.
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Рис. 39
Решение. Рассмотрим треугольник ABC, в котором AB=c, BC=a, 
AC=b. В любом треугольнике, по крайней мере, два угла острые. Пусть A и B – острые углы треугольника ABC. Тогда основание Н высоты CH треугольника лежит на стороне AB. Введём обозначения: CH=h, AH=y, HB=x. По теореме Пифагора 

a2 - x2=h2=b2 - y2, откуда y2-x2=b2-a2, или (y-x)(y+x)=b2-a2. Так как y+x=c, то [image: image61.png]Lo
yx=c(b™a)



. Сложив два последних равенства и разделив на 2, получим:[image: image62.png]2 2 2
y_b +c-a
2c



.Поэтому [image: image63.png]Bacd bae 2>
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. Следовательно, 
[image: image66.png]


.Но[image: image67.png]


,откуда получаем:[image: image68.png]S=Afp(p-a)(p-b)(p-c)



, что и требовалось доказать.
4.Теорема Пифагора в теореме косинусов
Квадрат стороны треугольника равен сумме квадратов двух других сторон минус удвоенное произведение этих сторон на косинус угла между ними.
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Рис.40
Доказательство.

Пусть в треугольнике ABC  AB=c, BC=a, CA=b. Докажем, например, что a2=b2+c2-2bс∙cosA. 
 Введём систему координат с началом в точке А так как показано на рисунке, тогда точка В имеет координаты (с;0), а точка С имеет координаты (bcos A; bsin A). По формуле расстояния между двумя точками получаем: BC2 = a2=(bcos A-c)2+b2sin2A=b2cos2A+b2sin2A-2bc∙cosA+c2=b2 (cos2A + sin2A)+ +c2-2bc∙cosA = b2 +c2-2bc∙cosA. Теорема доказана.
   Теорему косинусов называют иногда обобщённой теоремой Пифагора. Такое название объясняется тем, что в теореме косинусов содержится, как частный случай, теорема Пифагора. В самом деле, если в треугольнике АВС угол А прямой, то cosA=cos90o=0 и по формуле a2=b2+c2-2bc∙cosA получаем a2=b2+c2, т.е. квадрат гипотенузы равен сумме квадратов катетов.
5.Заключение.
В заключении ещё раз хочется сказать о важности теоремы. Значение её состоит, прежде всего, в том, что из неё или с её помощью можно вывести большинство теорем геометрии и решить большое количество задач. После проделанной работы мы много узнали о жизни Пифагора, о том, что теорема Пифагора была известна задолго до Пифагора (под другим названием), но наиболее простое и доступное, для школьников, доказательство было написано позже. К сожалению, невозможно здесь привести все даже самые красивые доказательства теоремы, однако хочется надеется, что приведённые примеры убедительно свидетельствует об огромном интересе проявляемом по отношению к ней. 

   Важнейшей научной заслугой Пифагора считается систематическое введение доказательства в математику, и, прежде всего, в геометрию. Строго говоря, только с этого момента математика и начинает существовать как наука, а не как собрание древнеегипетских и древневавилонских практических рецептов. С рождением же математики зарождается и наука вообще, ибо «ни одно человеческое исследование не может называться истинной наукой, если оно не прошло через математические доказательства» (Леонардо да Винчи).

  Заслуга Пифагора состояла в том, что он, по-видимому, первым пришел к следующей мысли: в геометрии, во-первых, должны рассматриваться абстрактные идеальные объекты, и, во-вторых, свойства этих идеальных объектов должны устанавливаться не с помощью измерений на конечном числе объектов, а с помощью рассуждений, справедливых для бесконечного числа объектов. Эта цепочка рассуждений, которая с помощью законов логики сводит неочевидные утверждения к известным или очевидным истинам, и есть математическое доказательство.

  Популярность теоремы столь велика, что её доказательства встречаются даже в художественной литературе, например в рассказе известного английского писателя Хаксли "Юный Архимед". Такое же доказательство, но для частного случая равнобедренного прямоугольного треугольника приводится в диалоге Платона "Менон". Этой теореме даже посвящены стихи.
О  т е о р е м е  П и ф а г о р а
	Суть истины вся в том, что нам она – навечно,
Когда хоть раз в прозрении её увидим свет,
И теорема Пифагора через столько лет для нас, 

Как для него, бесспорна, безупречна …


(Отрывок из стихотворения А. Шамиссо)

Для тех, кто желает больше узнать о Пифагоре, прочитать о нём легенды, выяснить, почему союз пифагорейцев был тайным, почему авторство работ приписывалось учителю и о многом другом, советуем прочитать книгу 
А.В. Волошинова "Пифагор".
Теореме Пифагора, ее истории и многих других, связанных с ней геометрических фактах имеется обширная литература.
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