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ВВЕДЕНИЕ

Решение уравнений в целых числах – один из самых красивых разделов математики. Ни один крупный математик не прошел мимо теории диофантовых уравнений. Ферма, Эйлер, Лагранж, Гаусс, Чебышев оставили неизгладимый след в этой интересной теории.

Цель работы:

 Узнать, что такое диофантовы уравнения.

Задачи:

· Подобрать литературу по теме: «Диафантовы уравнения»;

· Найти информацию в Интернете;

· Подобрать иллюстрации, соответствующие теме;

· Подготовить презентацию как наглядное пособие по данной теме;

Объектом исследования являются диофантовы уравнения и пифагоровы тройки.
Несмотря на то, что исследования диофантовых уравнений восходят к началу становления математики, общая теория диофантовых уравнений до сих пор отсутствует. Вместо этого имеется обширный набор отдельных приемов, каждый из которых полезен при решении лишь ограниченного класса задач.
Одна из наиболее удивительных теорем теории чисел была доказана Ферма и, по-видимому, была известна еще Диофанту. Она гласит, что любое целое число есть сумма четырех квадратов. Более общее утверждение без доказательства высказал Э.Варинг (1734–1798): каждое положительное целое число есть сумма не более девяти кубов, не более девятнадцати четвертых степеней и т.д.

Обычно, произвольное уравнение (но, как правило, все-таки с целыми коэффициентами) получает титул "диофантово", если хотят подчеркнуть, что его требуется решить в целых числах, т.е. найти все его решения, являющиеся целыми. Имя Диофанта - выдающегося Александрийского математика - появляется здесь не случайно. Диофант интересовался решением уравнений в целых числах еще в третьем веке нашей эры и, надо сказать, делал это весьма успешно. 

1. ДИОФАНТОВЫ УРАВНЕНИЯ. ИСТОРИЧЕСКИЙ КУРС
1.1.О ДИОФАНТЕ
До наших дней дошли два произведения Дио​фанта, оба не полностью. Это «Арифметика» (шесть книг из тринадцати) и отрывки из трак​тата «О многоугольных числах». Но о самом авторе не известно почти ничего. Французский историк математики Поль Таннери, основыва​ясь на косвенных данных, определил, что Дио​фант жил в середине III в. Однако учёные эпохи Возрождения, открывшие сочинения Дио​фанта в библиотеке Ватикана, относили время его жизни к середине II в. Сохранился текст эпитафии (надписи на надгробном камне), из которой можно извлечь кое-какие сведения:
Прах Диофанта гробница покоит:
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                                    дивись ей — и камень 

Мудрым искусством его скажет
                                      усопшего век. 

Волей богов шестую часть жизни
                                      он прожил ребёнком, 

И половину шестой встретил
                                     с пушком на щеках. 

Только минула седьмая, с подругою
                                     он обручился. 

С нею пять лет проведя,
                                      сына дождался мудрец, 
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Только полжизни отцовской
                                 возлюбленный сын его прожил —

 Отнят он был у отца ранней
                                  могилой своей. 

Дважды два года родитель оплакивал
                                     тяжкое горе. 

Тут и увидел предел жизни
                                  печальной своей.
Достаточно решить уравнение первой степе​ни с одним неизвестным - и мы узнаем, что Диофант прожил 84 года.
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Его «Арифметика» стала поворотным пунк​том в развитии алгебры и теории чисел. Именно здесь произошёл окончательный отказ от геометрической алгебры. Благодаря буквенной символике Диофанта алгебра обрела новый язык, гораздо более оперативный и удобный, чем язык.
 «Арифметика» - это не теоретическое про​изведение, как «Начала» Евклида или «Кониче​ские сечения» Аполлония. Это сборник задач (всего их 189), каждая из которых снабжена одним или несколькими решениями и необ​ходимыми пояснениями.
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В начале своего труда Диофант поместил краткое введение, ставшее первым изложени​ем основ алгебры. В нём строится поле рацио​нальных чисел и вводится буквенная симво​лика. Там же формулируются правила действий с многочленами и уравнениями. Сразу огово​римся, что анализ решений задач позволяет обнаружить в «Арифметике» более широкие теоретические основания, чем те, которые явно изложены во введении. Прежде всего это относится к числовой области.
Напомним, что в классической античной математике числами назывались множества единиц, т. е. только натуральные числа. 
Дио​фант же хотя и даёт определение числа как множества единиц, но на протяжении всех книг называет каждое положительное рацио​нальное решение своих задач словом «число».
Однако для построения алгебры одних только положительных дробей недостаточно, и Диофант делает решительный шаг - вводит отрицательные числа. Для этого он выбирает метод, известный теперь как аксиоматический: он определяет новый объект, который назы​вает «недостатком», и формулирует правила действий с ним. Диофант пишет: «Недостаток, умноженный на недостаток, дает наличие; недостаток же, умноженный на наличие, даёт недостаток». Это «правило знаков» мы можем записать так:
(-) х (-) = (+),

(-) х (+) = (-).

Правила сложения и вычитания для новых чисел Диофант не излагает, он просто поль​зуется ими в своих книгах. И все же отрица​тельные числа Диофант применяет только в промежуточных вычислениях, а в качестве решения всегда выбирает положительное ра​циональное число.
В предложенной Диофантом буквенной сим​волике примечательно то, что кроме знака для неизвестной величины вводятся обозначения для первых шести её степеней, как положи​тельных, так и отрицательных. То есть для Дио​фанта эти величины не имеют геометрическо​го смысла, как было раньше. Сформулировав правила умножения степеней неизвестного и введя специальные знаки для равенства - i( (начальные буквы греческого слова «исос» - «равный») и неопределенного квадрата - □, Диофант впервые в математике получает воз​можность записывать уравнения или системы уравнений. Конечно, его форма записи ни​сколько не походит на современную, однако это настоящие уравнения, выделяющиеся в тексте так же, как в нынешних математических рабо​тах. Собственно говоря, до Диофанта никаких уравнений - ни определённых, ни неопреде​лённых - просто не было. Рассматривались за​дачи, которые мы теперь можем свести к урав​нениям, и не более того.
Наконец, во введении Диофант формулиру​ет два основных правила преобразования урав​нений: правило переноса члена уравнения из одной части в другую с обратным знаком и правило приведения подобных членов. Впо​следствии эти правила стали известны под арабскими названиями «аль-джебр» и «аль~му-кабала».
Поскольку «Арифметика» - это сборник задач, может сложиться впечатление, что Дио​фант разработал остроумные приёмы для решения частных случаев, но не создал обще​го метода. Однако при внимательном чтении можно убедиться: тщательный подбор и про​думанное расположение задач направлены на то, чтобы проиллюстрировать применение вполне определённых общих методов.
В первой книге решаются определённые уравнения первой и второй степеней, но все остальные книги посвящены решению неопределённых уравнений и систем таких уравнений. Тщательно разбирая решения Ди​офанта, можно увидеть, что он фактически доказывает следующую важную теорему если уравнение второй степени с двумя неизвест​ными и с рациональными коэффициентами имеет хотя бы одно рациональное решение, то это уравнение имеет бесконечное множе​ство таких решений. Более того, значение неиз​вестных хну можно задать рациональными функциями от одного параметра: х = ((k), у = ((k). Для уравнений выше второй степени это утверждение неверно.
Диофант полностью проанализировал неопределённые уравнения второй степени с двумя неизвестными. Для решения уравнений и систем более высоких степеней он разрабо​тал ещё более тонкие и сложные методы, ко​торые привлекали внимание многих европей​ских математиков Нового времени. Одним из этих методов решается самая известная задача Диофанта: «Заданный квадрат разложить на два квадрата». Двенадцать веков спустя раз​мышления над ней побудили французского математика Пьера Ферма сформулировать его знаменитую теорему.
Труды Диофанта имели фундаментальное значение для развития алгебры и теории чисел. С именем этого учёного связано появление и развитие алгебраической геометрии, проблема​ми которой впоследствии занимались Леонард Эйлер, Карл Якоби и другие авторы. Наиболее глубокое применение методы Диофанта нашли в работах замечательного математика конца XIX -начала XX в. Анри Пуанкаре. На основе этих методов строится арифметика алгебраи​ческих кривых - область, интенсивно разви​вающаяся в конце ХХ столетия.
1.2. УРАВНЕНИЯ С НЕСКОЛЬКИМИ ПЕРЕМЕННЫМИ

Диофантовы уравнения (по имени древнегреческого математика Диофанта), алгебраические уравнения или системы алгебраических уравнений с целыми коэффициентами, имеющие число неизвестных, превосходящее число уравнений, и у которых разыскиваются целые или рациональные решения. Понятие Диофантовы уравнения в современной математике расширено: это уравнения, у которых разыскиваются решения в алгебраических числах. Диофантовы уравнения называются также неопределёнными. Простейшее Диофантовы уравнения ax + by = 1, где а и b - целые взаимно простые числа,  имеет бесконечно много решений:   если x0  и   у0 - одно решение, то числа х = x0 + bn, у = y0-an (n  - любое целое число) тоже будут решениями. Так, все целые решения уравнения 2x + 3у = 1 получаются по формулам х = 2 + 3n, у = - 1 - 2n (здесь x0 = 2, у0 = - 1). Другим примером Диофантовы уравнения является x2 + у2 = z2. Целые положительные решения этого уравнения представляют длины катетов х, у и гипотенузы z прямоугольных треугольников с целочисленными длинами сторон и называются пифагоровыми числами. Все тройки взаимно простых пифагоровых чисел можно получить по формулам х = m2 - n2, у = 2mn, z = m2 + n2, где m и n - елые числа (m> n > 0). 

Диофант в сочинении «Арифметика» занимался разысканием рациональных (не обязательно целых) решений специальных видов Диофантовы уравнения Общая теория решения Диофантовы уравнения первой степени была создана в 17 в. французским матемтиком К. Г. Баше; к началу 19 в. трудами П. Ферма, Дж. Валлиса, Л. Эйлера, Ж. Лагранжа и К. Гаусса в основном было исследовано Диофантовы уравнения вида
ах2 + bxy + су2 + dx + еу + f = 0,
где а, b, с, d, е, f  -  целые числа,  т. е. общее неоднородное уравнение второй степени с 
                                 двумя         неизвестными. 
Ферма утверждал, например, что Диофантовы уравнения x2 - dy2 = 1 (Пелля уравнение), где d — целое положительное число, не являющееся квадратом, имеет бесконечно много решений. Валлис и Эйлер дали способы решения этого уравнения, а Лагранж доказал бесконечность числа решений. С помощью непрерывных дробей Лагранж исследовал общее неоднородное Диофантовы уравнения второй степени с двумя неизвестными. Гаусс построил общую теорию квадратичных форм, являющуюся основой решения некоторых типов Диофантовы уравнения В исследованиях Диофантовы уравнения степени выше второй с двумя неизвестными были достигнуты серьёзные успехи лишь в 20 в. А. Туз установил, что Диофантовы уравнения 

a0 xn + a1xn-1y +... + anyn = с
(где n ³ 3, a0, а1,..., an, с - целые и многочлен a0tn + a1, tn-1 +...+ an неприводим в поле рациональных чисел) не может иметь бесконечного числа целых решений. Английским математиком А. Бейкером получены эффективные теоремы о границах решений некоторых таких уравнений. Б. Н. Делоне создал другой метод исследования, охватывающий более узкий класс Диофантовы уравнения, но позволяющий определять границы числа решений. В  частности, его методом полностью решается Диофантовы уравнения вида
  ax3 + y3 =1.
Существует много направлений теории Диофантовы уравнения. Так, известной задачей теории Диофантовы уравнения является Ферма великая теорема. Советским математикам (Б. Н. Делоне, А. О. Гельфонду, Д. К. Фаддееву и др.) принадлежат фундаментальные работы по теории Диофантовы уравнения.
Диофантовы уравнения. Несмотря на то, что исследования диофантовых уравнений восходят к началу становления математики, общая теория диофантовых уравнений до сих пор отсутствует. Вместо этого имеется обширный набор отдельных приемов, каждый из которых полезен при решении лишь ограниченного класса задач. Приступая к изучению диофантова уравнения, хотелось бы получить описание всех его целочисленных решений, как это было сделано выше для уравнения x2 + y2 = z2. В этом смысле полностью решить удалось лишь небольшой класс уравнений, большинство из которых либо линейно, либо квадратично. Решение произвольной системы из m линейных уравнений с n неизвестными в случае, когда n > m, было получено Г.Смитом (1826–1883). Простейшим квадратным уравнением является т.н. уравнение Пелля x2 – Dy2 = N (где D и N – любые целые числа), которое было полностью решено Лагранжем (1766). Известны также решения различных отдельных уравнений или систем уравнений второй степени с более чем двумя неизвестными, а также немногих уравнений более высоких степеней. В последнем случае получены в основном отрицательные результаты – рассматриваемое уравнение не имеет решений или имеет только конечное число решений. В частности, К.Зигель показал в 1929, что единственными алгебраическими уравнениями с двумя неизвестными, имеющими бесконечно много целочисленных решений, являются линейные уравнения, уравнения Пелля и уравнения, получаемые из тех и других с помощью специальных преобразований. 

Формы. Формой называется однородный многочлен от двух или более переменных, т.е. многочлен, все члены которого имеют одну и ту же полную степень по совокупности переменных; например, x2 + xy + y2 – форма степени 2, x3 – x2y + 3xy2 + y3 – форма степени 3. Одним из основных является вопрос, аналогичный сформулированному выше для формы x2 + y2, а именно: какие целые числа представимы с помощью формы (т.е. какие целые значения может принимать форма) при целых значениях переменных? И на этот раз наиболее полно был рассмотрен квадратичный случай. Для простоты мы ограничимся лишь двумя переменными, т.е. формами вида f(x,y) = ax2 + bxy + cy2. Величина  = 4ac – b2 называется дискриминантом формы f(x,y); если дискриминант равен нулю, то форма вырождается в квадрат линейной формы. Такой случай обычно не рассматривается. Формы с положительным дискриминантом называются определенными, т.к. все значения, принимаемые формой f(x,y) в этом случае, имеют тот же знак, что и a; при положительном a форма f(x,y) всегда положительна и называется положительно определенной. Формы с отрицательным дискриминантом называются неопределенными, так как f(x,y) принимает как положительные, так и отрицательные значения. 

Если в f(x,y) произвести замену переменных x = Au + Bv, y = Cu + Dv, где A, B, C, D – целые числа, удовлетворяющие условию AD – BC = 1, то получим новую форму g(u,v). Так как любой паре целых чисел x и y соответствует пара целых чисел u и v, то каждое целое число, представимое формой f, представимо формой g, и наоборот. Поэтому в таком случае говорят, что f и g эквивалентны. Все формы, эквивалентные данной, образуют класс эквивалентности; число таких классов для форм с фиксированным дискриминантом  конечно. 

Оказывается, что в случае положительно определенных форм в каждом классе эквивалентности существует единственная форма ax2 + bxy + cy2 с такими коэффициентами a, b, c, что либо –a < b  a < c, либо 0  b  a = c. Такая форма называется приведенной формой данного класса эквивалентности. Приведенная форма используется как стандартный представитель своего класса, а информация, получаемая относительно нее, легко распространяется на остальные члены класса эквивалентности. Одной из основных задач, которая в этом простейшем случае полностью решена, является нахождение приведенной формы, эквивалентной данной форме; этот процесс называется приведением. В случае неопределенных форм мы не можем указать неравенств, которым должны удовлетворять коэффициенты лишь одной формы из каждого класса. Однако существуют неравенства, которым удовлетворяет некоторое конечное число форм в каждом классе, и все они называются приведенными формами. 

Определенные и неопределенные формы различаются также тем, что любая определенная форма представляет (если представляет) целое число только конечным числом способов, тогда как число представлений целого числа неопределенной формой всегда либо равно нулю, либо бесконечно. Дело в том, что, в отличие от определенных форм, неопределенные обладают бесконечно многими «автоморфизмами», т.е. подстановками x = Au + Bv, y = Cu + Dv, оставляющими форму f (x,y) неизменной, так что f (x,y) = f (u,v). Эти автоморфизмы можно полностью описать в терминах решений уравнения Пелля z2 + w2 = 4, где  – дискриминант формы f. 

Некоторые частные результаты, связанные с представлением целых чисел квадратичными формами, были известны задолго до появления только что описанной общей теории, начало которой было положено Лагранжем в 1773 и которая получила развитие в работах Лежандра (1798), Гаусса (1801) и других. Ферма в 1654 показал, что каждое простое число вида 8n + 1 или 8n + 3 представимо формой x2 + 2y2, каждое простое число вида 3n + 1 представимо формой x2 + 3y2 и не существует простого числа вида 3n – 1, представимого формой x2 + 3y2. Он также установил, что любое простое число вида 4n + 1 представимо, причем единственным способом, в виде суммы двух квадратов. Ферма не оставил доказательств этих теорем (как, впрочем, и почти всех других своих результатов). Некоторые из них были доказаны Эйлером (1750–1760), причем доказательство последней из указанных теорем потребовало от него семи лет напряженных усилий. Ныне эти теоремы известны как простые следствия из квадратичного закона взаимности. 

Сходным образом можно определить и эквивалентность квадратичных форм от n переменных. Существуют аналогичные теории приведения и представлений, естественно, более сложные, чем в случае двух переменных. К 1910 развитие теории продвинулось настолько, насколько это было возможно с помощью классических методов, и теория чисел пребывала в состоянии спячки вплоть до 1935, когда Зигель придал ей новый импульс, сделав основным инструментом исследований в этой области математический анализ. 

Одна из наиболее удивительных теорем теории чисел была доказана Ферма и, по-видимому, была известна еще Диофанту. Она гласит, что любое целое число есть сумма четырех квадратов. Более общее утверждение без доказательства высказал Э.Варинг (1734–1798): каждое положительное целое число есть сумма не более девяти кубов, не более девятнадцати четвертых степеней и т.д. Общее утверждение о том, что для каждого положительного целого числа k существует целое число s, такое, что любое положительное целое число может быть представлено в виде суммы не более чем s k-х степеней, было в конце концов доказано Д.Гильбертом (1862–1943) в 1909. 
2.СПОСОБЫ РЕШЕНИЯ ДИОФАНТОВЫХ УРАВНЕНИЙ

2.1.МЕТОДОД ПЕРЕБОРА

Решение уравнений в целых числах – один из самых красивых разделов математики. Ни один крупный математик не прошел мимо теории диофантовых уравнений. Ферма, Эйлер, Лагранж, Гаусс, Чебышев оставили неизгладимый след в этой интересной теории.

         Долгое время надеялись найти общий способ решения диофантовых уравнений. Однако в 1970г. ленинградский математик Матиясевич доказал, что такого общего способа быть не может.

         Я изучил 2 способа решения диофантовых уравнений: первый из них – метод перебора – применяется для решения простейших задач.

Рассмотрим, к примеру, задачу №1:
                  В клетке сидят кролики и фазаны, всего у них 18 ног. Узнать, сколько в клетке тех и других?

Составляется уравнение с двумя неизвестными переменными, в котором х – число кроликов. у – число фазанов:

4х + 2у = 18, или 2х + у = 9.

Выразим у через х: у = 9 – 2х.

Далее воспользуемся методом перебора:
	х
	1
	2
	3
	4

	у
	7
	5
	3
	1


Таким образом, задача имеет четыре решения.

Ответ: (1; 7), (2; 5), (3; 3), (4; 1).

2.1.МЕТОДОД СПУСКА
Перебор вариантов при нахождении натуральных решений уравнения с двумя переменными оказывается весьма трудоемким. Кроме того, если уравнение имеет целые решения, то перебрать их невозможно, так как таких решений бесконечное множество. Поэтому покажем еще один прием - метод «спуска».

       Рассмотрим задачу №2:

Подданные привезли в дар шаху 300 драгоценных камней: в маленьких шкатулках по 15 штук в каждой и в больших – по 40 штук. Сколько было тех и других шкатулок, если известно, что маленьких было меньше, чем больших? 

Обозначим за Х количество маленьких шкатулок, а за Y – количество больших. 
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3. ПИФАГОРОВЫ ТРОЙКИ
Пифагор и пифагорейцы. 
Краткая  историческая  справка
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     Существует  понятие, что  философия  -  наука  о  неизвестном. Она  освещает  нам  темноту  неясного, раскрывает  содержание  возможного  и  указывает  пути  и  границы  недостижимого.
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     Изобретение  самого  термина  традиция  приписывает  Пифагору  Самосскому.  Пифагор  видел  себя  не  обладателем  истины, а  лишь  человеком,  стремящимся  к  ней  как  к  недостижимому  идеалу.  Поэтому  Пифагор  утверждал,  что  он  не  есть  воплоще-ние  мудрости – мудрец (софос),  а  лишь  любитель  мудрости – лю-бомудр (философ).  Но  философия  для  Пифагора    была  не  про-сто  умственным  любомудрием, но  и  особой  системой  жизненных  правил.  Любовь  к  мудрости  должна  была  охватывать  не  только  ум,  но  и  все  существо  философа,  подчиняя  его  себе  и  делая  его аристократом  духа  и  добродетели.

     Итак,  история  Пифагора  и  пифагорейцев  может  быть  описана  лишь  ориентировочно.  Видимо  в  конце  6 в.  при  Пифагоре  скла-дывается  общее  теоретическое  содержание  пифагоризма,  его  ре-лигиозное,  научное  и  философское  учение.  Пифагоризм  достига-ет  в  это  время  расцвета.  Во  второй  половине  5 в.  на  первый  план  выходит  уже  философское  учение  пифагорейцев,  освобож-денное  от  религиозных  запретов.  В  конце  5-го  -  первой  поло-вине  6-го  века  пифагоризм  перерастает  в  платонизм  и  сливается  с  ним  в  деятельности  древней  Академии.

 Пифагор,  сын  Мнесарха,  самосец,  родился  в  576г. до н.э.  По  преданию  учился  в  Египте,  много  путешествовал.  Около  532г. , скрываясь  от  тирании  Поликарпа,  он  осел  в  Кротоне,  где  быст-ро  завоевывает  широкую  известность  и  создает  религиозно-философскую  и  политическую  организацию  -  Пифагорейский  cоюз.  Этот  cоюз  имел  целью  господство  лучших  в  религиозном,  научном,  философском  -  короче,  “нравственном” смысле.  Пифа-гор  попытался  создать  “аристократию  духа” в  лице  своих  учени-ков,  которые  вели  государственные  дела  так  отменно,  что  поис-тине  это  была  аристократия,  что  значит  “владычество  лучших”.

Популярность  Пифагора  в  Кротоне  объясняется  незаурядными  личными  качествами  философа,  его  умением  увлечь  за  собой  людей.  Но  не  только  сила  личности  и  мудрость  Пифагора,  но  и  высокая  нравственность  проповедуемых  им  идей  и  жизненных  принципов,  притягивала  к  нему  единомышленников.  Именно  та-лант  политического  оратора  и  религиозного  проповедника  при-несли  Пифагору  успех.  Недаром  слово “Пифагор” означает  “убе-ждающий  речью”.

Ритуал  посвящения  в  члены  пифагорейского  братства  был  окружен  множеством  таинств,  разглашение  которых  сурово  ка-ралось.  "Когда  к  нему  приходили  младшие  и  желающие  жить  совместно, -  рассказывает  Ямвлих, - он  не  сразу  давал  согласие,  а  ждал,  пока  их  не  проверит  и  не  вынесет  о  них  свое  сужде-ние”.  Но  и,  попав  в  орден  после  строгого  отбора  и  испытатель-ного  периода,  новички  могли  только  из-за  занавеса  слушать  го-лос  учителя,  видеть  же  его  самого  разрешалось  только  после  нескольких  лет  очищения  музыкой  и  аскетической  жизнью.  Впрочем,  это  не  был  суровый  христианский  аскетизм,  умерщв-ляющий  плоть.  Пифагорейский  аскетизм  для  новичка  сводился,  прежде  всего,  к  обету  молчания.  “Первое  упражнение  мудреца, -  свидетельствует  Апулей, - состояло  у  Пифагора  в  том,  чтобы  до  конца  смирить  свой  язык  и  слова,  те  самые  слова,  что  поэты  называют  летучими,  заключить,  ощипав  перья,  за  белой  стеною  зубов.  Иначе  говоря,  вот  к  чему  сводились  начатки  мудрости:  научиться  размышлять,  разучиться  болтать”.

ПИФАГОРОВЫ ТРОЙКИ

Пифагор сформулировал правило, по которому он мог находить целые числа для своих треугольников. В современной символике это правило выражается равенством: 

(2n + 1)2 + (2n2 + 2n +1)2 = (2n2 + 2n + 1)2 (1) 
где вместо n можно подставить любое натуральное число. 

Вот табличка, построенная на этом принципе:

	n
	I катет 
2n+1 
	II катет 
2n(n+1) 
	Гипотенуза 
2n2+2n+1

	1
	3
	4
	5

	2
	5
	12
	13

	3
	7
	24
	25

	4
	9
	40
	41

	5
	11
	60
	61

	...
	...
	...
	...


Кроме равенства (1), известны и другие, гораздо более поздние равенства, употребляемые для нахождения пифагорейских чисел. 

Вот одно из них: 

(m2 + n2)2 = (m2 - n2)2. (2)
В данном равенстве вместо m и n можно подставлять любые целые числа. Принимая, например, m = 3, n = 1, получаем 102 = 82 + 62. Значит, мы получили такую комбинацию чисел: 6, 8, 10, которую не охватывает приведенная выше таблица. Равенство (2), следовательно, имеет более общий характер, нежели равенство (1). 

Но этого мало. Равенство (2) содержит в себе все возможные пифагорейские тройки. Если мы захотим избежать повторения подобных пифагорейских треугольников (например, подобными являются треугольники со сторонами 3, 4, 5 и 6, 8, 10), то надлежит соблюдать следующие правила: 

1) одно из чисел m и n должно быть четным, другое - нечетным; 
        2) числа m и n должны быть простыми относительно друг друга, т.е. не должны иметь никакого общего делителя, кроме единицы; 

3) m > n. 

Приводим таблицу, составленную по указанным правилам: 
	m 
	n
	a
	b
	c

	2
	1
	3
	4
	5

	3
	2
	5
	12
	13

	4
	3
	7
	24
	25

	4
	1
	15
	8
	17

	5
	4
	9
	40
	41

	5
	2
	21
	20
	29

	6
	5
	11
	60
	61

	6
	1
	35
	12
	37

	7
	6
	13
	84
	85

	7
	4
	33
	56
	65

	7
	2
	45
	28
	53

	8
	7
	15
	112
	113

	8
	5
	39
	80
	89

	8
	3
	55
	48
	73

	8
	1
	63
	16
	65

	9
	8
	17
	144
	145

	9
	4
	65
	72
	97

	9
	2
	77
	36
	85

	...
	...
	...
	...
	...


 

 


ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Используя способ спуска, я решил группу задач, которые носят практический характер, а также встречаются на олимпиадах и вступительных экзаменах в высшие учебные заведения.
Диофантовы уравнения находят применения в некоторых алгоритмических вопросам математики. В частности, в обосновании алгоритма извлечения квадратного корня. Этот алгоритм и его обоснования предложены в приложении.
В дальнейшем я планирую углубить свое исследование в изучении уравнений с несколькими переменными, которые применяются в решении задач. Например:
1). Три брата поделили 24 яблока: у старшего больше, чем у среднего, а у среднего больше, чем у младшего. Тогда младший предложил, чтоб каждый поровну отдал половину всех яблок двум другим. В чем заключалась хитрость младшего брата?
В конце решения этой задачи мы получаем уравнение
x + y + z = 6,
Решением которого является простейшая тройка чисел – 1, 2, 3.

2). Найти все целостные числа уравнения:           x2-14x+4y2+32y+88=0
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 ПРИЛОЖЕНИЕ
Задача № 1. У осьминога 8 ног, а у морской звезды 5. Сколько в аквариуме тех и других, если всего у них 39 ног?
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Ответ: 3; 3
Задача № 2. можно ли двухрублевыми и пятирублевыми монетами набрать сумму в 51 рубль? Если можно, то сколько существует способов?
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Ответ: 5 способов
Задача № 3. Можно ли разложить две сотни яиц в коробки по 10 и 12 штук? Если можно, то найдите все способы?
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z = 1, 2, 3, 4, 5

Ответ: можно; всего три способа: (14, 5), (8; 10), (2; 15) – на первом месте число коробок по 10 штук, на втором – по 12.

Задача № 4. Можно ли разложить две сотни яиц в коробки по 10 и по 12 штук? Если можно, то найдите все такие способы.
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Ответ:  х1 = 14,  у1 = 5;

             х2 = 8,  у2 = 10;

             х3 = 2,  у3 = 15. 

Задача № 5. Представьте число 257 в виде суммы двух натуральных слагаемых: а) одно из которых кратное 3, а другое – 4; б) одно из которых кратное 5, а другое – 8.
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Алгоритм – это точное предписание, определяющее процесс перехода от исходных данных к искомому результату.

Создание всякого алгоритма проходит три стадии. Сначала алгоритм придумывают. Затем нужно доказать, что он действительно «работает», т.е. решает поставленную задачу. Наконец, математик должен описать свой алгоритм так, чтобы его мог выполнить любой человек, даже не обладающий большими знаниями или талантами. Описание алгоритма подчиняется вполне определенным требованиям независимо от того, к какой области математики данный алгоритм относится. Каковы же эти требования?

1. Каждое действие алгоритма должно быть элементарным, т. е. как можно более простым. 

2. Порядок шагов должен быть точно определен. То есть в описании необходимо указать, с какого шага начинать, какой шаг выполнять после каждого очередного шага  и какой будет заключительным.

3. Нужно точно определить данные, т. е. объекты, с которыми работает алгоритм в целом и его отдельные шаги. 

4. Алгоритм предполагает наличие памяти – места, где записываются исходные данные, результаты промежуточных вычислений и окончательный результат.

Алгоритм:

0) Записать подкоренное число.

1) Разбиваем число на группы по две цифры с право на лево.

1.1) Если крайняя группа состоит  из одной цифры, то дописать перед этой цифрой 0.

2) Извлекаем квадратный корень с недостатком  из числа, образованного первой группой. Полученное число первая цифра результата.

3) Первую полученную цифру возводим в квадрат и вычитаем из числа, образованного первой группой.

3.1) Если последняя разность равна 0 и у извлекаемого числа закончились цифры, то прекращаем выполнение алгоритма. Значение квадратного корня является число, состоящее из найденных цифр результата.

3.2) Если у извлекаемого числа закончились группы чисел, то если достигнута нужная точность результата, то остановить выполнение алгоритма, если нет, то следующая группа цифр будет состоять из двух нулей.

3.3) Если в результате ранее не ставилась запятая, то поставить ее.

4) Составим число из цифр полученной разности и цифр следующей группы  не меняя порядка цифр, назовем его «вспомогательным» числом. 

5) Число, состоящее из найденных цифр результата, умножаем на 2, назовем его «удвоенным».

6) Подбираем следующую цифру результата таким образом, чтобы произведение этой цифры на число, составленное из цифр «удвоенного» и последней искомой цифры, было наибольшим, не превосходящим «вспомогательного».

7) Вычисляем из «вспомогательного» числа произведение, найденное в п.6.

8) Возвращаемся к п.3.1.
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Пример вычисления квадратного корня (вручную)

Пример 1.       
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Обоснование

Пример 1. 
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Пример диофантова уравнения 2-й степени с тремя переменными
2. 
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Пример диофантова уравнения с n-переменными

Издание «Арифметики» Диофанта. Базель. 1575 г.
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Диофант





ОТВЕТ: 4 маленькие шкатулки; 


            6 больших шкатулок.





Выпишем целые решения: 1; 2;


Теперь найдем значения x и y при u =1; 2;
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Составим и решим систему неравенств: 
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Теперь Выразим переменные x и y через u:





Потребуем, чтобы z было кратно 2: 
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Выразим переменную у и выделим целую часть: 
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Чтобы значение дроби было целым числом , надо, чтобы 2y было кратно 3, т.е.:





Выражаем переменную х:. у
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Сокращаем на 5:





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





ПИФАГОР
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z





0,5





5,4





0





� EMBED Equation.3  ���5,4





z





z





0,5





5,4





Начало
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а)





б)
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Ответ: а) 249 и 8;


            б) 225 и 32.





Записать


число





Количество цифр четных





Приписать к числу слева 0





нет





да





Конец 





Закончились


группы





Последняя 


разность равна 0 





Выписать


результат





Точность


достигнута 





Следующая группа состоит из двух 0





Подбираем следующую цифру результата таким образом, чтобы произведение этой цифры на число, составленное из цифр «удвоенного» и последней искомой цифры, было наибольшим, не превосходящим «вспомогательного»





Из «вспомогательного» числа вычитаем полученное в предыдущем действии





Стоит 


запятая





Поставить


запятую





Составить вспомогательное число (из разности и чисел снесенной группы





Число, состоящее из найденных цифр результата, умножаем на 2, назовем его «удвоенным»





да





да





да





нет





нет





нет





Разбить число на группы по 2 цифры





Из числа, образованного первой группой, вычесть квадрат результата





Записать полученную цифру в результат





Извлечь квадратный корень с недостатком  из числа, образованного первой группой





да





нет
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