Содержание

1) Формулировка теоремы, ее математический вид и применение.
2) Доказательство теоремы косинусов.

3) Доказательство теоремы косинусов с помощью теоремы Птолемея.

4)  Теорема Пифагора, как частный вид теоремы косинусов. Формулировка и доказательство.
Набор задач для самостоятельного решения.

5) Теорема косинусов:
Квадрат стороны треугольника равен сумме квадратов двух других сторон минус удвоенное произведение этих сторон на косинус угла между ними.
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Теорема косинусов имеет вид:
	a2 = b2 + c2 − 2bccosα.


Теорема косинусов чаще всего применяется в двух случаях:
 1) если нужно узнать длину одной из сторон при известных длинах двух других сторон и величине угла между ними;
 2) если нужно узнать величины углов треугольника, длины сторон которого известны.

Теорему знали еще древние греки, ее доказательство содержится во II книге «Начал» Евклида.
Доказательство:
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1) Введем систему координат с началом в точке А так, как показано на рисунке. 
     2) Тогда точка В имеет координаты (С;0), а точка С - (bcos α ; bsin α). 
     3) По формуле расстояния между двумя точками получаем
ВС2 = а2 = ( bcos α  - c )2 + b2Sin2 α  =
= b2Cos2 α  +  b2Sin2 α - 2bcCos α + c2 =
= b2 + c2 - 2bcCos α.
Теорема доказана.
Доказательство:
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1) Дополним треугольник АВС до равнобедренной трапеции АМВС. 
2) По свойству трапеции сумма противоположных углов равна 180 градусам, поэтому около АМВС можно описать окружность. Следовательно, по теореме Птолемея, АВ * МС = ВС * АМ + АС * ВМ. 
3) Но АВ = МС и ВС = АМ (по свойству и определению равнобедренной трапеции соответственно)

4)  Пусть ВН – высота трапеции, тогда ВМ = АС – 2*ВН = АС – 2*ВС*cos мАСВ, следовательно, АВ2 = ВС2 + АС2 – 2*ВС*АС* cos  АСВ. 
Теорема доказана.
Теорема Пифагора является частным случаем теоремы косинусов. Рассмотрим доказательство теоремы Пифагора.

Теорема  Пифагора:
 В прямоугольном треугольнике квадрат гипотенузы равен сумме квадратов катетов.
Теорема Пифагора имеет вид:

	c2    = а2    +    b2


Доказательство:
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1) Пусть ABC есть прямоугольный треугольник с прямым углом C.

2)  Проведём высоту из C и обозначим её основание через H.

     3)  Треугольник ACH подобен треугольнику ABC по двум углам. Аналогично, треугольник CBH подобен ABC. Введя обозначения
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получаем
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Что эквивалентно
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Сложив, получаем
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или
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Теорема доказана.
Набор задач, решающихся с помощью теоремы косинусов:
№1
Дан треугольник АВС, в котором сторона АВ  = 20 см, ВС = 14 см, АС = 18 см. Найти  АВС,  ВСА,  САВ.
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№2
Дан треугольник КМР, в котором РО  - медиана. КР = 5 см, РО = 4 см,
 КОР = 135 градусов. Найти площадь треугольника КМР.

№3
Дан треугольник ЕВС, в котором ВМ – медиана. ВМ = 3 см, ВЕ = 5 см, ЕС = 4 см. Найти сторону ВС.
№4
Дана равнобедренная трапеция ABCD, в которой сторона AD = 8 см,

 AB = CD = 9 см, BD = 11 см. Найти сторону ВС.
