Чтобы решить уравнение, корни его отыскать,

Нужно немного терпенья, ручку, перо и тетрадь.

Минус напишем сначала, рядом с ним пополам,

Плюс – минус, знак радикала, с детства знакомого нам.

Ну, а под корнем, приятель, сводится все к пустяку.

p пополам и в квадрате минус несчастное q.

Исторические сведения.

Неполные квадратные уравнения умели решать в Вавилоне (около 2 тыс. лет до н. э.). Об этом свидетельствуют найденные клинописные тексты задач с решениями. Некоторые виды квадратных уравнений, сводя их решение к геометрическим построениям, могли решать древнегреческие математики.  Приемы решения уравнений без обращения к геометрии дает Диофант Александрийский. В дошедших до нас шести из 13 книг «Арифметика» содержатся задачи с решениями, в которых Диофант объясняет, как надо выбрать неизвестное, чтобы получить решение уравнения вида ах=b или ах²=b. Способ решения полных квадратных уравнений Диофант изложил в книгах «Арифметика», которые не сохранились.

Правила решения квадратных уравнений, приведенных к виду ах²+bх=с. Где а>0, дал индийский ученый Брахмагупта. В трактате «Китаб аль-джебр валь-мукабала» хорезмский математик аль-Хорезми разъясняет приемы решения уравнений вида ах²=bх, ах²=с, ах=с, ах²+с=bх, ах²+bх=с, bх+с=ах², (буквами а, b и с обозначены лишь положительные числа) и отыскивает только положительные корни.

Общее правило решения квадратных уравнений, приведенных к виду х²+bх=с, было сформулировано немецким математиком  М. Штифелем (1487-1567). Выводом формулы решения квадратных уравнений общего вида занимался Виет. Однако свое утверждение он высказывал лишь для положительных корней (отрицательных чисел он не признавал). После трудов нидерландского математика А.Жирара (1595-1632), а также Декарта и Ньютона способ решения квадратных уравнений принял современный вид.

Формулы, выражающие зависимость корней уравнения от его коэффициентов, были выведены Виетом в 1591 году. Для квадратного уравнения теорема Виета в современных обозначениях выглядела так: корнями уравнения (а+b)х-х²=аb являются числа а и b.
Квадратные уравнения.

Квадратным уравнением называют уравнение вида ах²+bх+с=0, где коэффициенты а, b, с - любые действительные числа, причём а≠0. Коэффициенты а, b, с, различают по названиям: а – первый или старший коэффициент; b – второй или коэффициент при х; с – свободный член, свободен от переменной х.
Квадратное уравнение также называют уравнением второй степени, так как его левая часть есть многочлен второй степени.

Квадратное уравнение называют приведенным, если старший коэффициент равен 1; квадратное уравнение называют неприведенным, если старший коэффициент отличен от 1.

 х²+рх+q=0 – стандартный вид приведенного квадратного уравнения

Кроме приведенных и неприведенных квадратных уравнений различают также полные и неполные уравнения.

Полное квадратное уравнение – это квадратное уравнение, в котором присутствуют все три слагаемых; иными словами, это уравнение, у которого коэффициенты b и с отличны от нуля.

Неполное квадратное уравнение – это уравнение, в котором присутствуют не все три слагаемых; иными словами, это уравнение, у которого хотя бы один из коэффициентов b и с равен нулю.

Обратите внимание: об ах² речи нет, этот член всегда присутствует в квадратном уравнении.

Квадратное уравнение
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Корнем квадратного уравнения ах²+вх+с=0 называют всякое значение переменной х, при котором квадратный трехчлен ах²+bх+с обращается в нуль; такое значение переменной х называют также корнем квадратного трехчлена.

Можно сказать и так: корень квадратного уравнения ах²+bх+с=0 – это такое значение х, подстановка которого в уравнение обращает уравнение в верное числовое равенство. 0=0.

Решить квадратное уравнение – это значит найти все его корни или установить, что их нет.

Решение неполных квадратных уравнений.

Сначала математики научились решать неполные квадратные уравнения, поскольку для этого не пришлось, как говорится, ничего изобретать.

	Если b=0,то

ах²+ с=0
	Если с=0, то

ах²+bх=0
	Если b=0, с=0,

то ах²=0

	ах²+ с=0,

ах²= -с,

х² = -с/а,

· Если -с/а ≥ 0, то 

уравнение имеет 2 корня

х=±√-с/а

· Если -с/а < 0, то 

уравнение корней

не имеет. 
	ах²+bх=0,

х(ах+b)=0,

<=>

 х=0,

 ах+b=0;

   х=0,

   х=-b/а. 
	ах²=0,

х²=0,

х=0.


Неполное квадратное уравнение может иметь два корня, один корень и ни одного корня.

Есть четыре способа решения полных квадратных уравнений:

1 способ: Разложение на множители способом группировки

2 способ: Выделение полного квадрата

3способ: Графический


4способ: С помощью теоремы Безу

Квадратное уравнение  ах²+bх+с=0 может иметь либо два корня, либо один корень, либо вообще не иметь корней.

Формулы корней квадратного уравнения.

ах²+bх+с=0

Графиком функции, стоящей в левой части является парабола. Для вывода формул координат вершин параболы применим выделение полного квадрата.
Выделив полный квадрат, получим уравнение: 

ах²+bх+с=а(х+b/2а)² -b²-4ас/4а=0.

Обычно выражение b²-4ас обозначают буквой D и называют дискриминантом квадратного уравнения ах²+bх+с=0 

(или дискриминантом квадратного трехчлена ах²+bх+с)(«дискриминант» по-латыни – различитель). 
Пример: 3а²+5а-3=0 (а=3,b=5, с=-3.)

D= b²-4ас

D=25-4·3·(-3)=25+36=61.

Таким образом:           ах²+bх+с=а(х+b/2а)² - D/4а.

Значит, квадратное уравнение  ах²+bх+с=0 можно переписать в виде 

а(х+b/2а)²=D/4а

и далее

(х+b/2а)²=D/4а²

Теорема 1: Если D<0, то квадратное уравнение ах²+bх+с=0 не имеет корней.

Доказательство: 

Если D<0, то D/4а² - отрицательное число. (х+b/2а)² - при любых значениях х принимает неотрицательные значения.

Значит нет ни одного значения х, которое удовлетворяло бы уравнению (х+b/2а)²=D/4а², а поэтому это уравнение не имеет корней.

Что и требовалось доказать.

Теорема 2: Если D=0, то квадратное уравнение ах²+вх+с=0 имеет один корень, который находится по формуле:

х=-b/2а

Доказательство:

Если D=0, то уравнение (х+b/2а)²=D/4а² принимает вид: 

(х+b/2а)²=0

Значит, х+b/2а=0, таким образом х=-b/2а – единственный корень уравнения.

Что и требовалось доказать. 

 Теорема 3:  Если D>0, то квадратное уравнение ах²+вх+с=0 имеет два корня, которые находятся по формулам:

1)х1=-b-√D/2а

2)х2=-b+√D/2а

Доказательство:

Перепишем квадратное уравнение ах²+вх+с=0 в виде: 

(х+b/2а)²=D/4а² 

По условию D>0, значит D/4а²>0 

х+b/2а=±√D/4а²;

х=-b/2а±√D/2а;

х=-b±√D/2a;

=> х1=-b-√D/2а     х2=-b+√D/2а

Что и требовалось доказать. 

Алгоритм решения квадратных уравнений.

1) Вычислить Д квадратного уравнения по формуле:

D=b²-4ас

2) Сделать вывод о знаке D и о количестве корней.

· Если D<0, то корней нет.

· Если D=0, то один корень х=-b/2а

· Если D>0 то, два корня  х1=-b-√D/2а     х2=-b+√D/2а 

Решение квадратных уравнений с четным вторым коэффициентом.

Математики никогда не пройдут мимо возможности облегчить себе вычисления. Они обнаружили, что формулу: х1,2=-b±√D/2а можно упростить в случае, когда коэффициент в имеет вид b=2к, если в – четное число.

Подставим в формулу х1,2=-b±√D/2а число 2к вместо в, тогда:

х1,2=-2к±√(2к)²-4ас/2а=-2к±√4к²-4ас/2а=-2к±√4(к²-ас)/2а=-2к±2√к²-ас/2а=

=2(-к±√к²-ас)/2а=-к±√к²-ас/а

Итак, корни квадратного уравнения ах²+2кх+с=0 можно вычислить по формуле: х1,2=-к±√к²-ас/а 

Дискриминант обозначают в таких случаях: D1

и находят по формуле: D1=к²-ас

· D1<0 – корней нет.

· D1=0 – 1 корень х=-к/а

· D1>0 – 2корня х1,2=-к±√к²-ас/а 

Теорема Виета.

 ФРАНСУА ВИЕТ (1540 - 1603)

- французский математик, ввел систему алгебраических символов, разработал основы элементарной алгебры. Он был одним из первых, кто числа стал обозначать буквами, что существенно развило теорию уравнений.

Теорема: Сумма корней приведенного квадратного уравнения равна второму коэффициенту с противоположным знаком, а произведение корней равно свободному члену.

Доказательство: 

Если х1 и х2 – корни, то их можно вычислять по формуле:  х1,2=-р±√D/2

х1=-р-√D/2

+

х2=-р+√D/2

____________

-р+√D/2+-р-√D/2=-р+√D+-р-√D/2=-2р/2=-р 

х1·х2=-р+√D/2·-р-√D/2=(-р+√D)(-р-√D)/4=р²-D/4=р²-(р²-4q)/4= р²- р²+4q/4=

=4q/4=q.

Что и требовалось доказать. 

Обратная теорема:

Если числа х1 и х2 таковы, что х1+х2=-p, x1·x2=q, то эти числа корни приведенного уравнения х²+рх+q=0.

Доказательство:

По условию х1+х2=-p, x1·x2=q, тогда можно составить квадратное уравнение х²+рх+q=0.

х²+рх+q=х²-(х1=х2)·х+х1·х2=х²-х1·х-х2·х+х1·х2=х(х-х1)-х2(х-х1)=(х-х1)(х-х2) 
(х-х1)(х-х2)=0 <=>   х-х1=0                 х=х1
  х-х2=0                 х=х2
Что и требовалось доказать. 

Если q>0,

то корни одинаковых знаков
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Если q<0,

то корни разных знаков
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Если квадратное уравнение неприведенное, то:

х1+х2=-b/а

х1·х2=с/а

Разложение квадратного трехчлена на линейные множители.

Теорема: 

Пусть х1 и х2 – корни квадратного трехчлена ах²+bх+с, тогда выполняется равенство: ах²+вbх+с=а(х-х1)(х-х2)

Доказательство:
Преобразуем данный трехчлен ах²+bх+с=а(х²+b/ах+с/а). По теореме Виета, х1+х2=-b/а, х1·х2=с/а
Значит а(х²+b/ах+с/а)=а(х²-(х1+х2)·х+х1·х2)=а(х²-х1·х-х1·х2+х1·х2)=а(х·(х-х1)--х2(х-х1))=а(х-х1)(х-х2)

Что и требовалось доказать. 

Следствия из теоремы Виета.
Следствие 1:

Для того, чтобы корни квадратного трехчлена имели одинаковые знаки необходимо и достаточно выполнение условий: чтобы D ≥ 0; чтобы х1·х2>0

Причем: 1) оба корня положительные если дополнительно выполняется равенство х1+х2>0

<=>   b²-4ас≥0

          с/а>0

          -b/а>0

2) оба корня отрицательные если дополнительно выполняется                                      равенство х1+х2<0

<=>   b²-4ас≥0

  с/а>0

  -b/а<0


Следствие 2:

Для того, чтобы корни квадратного трехчлена имели различные знаки необходимо выполнения условий: чтобы D>0; чтобы х1·х2<0

       <=>    b²-4ас>0

                  с/а<0.
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