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Задачи взяты из материалов вступительных экзаменов в МГТУ им. Баумана и МГУ, а также из контрольных работ, которые предлагает для абитуриентов эти ВУЗы.

Круг задач, к которым можно приложить этот метод: нахождение расстояния между скрещивающимися прямыми; нахождение положения общего перпендикуляра к скрещивающимся прямым; нахождение минимума /максимума площади или периметра сечения различных геометрических тел плоскостями и т.д. Иногда этот метод существенно уменьшает объем математических расчетов, уменьшает количество дополнительных построений и чертежей, а в условиях экзамена – это экономия времени и сил. 
Почему метод назван кинематическим, видно будет из решений задач. Напомню только, что кинематика – это раздел механики, изучающий геометрические свойства движения тел без учета их массы и действующих на них сил. 
Задача1.
 В прямоугольном параллелепипеде ABCDA1B1C1D1: AA1=2, AB=3, BC=4. Найдите расстояние между диагональю BD грани ABCD и диагональю AD1 грани AA1D1D. Установите, в каком отношении общий перпендикуляр к этим прямым делит отрезки [BD] и [A D1]. [1]
Решение.
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Сделаем чертеж.
Введем систему координат (см. чертеж). Найдем координаты интересующих нас точек  A, D1, D и B: 
A(0,0,0),  D1(0,4,2), D(0,4,0), B(3,0,0).  Поместим на отрезках A D1 и BD соответственно точки L и K. Эти точки могут перемещаться по «своим» отрезкам по своим законам движения независимо друг от друга. Пусть точка L в момент времени t=0 находится в точке A(0,0,0), а в момент t=1 – в точке  D1(0,4,2), на отрезке A D1 в произвольный момент t точка будет иметь координаты ((0,0,0)·(1-t)+ (0,4,2)·t) или L(0, 4t ,2t). Аналогично получим координаты точки K(3q,4(1-q),0), q-время (независимое от t), в момент q=0 точка К находится в точке D(0,4,0), в момент q=1 – в точке B(3,0,0). 
Расстояние между двумя скрещивающимися прямыми - это длина общего перпендикуляра к этим прямым. Найдем длину отрезка LK в момент, когда вектор
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  будет одновременно перпендикулярен векторам 
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 и 
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.
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=(3q, -4t+4(1-q),-2t), 
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AD

=(0,4,2), 
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=(-3,4,0 ).

Условие перпендикулярности векторов – это равенство нулю скалярного произведения. Для наших векторов имеем: 
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· 
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=-9q -16t +16(1-q) = -25q-16t+16=0;

[image: image9.wmf]LK

· 
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AD

= -16t +16(1-q) -4t = -20t -16q+16=0.
 Решив совместно эти уравнения, получим: t=36/61; q=16/61.
Искомое расстояние – это длина вектора 
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 при найденных значениях t и q. 
LK2 = 9 ∙ (16/61)2 + 16 ∙ (9/61)2 + 4 ∙ (36/61)2 = 144 / 61; 

LK=
[image: image12.wmf].
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Искомые отношения – это  AL:LD1 =  t:(1-t) = 36:25 и DK:KB = q:(1-q) = 16:45.
Ответ: 
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 , 36:25, 16:45.
Задача 2. 
В пирамиде  ABCD высота AD, равная 3, перпендикулярна плоскости основания. Ребро BC равно 4. Сечение  пирамиды плоскостью представляет собой квадрат. Найти площадь этого квадрата. [2]

Решение.  Сделаем чертеж.

Четырехугольник в сечении пирамиды плоскостью будет представлять четырехугольник только в случае, если плоскость пересекает грани DCB и ABC. 
Приведем точки D и A в движение соответственно по маршрутам DC,  DB и AB, AC. Промежуточные положения этих точек M и L для D,  для A – это K и N. В момент времени t=0 точки M и L находятся  в D, а K и N- в точке A. При t=1 точки M, N придут в точку С, а  K, L – в точку B. Пройденные  точками пути будут пропорциональны t или (1-t) , и по обратной теореме Фалеса  отрезки LM и KN  всегда будут параллельны  BC, кроме того, LM=KN=BC∙t=4t, а LK и NM параллельны AD и LK=NM=AD∙(1-t)=3∙(1-t). Т.к. AD и BC перпендикулярны, то KLMN – прямоугольник в любой момент времени t. Найдем тот момент, когда прямоугольник будет представлять квадрат.
3∙(1-t)=4t. Равенство верно при t=3/7.  Сторона квадрата тогда равна 12/7, а площадь – 144/49.

Ответ: 144/49.
Задача 3. 
 Разновидность предыдущей задачи, встречающаяся в различных пособиях – найти максимальную площадь сечения пирамиды плоскостью, параллельной высоте AD и стороне основания  BC. 
Решение.  
Подход к решению тот же. Выражение для площади сечения S=3∙(1-t)∙4t=12∙(t-t2). Максимальная площадь квадратичной функции достигается при t=t0=1/2 и равна 6.
Ответ: 6. 

Задача 4.  Высота цилиндра равна 6, радиус основания - 5. Концы данного отрезка длиной 10 лежат на окружностях оснований. Найдите расстояние этого отрезка от оси цилиндра.  [1]
Решение.  
Сделаем чертеж  и введем обозначения точек.
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Введя систему координат и «время» t и q, получим:
A (3; -4; 0), B1 (3; 4; 6);   O (0; 0; 0), O1 (0; 0; 6);
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= (0; 8; 6);   
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OO

= (0; 0; 6);
K (0; 0; 6t), t
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[0; 1];      L (3; -4+8p; 6p), p
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[0; 1].


[image: image19.wmf]KL

= (3; -4+8p; 6p-6t);
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= 36∙6(p-t)=0;
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= 0+8(8p-4)+6(6p-6t)=0;

8p-4=0; p=
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=t;

При  t=p=
[image: image25.wmf]2

1

  
[image: image26.wmf]KL

= (3; 0; 0);   KL=3
Ответ: 3
Геометрическое решение этой задачи довольно просто: искомое расстояние – это расстояние между плоскостью AA1B1B и осевого сечения, параллельного этой плоскости, но для обоснования этого факта необходимо привлечение теорем стереометрии, весьма громоздких по своим формулировкам.
Задача 5.  
 Прямоугольник ABCD  со сторонами AB=1 и AD=6 служит основанием пирамиды SABCD, у которой ребро SA=2 является высотой. Через самое длинное боковое ребро пирамиды и точку, лежащую на большей стороне основания, проведена плоскость так, что полученное сечение пирамиды имеет наименьший периметр. В каком отношении сечение делит сторону AD. Вычислить площадь сечения.  [1]
Решение. Сделаем чертеж.


Поместим  точку К на AD так , чтобы в начальный момент t=0  К находилась в A, а при t=1 – в точке D, при t от 0 до 1 отклонение от А составит 6t, а от D – 6(1-t).  Периметр сечения 
KSC  будет минимальным при минимальной сумме KS и КC. Повернем треугольник ASD вокруг оси AD на плоскость основания (треугольник AS1D). 
При своем движении точка К пройдет через такое положение, когда  S1К будет продолжением КC. В этом положении длина пути из S через точку К в точку С будет минимальной. Отрезок АК найдем из подобия треугольников S1AК и S1ВС: АК=4. Значение t равно при этом 2/3. АК: КD=t:(1-t)=2:3. Вычислив значения сторон: SC=
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, SK=
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, получим по теореме косинусов значение  косинуса угла SКС, равное -4/5, а затем его синуса, который равен 3/5. Площадь сечения SКС будет равна 
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Ответ: 2:3; 3.

Задача 6.  
В основании пирамиды TABC лежит прямоугольный треугольник ABC с катетами AC=3, BC=1, а все боковые ребра пирамиды равны 
[image: image31.wmf].
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 Найдите наименьшую площадь сечения пирамиды плоскостью, проходящей через гипотенузу основания и установите, в каком отношении эта плоскость делит ребро TC.
Решение.

 Сделаем чертеж.


[image: image32.wmf]Вершина пирамиды проектируется в центр описанной окружности основания, который для прямоугольного треугольника лежит в середине гипотенузы, на рис. – точка М. Гипотенуза АВ равна 
[image: image33.wmf]10

(из треугольника ABC по теореме  Пифагора).  Высота ТМ пирамиды равна 2 (из треугольника TMB по теореме  Пифагора).  

Введем систему координат с началом  в точке С, ось OХ направим вдоль АС , ОY- вдоль СВ. Координаты вершин при этом: A(3;0;0); B(0;1;0); C(0;0;0); T(1,5;0,5;2).
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L - точка на  СТ, которая в момент p=0 находится в точке С,  а в момент p=1 – в точке Т.  L( (0;0;0)+p
[image: image36.wmf])
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K- точка на  AB, которая в момент q=0 находится в точкеA, а в момент q=1 – в точкеB.  K( (3;0;0)+q
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(1,5p+3q-3;0,5p-q;2p).
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  Из этих условий получим систему:
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Решением системы является пара(9/49;81/98). Значение KL при этом будет равно 6/7, а площадь сечения  равна AB∙KL/2 = 3
[image: image41.wmf]10

/7. Отношение TL:LC=(1-p):p=40:9.

Ответ: 3
[image: image42.wmf]10

/7; 40:9.

Примененный мною метод является новым в школьной стереометрии, подобный подход к решению задач не описан в учебниках для школы и пособиях для абитуриентов, хотя базу для применения метода в школах проходят на уроках физики и математики. Это – система координат на плоскости и в пространстве; векторы, действия с ними и их взаимное расположение; методы нахождения экстремумов; прямолинейное движение точки. 

Моя работа будет полезна абитуриенту.
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