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Графики элементарных функций. Преобразование графиков функций
Автор: Курилина Юлия Николаевна
Россия, Московская область, г. Павловский Посад, МОУ лицей №1, 8 класс
ВВЕДЕНИЕ

Изучению функций и их свойств посвящена значительная часть курса алгебры. И это не случайно. Понятие функции имеет огромное прикладное значение. Умения, приобретаемые при изучении функций, имеют приклад​ной и практический характер. Они широко используются при изучении, как курса математики, так и других школьных предметов – физики, химии, географии, биологии, находят широкое применение в практической деятельности человека. Поэтому, как усвоены соответствующие умения, зависит успешность усвоения многих разделов школьного курса математики.

Нужно хорошо знать графики элементарных функций (т.е. функций, изучаемых в школьном курсе), а также правила преобразования графиков: сдвиг, отражение, растяжение или сжатие вдоль осей координат, которые используются для графического решения уравнений. Полезно также уметь производить арифметические действия с графиками: сложение, вычитание, умножение и деление.
Графический способ решения уравнений может дать только приближенный ответ. Но такое решение часто бывает полезным при нахождении возможных интервалов, где лежат корни уравнения, при нахождении промежутков, где корней заведомо нет и т.д. Если даже кажется, что по графику корень найден точно, нужно убедиться в этом, подставляя его в уравнение, т.е. производя проверку.
Поэтому целью данной работы является рассмотрение графиков элементарных функций и построение графиков функций с помощью преобразований.
Задачи исследования: 

1. рассмотреть графики элементарных функций;
2. построить графики функций с помощью преобразований;
3. сделать выводы и дать рекомендации по использованию данного материала.

Объектом исследования является элементарные функции.
Предметом исследования являются графики элементарных функций. 
Методика проведения работы. В данной работе используется метод теоретического исследования – анализ, сравнение, обобщение и классификация. 
Краткая характеристика источников. Для проведения данного исследования использована энциклопедическая и учебная литература разных годов издания и разных авторов.
Графики элементарных функций. Преобразование графиков функций
Автор: Курилина Юлия Николаевна
Россия, Московская область, г. Павловский Посад, МОУ лицей №1, 8 класс
ГЛАВА 1. ГРАФИКИ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ФУНКЦИЙ
1.1. Линейная функция
Линейной функцией называется функция вида у = kх + b, где k и b – числа. Функция определена при любом х.
Графиком линейной функции является прямая. Этот график удобно стро​ить по двум точкам: точке В с координатами х = 0, у = b и точке А с координатами у = 0,
 х = - b/ k (при k ≠ 0) (см. рис. 1). Эти точки являются точками пересечения прямой с осями координат.
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                      Рис. 1.                                    Рис. 2.

В случае b = 0 прямая проходит через начало координат и для постро​ения графика следует взять ещё одну точку, например, точку С(1; k) (см. рис.2). В случае k = 0 прямая параллельна оси абсцисс.
Коэффициенты k и b в уравнении прямой имеют наглядное геометриче​ское толкование. Значение коэффициента b определяет отрезок, отсекаемый графиком линейной функции на оси ординат, а коэффициент k является тан​генсом угла α, образованного осью абсцисс и прямой; угол отсчитывается от положительного направления оси абсцисс против часовой стрелки.
Уравнение прямой может быть представлено в различных видах:
у = у0 + k (х - х q) – уравнение прямой с заданным угловым коэффици​ентом 
k и проходящей через точку М (хо; уо);
[image: image1.png]


– уравнение прямой, проходящей через две точки
                      М1(х1; y1) и М0(х0; y0) (см. рис. 3);
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– уравнение прямой в отрезках (см. рис. 4).
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                      Рис. 3.                                                         Рис. 4.  
1.2. Степенная функция
Степенной функцией называется функция вида у = х α.

Рассмотрим вид графика степенной функции в зависимости от числа α.
1. α = n (n ≥  2 – натуральное число).

Функция определена при любом х. График функции проходит через точ​ку 
(1; 1) и касается оси абсцисс в начале координат. График функции при чётных и нечётных n имеет следующий вид.
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                    Рис.5.                                                             Рис. 6.
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2.
α = - n (n -  натуральное число).
[image: image12.png]



                               Рис. 7.                                                                  Рис. 8.
Функция определена при всех х, кроме х = 0. График функции проходит через точку (1; 1). Примеры графика функции при n = 2, n = 3 и n = 4 (см. рис 7 , 8).
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2. α = г (       , m и n – взаимно простые натуральные числа).
Функция имеет нуль в начале координат, а её график проходит через 
точку (1; 1). При чётном n функция определена на множестве [0; +∞), а при нечётном n – на множестве (-∞; +∞). Графики функций при различных m и n 
(см. рис.  9 , 13). 
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                  Рис. 9.                                                       Рис. 10.
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                             Рис. 11.                                                               Рис. 12.
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                                                   Рис. 13.
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4. α = q (q =     < 0, m и n – взаимно простые целые числа, n ≠ - 1).
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При чётном n функция определена на множестве (0; +∞), а при нечётном 
n – на множестве. График      функции проходит через 
точку (1; 1).

Графики функций при различных m и n (см. рис. 14 , 15).
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                        Рис. 14.                                                     Рис. 15.
1.3.
Показательная функция
Показательной функцией называется функция вида у = ах (а > 0, а ≠  1). Функция определена при любом х. График функции у = ах в зависимости от а имеет следующий вид (см. рис. 16).
[image: image20.png]


               
                                                    Рис.16.
1.4. Логарифмическая функция
Логарифмической функцией называется функция вида у = loga х (a > 0, a ≠1). Функция определена при х > 0. График функции у = loga х в зависимости от 
а имеет следующий вид (см. рис. 17).
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                                               Рис.17. 

1.5.  Тригонометрические функции
Тригонометрическими функциями называются функции
у = sinх, у = cosx, y = tgx, y = ctgx.
1.
Синус у = sin х. Функция определена при любом х. График функции
имеет следующий вид (см. рис. 18).
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                                                                            Рис. 18.
2. Косинус у = cos х. Функция определена при любом х. График функции имеет следующий вид (см. рис. 19).
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                                                                 Рис. 19.
3. Тангенс у = tgx. Функция определена при любом х, за исключением
точек вида[image: image4.png]s
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, п Є Z. График функции имеет следующий вид (см. рис. 20).
[image: image23.png]



                                                 Рис. 20.
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4. Котангенс у = ctg х. Функция определена при любом х, за исключени​ем точек вида π n, п Є Z. График функции имеет следующий вид (см. рис. 21).
                                                   Рис. 21.

1.6.  Обратные тригонометрические функции
Обратными тригонометрическими функциями называются функции 
у = = arcsin х, y = arccos х, y = arctg х, y = arcctg х.
1.
Арксинус у = arcsin х. Функция определена при х Є [-1;1]. График
функции имеет следующий вид (см. рис. 22).
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                                                                         Рис. 22.

2.
Арккосинус у = arccos х. Функция определена при х Є [- 1; 1]. График
функции имеет следующий вид (см. рис. 23).
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Рис. 23.
3. Арктангенс у = arctgx. Функция определена при любом х. 
График функции имеет следующий вид (см. рис. 24).
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                                                              Рис. 24.
4. Арккотангенс у = arcctg х. Функция определена при любом х.         График функции имеет следующий вид (см. рис. 25).
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                                                            Рис. 25.

1.7.  Гиперболические функции
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Гиперболическими функциями называются функции у = sh х, у = сh х, у = thx, y = cth х.

1. Гиперболический синус 
[image: image30.png]


Функция определена при любом х. График функции изображён (см. рис. 26) .
2. Гиперболический косинус 
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Функция определена при любом х. График функции изображён (см. рис. 27).
                                  Рис. 26.                                                                                                    Рис. 27.
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3. Гиперболический тангенс у = 
Функция определена при любом х. График функции изображён (см. рис. 28).

4. [image: image33.png]y = cthe = §£ =




Гиперболический котангенс
Функция опре​делена при любом х, кроме х = 0. График функции изображён  (см. рис. 29).
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                     Рис. 28.                                                               Рис. 29. 
ГЛАВА 2. ПОСТРОЕНИЕ ГРАФИКА ФУНКЦИЙ

С ПОМОЩЬЮ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

Во многих случаях графики функций могут быть построены путем некоторых преобразований уже известных графиков других функций более простого вида. График функций вида:

y=Af(x+b)+B
может быть получен из графика функций y=f(x) при помощи следующих геометрических преобразований:
1.  а). Осевая симметрия относительно оси 0X;
     б). Осевая симметрия относительно оси 0Y;
     в). Центральная симметрия относительно начала координат точки 0;
2.  а). Параллельный перенос (сдвиг) вдоль оси 0X;
     б). Параллельный перенос (сдвиг) вдоль оси 0Y;
3.  а). Растяжение (или сжатие) по направлению оси 0X;
     б). Растяжение (или сжатие) по направлению оси 0Y.

Отметим, что:

1. а) При осевой симметрии относительно оси 0X точка (x; y) переходит в точку
          (x; -y);
     б) При осевой симметрии относительно оси 0Y точка (x; y) переходит в точку
          (-x; y);
     в) При центральной симметрии относительно начала координат (x; y) переходит в  

          точку (-x; -y);
2   а) При параллельном переносе вдоль оси 0X точка (x; y) переходит в точку
        (x+a; y), где а – некоторое число при этом перенос происходит «вправо», если 
         а>0, и «влево», если а<0;
     б) ) При параллельном переносе вдоль оси 0Y точка (x; y) переходит в точку 
          (x; y+b), где b – некоторое число при этом перенос происходит «вверх», если 
          b>0, и «вниз», если b<0;
3.
а) При растяжении (сжатии) в p раз (p>0, p1) вдоль оси 0X относительно 
         0Y   точка (x; y) переходит в точку (px; y);
     б) При растяжении (сжатии) в q раз (q>0, q1) вдоль оси 0Y относительно 
         0X точка (x; y) переходит в точку (x; qy).
Применительно к графикам функций эти свойства дают те конкретные геометрические преобразования (табл. 1), использование которых позволяет из известного графика функции y =f(x) строить графики других функций (см. рисунки).

   Таблица №1 
	Функция
	Преобразования графика функции у =f(х)

	у =f(х)+А
	Параллельный перенос его вдоль оси ОУ на А единиц вверх, если А>0, и на |А| единиц вниз, если А< 0 (см. рис. 30, 31)

	у =f(х+ а)
	Параллельный перенос его вдоль оси ОХ на а единиц влево, если а>0, и на |а| единиц вправо, если а< 0(см. рис. 32, 33)

	у = k f(х), k>0
	Растяжение его вдоль оси ОУ от оси ОХ в k раз, если k>1, и сжатие в 1/k раз вдоль оси ОУ к оси ОХ, если 0< k< 1(см. рис. 34, 35)

	у = f(kх), k>0
	Сжатие его вдоль оси ОХ к оси ОУ в k раз, если k>1, и растяжение в 1/k раз вдоль оси ОХ от оси ОУ, если 0< k< 1(см. рис. 36, 37)

	у =-f(х)
	Симметричное отражение его относительно оси ОХ (см. рис. 39)

	у =f(-х)
	Симметричное отражение его относительно оси ОУ (см. рис. 38)

	у =|f(х)|
	Часть графика, расположенная ниже оси ОХ, симметрично отражается относительно этой оси, остальная часть остается без изменений (см. рис. 40)

	у =f(|х|)
	Часть графика, расположенная левее оси ОУ исчезает, а расположенная правее оси ОУ остается без изменений, включая точку на оси, правая часть симметрично отражается относительно оси ОУ налево (см. рис. 41)


2.1. Сдвиг вдоль оси ординат
Преобразование у =f(х)   —  у =f(х)+А
Параллельный перенос  графика функции у =f(х) [image: image34.png]
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  вдоль оси ОУ на А единиц вверх, если А>0, и на |А| единиц вниз,   если А< 0 (см. рис. 30, 31).
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                     Рис. 30.                                                                  Рис. 31.
2.2. Сдвиг вдоль оси абсцисс

Преобразование у =f(х)   —  у =f(х+ а)
Параллельный перенос графика функции у =f(х)    вдоль оси ОХ на а единиц влево, если а> 0, и на |а| единиц вправо, если а< 0 (см. рис. 32, 33).
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                       Рис. 32.                                                                     Рис. 33.

2.3. Растяжение и сжатие вдоль оси ординат
Преобразование у =f(х) — у = k f(х)(k > 0, k≠1).
Растяжение графика функции у =f(х) вдоль оси ОУ от оси ОХ в k раз, если
 к > 1, и сжатие в 1/k раз вдоль оси ОУ к оси ОХ, если 0< k< 1 (см. рис. 34, 35).
[image: image40.png]



                                Рис. 34.                                                       Рис. 35.

2.4. Растяжение и сжатие вдоль оси абсцисс

Преобразование у = f(х) — у = f(k х)( k> 0, k≠1).

Сжатие графика функции у =f(х) вдоль оси ОХ к оси ОУ в k раз, если k>1, и растяжение в 1/k раз вдоль оси ОХ от оси ОУ, если 0< k< 1 (см. рис. 36, 37).
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                                 Рис. 36.                                                   Рис. 37.

2.5. Симметричное отражение относительно оси абсцисс
Преобразование у = f(х) — у = - f(х).

Симметричное отражение графика функции у =f(х)  относительно оси ОХ 

(см. рис. 39).
2.6. Симметричное отражение относительно оси ординат

Преобразование у = f(х) — у =  f(-х).

Симметричное отражение графика функции у =f(х)  относительно оси ОУ

(см. рис. 38).
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Рис.38.                                               Рис. 39.
2.7. Модуль функции
Преобразование у = f(х) — у =|f(х)|.

Часть графика, расположенная ниже оси ОХ, симметрично отражается относительно оси ОХ, остальная часть остается без изменений (см. рис.40).

Рис. 40.

2.8. Модуль аргумента

Преобразование у = f(х) — у =f(|х|).
Часть графика у = f(х), расположенная левее оси ОУ исчезает, а расположенная правее оси ОУ остается без изменений, включая точку на оси, правая часть симметрично отражается относительно оси ОУ налево (см. рис. 41).


Рис. 41.
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