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Введение.
«Решение задач ─ практическое искусство, подобное
плаванию, катанию на лыжах или игре на фортепиано;

научиться ему можно, только подражая хорошим

образцам и постоянно практикуясь».

Д.Пойя
В школьном курсе математике в большинстве случаев мы рассматриваем  задачи, которые решаются с использованием уравнений и систем уравнений. Однако на вступительных экзаменах довольно часто предлагаются так называемые текстовые задачи, которые с помощью одних уравнений решить нельзя. Это так называем задачи с неопределёнными условиями. Для решения этих задач необходимо использовать не только уравнения, но и неравенства, системы неравенств, а иногда и некоторые дополнительные условия, явно не указанные в задаче. Задачи такого типа вызвали у меня интерес, который я направила для более широкого и подробного изучения.
Задачи такого типа помогают повысить уровень математического и логического мышления, подготовиться к конкурсному экзамену, полнее развивать творческие способности, а также получить первоначальные навыки исследовательской деятельности.  
Существует много задач, рассчитанных на умение составлять не только уравнения, но и неравенства, и с их помощью получать ответы на поставленные в задачах вопросы. Эти задачи можно назвать «задачами на составление уравнений и неравенств». Рассмотрим и решим задачи на составление уравнений и неравенств, в которых неизвестные величины могут принимать  только целые значения. Эти задачи составлены таким образом, что их однозначное решение находится только при условии существенного использования этого обстоятельства.
В практических задачах часто нужно не просто найти все решения уравнения или неравенства, а требуется ещё выбрать из этих решений самое выгодное. Рассмотрим задачи, в которых неизвестные представляют собой целые числа.
В своей работе я собрала практический материал о текстовых задачах с ограничениями и неравенствами, используя при этом материалы различных источников. Материалы работы выходят за рамки школьной программы и способствуют повышению уровня математической подготовки выпускников.
Задачи с ограничениями.

ЗАДАЧА №1. Трое рабочих должны сделать 80 одинаковых деталей. Известно, что все трое вместе делают за час 20 деталей. К работе приступил сначала первый рабочий. Он сделал 20 деталей, затратив на это более трёх часов. Оставшуюся часть работы выполнили вместе второй и третий рабочие. На всю работу ушло 8 часов. Сколько часов потребовалось бы первому рабочему на всю работу, если бы с начала и до конца он делал её один?

Решение:пустьХ─производительность 1-го рабочего, Y─производительность 2-го рабочего, Z ─производительность 3-го рабочего, тогда из условия 1(Х+Y+Z)=20  (1); [image: image2.png]20/X>3 (2)



; 80-20=60 ─ оставшаяся часть работы, которую выполнили вместе 1-й и 2-й рабочие. Учитывая, что на всю работу ушло 8 часов, составим уравнение: [image: image4.png]60
viz

20

8



(3).

Получили систему двух уравнений и одного неравенства:

[image: image5.png]X+Y +2 =20
20/X>3,
60 20

Yrz X"




Из первого уравнения следует, что Y+Z=20. Подставим выражение (20 ─ Х) во второе уравнение системы и решим его:

[image: image6.png]60X +400—20X—8X(20—X) 0

X(20—X)




ОДЗ: Х[image: image8.png]#0, X+ 20.




400+40Х-160Х+8[image: image10.png]X2




[image: image12.png]8X? — 120X+ 400 =0



 

[image: image14.png]X? —15X+50=0



    

D=25>0, уравнение имеет 2 различных корня:

[image: image16.png]Xy =
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не удовлетворяет условию  [image: image18.png]


 [image: image20.png]


     2[image: image22.png]



[image: image24.png]


удовлетворяет условию [image: image26.png]


 [image: image28.png]


 [image: image30.png]4 >3



,

 Значит, производительность первого рабочего – 5 деталей в час, всего деталей – 80.

[image: image32.png]


  ─ количество часов, необходимых первому рабочему для выполнения всей работы самостоятельно:  [image: image34.png]2 =16



 часов. 

Ответ: 16 часов необходимо первому рабочему для выполнения всей работы самостоятельно.

ЗАДАЧА №2.Совхоз располагает тракторами четырёх марок А, Б, В и Г. Бригада из четырёх тракторов (два трактора марки Б и по одному трактору марок В и Г) производит вспашку поля за два дня. Бригада из двух тракторов марки А и одного трактора марки В тратит на эту работу 3 дня, а три трактора марок А, Б, В – четыре дня. За сколько времени выполнит работу бригада, составленная из четырёх тракторов различных марок?

Решение: примем всю работу за 1; пусть x ─ производительность одного трактора типа А, y ─ типа Б, p ─ типа В, q ─ типа Г. Тогда из условия задачи получаем систему трёх уравнений:

[image: image36.png]2@y+p+aq)
3x+p)=
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              [image: image38.png]2y+p+q=1/2
2x+p=1/3,
x+y+p=1/4.




Сначала нам нужно найти величину [image: image40.png](x+y+p+q



) – производительность бригады из четырёх тракторов различных марок, а [image: image42.png]1
x+y+pEq



 – это время, которое затратит бригада на выполнение работы.

Из второго и третьего уравнений выразим x:

[image: image44.png]1/3-»




     (2)
[image: image46.png]x=1/4—p—y



     (3)

[image: image48.png]1/3-p=2(1/4-p-y)



    
[image: image50.png]1/3—p=1/2-2p—2y




[image: image52.png]p+2y=1/6



 

Подставим выражение [image: image54.png]p+2y=1/6



 в первое уравнение:

( [image: image56.png]p+2y)+q=1/2



        
[image: image58.png]1/6+q=1/2



     
[image: image60.png]q=1/3




Из выражений [image: image62.png]p+2y=1/6



 и [image: image64.png]p+2x=1/3



(второе уравнение системы) выразим [image: image66.png]


: 

[image: image68.png]p=1/6—2y




[image: image70.png]p=1/3—2x



 

[image: image72.png]1/6 -2y =1/3—2x




[image: image74.png]2x—2y=1/6




[image: image76.png]



[image: image78.png]x=1/12+y



.

Подставим выражения [image: image80.png]x=1/12+y,



 [image: image82.png]q=1/3



 [image: image84.png]


в искомое [image: image86.png]X+y+p+q:




[image: image88.png]1/12+ (y+y+p) +1/3



=[image: image90.png]1/12+1/6+1/3=7/12.




Если [image: image92.png]x+y+p+q=7/12



 то [image: image94.png]1 12
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 (дня).

Ответ: бригада, составленная из четырёх тракторов различных марок, выполнит всю работу за [image: image96.png]


 дня.

 ЗАДАЧА №3. Продают 3 куска ткани. Из первого продали половину, из второго [image: image98.png]2/3



, а третий кусок, в котором была [image: image100.png]1/3



 всей ткани, продали весь. Сколько процентов ткани продано, если всего осталось её вдвое меньшее, чем было во втором куске?

Решение: примем количество всей ткани за 1, количество ткани в первом куске ─ [image: image102.png]


, во втором ([image: image104.png]1-1/3-x)—(2/3-x)



, в третьем куске[image: image106.png]-1/3



, тогда продали   [image: image108.png]


 , а осталось [image: image110.png]


 .

Составим уравнение:
[image: image111.png]



[image: image112.png]



[image: image113.png]



[image: image114.png]



[image: image115.png]18x =3




[image: image116.png]ol




значит, [image: image118.png]


  часть всей ткани составляет первый кусок.

2)Зная, что [image: image120.png]


 ,найдём количество проданной ткани:

[image: image122.png]


  или 75% ткани.

Ответ:  75% ткани было продано.

ЗАДАЧА №4. Квартал застроен пятиэтажными и девятиэтажными домами, причём девятиэтажных домов меньше, чем пятиэтажных. Если число девятиэтажных домов увеличить вдвое, то общее число домов станет более 24, а если увеличить вдвое число пятиэтажных домов, то общее число домов станет менее 27. Сколько построено пятиэтажных и сколько девятиэтажных?

Решение: пусть x─количество пятиэтажных домов, y─количество девятиэтажных домов. Составим систему неравенств:

 [image: image124.png]x>y,
x +2y > 24
2x+y <27,




Так как [image: image126.png]x>y



, то [image: image128.png]X + 2y > 3y



  и [image: image130.png]2x+y < 3x



;

получаем:

1).[image: image132.png]{x +2y> 24

x + 2y > 3y,



      [image: image134.png]3y =24



     [image: image136.png]


-девятиэтажных домов;

2).[image: image138.png]{2x+y< 27,
2x+y < 3.



      [image: image140.png]3x =27



     [image: image142.png]


-пятиэтажных домов.

Ответ: 9 пятиэтажных и 8 девятиэтажных домов.

ЗАДАЧА №5. Расстояние между пунктами  А и Б равно 7 км. Два пешехода одновременно вышли навстречу друг другу и встретились раньше, чем через 1 час. Если бы первый шёл вдвое быстрее, чем он шёл на самом деле, а скорость движения второго была бы на 2 км/ч больше его фактической скорости, то к моменту встречи второй прошёл бы большую часть пути. Скорость какого пешехода больше?

Решение: S=7 км, t[image: image144.png]<1



, [image: image146.png](i +v)t=7



 , так как t<1, то  [image: image148.png]v, + v, >7



  (1).

  [image: image150.png]


 ─ часть пути, пройденная первым пешеходом,

  [image: image152.png]


 ─ часть пути, пройденная вторым пешеходом.

Имеем:    [image: image154.png]S, +5,




     [image: image156.png]S, = 2v,t,



     [image: image158.png]S, = (v, + 2)t,



    [image: image160.png]S; <Ss,




[image: image161.png]2v,t < (v, + 2)t




[image: image163.png]20, < v, +2



     (2).

Составим систему неравенств:

 [image: image165.png]{v,+v2>7,
20, <, +2



      

Выразим из обоих уравнений [image: image167.png]


:

  [image: image169.png]{v2>771;,,

v, > 20, — 2,



      [image: image171.png]20, —2=7—v,



,       [image: image173.png]3v, =9



, 
[image: image175.png]v, = 3 (kM/9)




[image: image177.png]3+v,>7



        [image: image179.png]v, > 4.




[image: image181.png]=3,
b

4,
v, >



   значит [image: image183.png]v, > v,




Ответ: скорость второго пешехода больше скорости первого.

ЗАДАЧА №6. Брат и сестра собрали каждый по 40 грибов, из них 52 белых гриба. Сколько белых грибов собрал каждый, если известно, что отношение числа белых грибов к числу остальных грибов у брата в 4 раза больше, чем у сестры?

Решение: пусть [image: image185.png]


число белых грибов у брата, [image: image187.png]


 ─ число остальных грибов у брата, [image: image189.png]


 ─число белых грибов у сестры, [image: image191.png]


─число остальных грибов у сестры, значит [image: image193.png]X+y=p+q=40



,  [image: image195.png]X +p =52



,  [image: image197.png]


.

Составим систему уравнений:

1)[image: image199.png]


      [image: image201.png]


  Подставим это в 4-е уравнение 1-ой системы:

[image: image203.png]__4r
10-x  40-p



     ;          [image: image205.png]4p
40-52+p  40-p




[image: image207.png](52—p)(40 —p) = 4p(p — 12)




[image: image209.png]2080 — 40p — 52p + p?

p? —48p




[image: image211.png]3p?+44p—2080 =0




D=196+24960=26896>0, 

[image: image213.png]Py

44-164

208



 <0 ─ не удовлетворяет условию задачи;

 [image: image215.png]P2

T44+164

120

20



 ─ белых грибов у сестры,

 [image: image217.png]x =52—20 =32



 ─ белых гриба у брата.

Ответ:20 белых грибов у сестры и 32 белых гриба у брата.

Задачи, решаемые с помощью неравенств.
ЗАДАЧА №1. У школьника было 60 рублей. Он решил купить несколько жевательных резинок и на 8 штук больше конфет. В киоске он увидел, что намеченное число резинок стоит 10 рублей, а конфет-90 рублей. Тогда он решил купить столько жевательных резинок, сколько рассчитывал купить конфет, а конфет - сколько резинок. Сколько он купил конфет и жевательных резинок? 
Решение: допустим, школьник хотел купить r жевательных резинок по цене s (десятков рублей) и k конфет по цене c (десятков рублей). Тогда

   rs=1,      kc=9,     k=r+8,     rc+ks≤60, откуда c=9/k, s=1/r.

1) (r+8) c=9   rc+8c=9;

2) rc+(r+8) s≤6   rc+rs+8s≤6   rc+1+8s≤6   rc+8s≤5;

[image: image219.png]{rc+ 8s < 5,



               8c-8s≥4     2c-2s≥1      

2[image: image221.png]%)



-2[image: image223.png])



 [image: image225.png]


                                       

[image: image227.png]r+8



 -[image: image229.png]


  [image: image231.png]


  
18r-2[image: image233.png](r+8)



 -r[image: image235.png](r+8)



 [image: image237.png]


0     18r-2r-16-[image: image239.png]


-8r[image: image241.png]


    -[image: image243.png]


+8r-16[image: image245.png]


  

[image: image247.png]8r+16=<0




  ;

Рассмотрим функцию f[image: image249.png](r)



=[image: image251.png]8r+16




 и найдём её нули:

 [image: image253.png]8r+16=0




 [image: image255.png](r—4)%?=0



    [image: image257.png]


=[image: image259.png]


   k=r+8=4+8=12[image: image261.png]r=4,
k=12




Ответ: 4 жевательные резинки,  12 конфет.
ЗАДАЧА №2. Отец купил каждому из своих сыновей одинаковые комплекты тетрадей – всего 216. Число тонких тетрадей в комплекте больше числа общих тетрадей менее чем на 70. А если число тонких тетрадей уменьшить в 5 раз, то и тогда оно будет превосходить количество общих тетрадей более чем на 10. Сколько в семье детей?
Решение: пусть x-количество общих тетрадей, а 5y-тонких, k-количество детей в семье. Получаем:

[image: image263.png]y—x>10,

5y —x<70,
k(5y+x) =216



 

Оценим величины x, y, 5y+x:
[image: image265.png]


>10+x[image: image267.png]


;    [image: image269.png]Gy—x)+ (—y+x)



<60;     [image: image271.png]


<15;    т.е.

12[image: image273.png]<sy=1l4; 1=sx<y-10<4; 6l<=5y+x=<74




В пределах последнего неравенства имеется единственный делитель числа 216. Это 72, поэтому x=2, 5y=70, k=216/72=3.
Эту задачу также можно решить графически, строя многогранник решений системы двух неравенств.

Ответ: в семье трое сыновей.

ЗАДАЧА №3. На двух шахтах добывается руда: на первой ─ 100 тонн в день, на второй ─ 200 тонн в день. Эту руду можно перерабатывать на двух заводах, причём стоимость перевозок (в у. е.) одной тонны руды видна из таблицы:
                                                1-й завод                              2-й завод  

1-я шахта                                   5                                             4

2-я шахта                                   7                                              5

Известно, что каждый завод может перерабатывать в день не более 250 тонн руды. Сколько руды нужно возить с каждой шахты на каждый завод, чтобы стоимость перевозок была наименьшей?
Решение:  пусть Х-количество руды, перевозимой в день с 1-й шахты на 1-й завод, Y ─ количество руды, перевозимой в день со 2-й шахты на 1-й завод; тогда (100-Х) ─  количество руды, перевозимой в день с 1-й шахты на 2-й завод, (200-Y) – количество руды, перевозимой в день со 2-й шахты на 2-й завод.

Тогда ограничения на Х и Y, налагаемые условиями задачи, записываются так:

[image: image275.png]X=0,
Y=0,
X+Y <250,
X+Y =50,
X <100,
Y < 200;



                        [image: image277.png]0=X<100
0=Y<200
50=X+Y<250



       (I)
Затраты на перевозку составляют:

5Х+7Y+4(100-Х)+5(200-Y)=Х+2Y+1400.
Решения системы неравенств (I) заполняют выпуклый шестиугольник на плоскости (Х;Y) ─ рис 1.                             
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  Рис.1

 
[image: image279.emf] 

  Рис. 2

Нам нужно найти такие точки (Х;Y) шестиугольника, для которых функция  Х +2У+1400 имеет наименьшее значение; 1400-постоянное слагаемое, которое можно отбросить, так что надо найти наименьшее значение Х +2У.

Это нетрудно сделать с помощью графиков. Мы знаем, что множество точек, где Х+2Y=С, ─  прямая линия. На рис.2 изображено несколько таких прямых, и на каждой написано, чему равно Z=Х+2Y на этой прямой (эти прямые называются линиями уровня функции Z=Х+2Y). Из этого рисунка 2 видно, что наименьшее значение функции Z=Х+2Y достигается в точке Х=50, Y=0.
         Итак, самый выгодный план перевозок:

                                            1-й завод                           2-й завод

1-я шахта                           50 тонн                               50 тонн

2-я шахта                             0 тонн                               200 тонн.
 Задача, которую мы решили, типичная задача линейного программирования. В общем виде она выглядит так:

                            Схема линейных неравенств:
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Из всех решений системы нужно выбрать такое, для которого данная линейная функция Y=[image: image283.png]1%y + -+ 61X,



 принимает минимальное значение.

     К такой задаче сводится значительная часть расходов в экономике, связанных с нахождением оптимальных (наилучших) планов и т.д. Конечно, число аргументов n и число уравнений m бывают огромными: порядка нескольких десятков и даже сотен. В нашей задаче n=2, поэтому мы смогли решить её с помощью геометрии. В случае большого количества аргументов для решения этой задачи требуется огромное количество вычислений, так что невозможно обойтись без компьютера.
Заключение

Материал данной работы будет полезен старшеклассникам при подготовке к вступительным экзаменам, так как он выходит за пределы школьной программы. Учителя математики могут использовать материал на элективных курсах. 
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