Экзамен по алгебре в 9 классе (ГИА 9).

Квадратные уравнения с параметром.

Приведённое квадратное уравнение x²+px+q=0 имеет два корня, если D>0.

По теореме Виета x₁*x₂=q; x₁+x₂=-p.

1. Если x₁ и x₂ имеют разные знаки, то q<0.

2. Если x₁ и x₂ имеют одинаковые знаки, то q>0 и -p>0, если корни положительные, и  q>0, -p<0, если оба корня отрицательны.

№1. При каких значениях b уравнение   x²+2(b+1)x+9=0

имеет два различных положительных корня?

            Решение.
x²+2(b+1)x+9=0

    Для того чтобы приведённое квадратное уравнение  x²+2(b+1)x+9=0 имело два различных положительных корня, должны одновременно выполняться следующие условия : D›0 (D- дискриминант), q›0 (x₁*x₂=q), –p › 0 (–p = x₁+x₂).
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     D›0,          D=4(b+1)
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-4*9,

     q›0,                                                                         

     –p›0;


[image: image140.wmf]    4(b+1)²–4*9>0,

    9›0,

    –2(b+1)›0.

1.   4(b+1)²–4*9=4(b²+2b+1)–36=4b²+8b–32,
           4b
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+8b-32>0,

    4b²+8b–32=0,

    b²+2b–8=0,
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b²–4ac,

D=4+32=36,

b₁= [image: image6.png]—2+6




 =2;   b₂= [image: image8.png]


 = -4;         b›2, b‹-4                                                                                                                                                                                 

2.    -2b-2>0;

-2b>2

b< -1.
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3.            b>2,  

[image: image144.wmf]          b<-4,      ( b<-4.

          b< -1.                 

 Ответ: b ‹ -4.  

 №2.       При каких значениях 𝑘 уравнение     x²-4x+(2-𝑘)(2+𝑘)=0       имеет корни разных знаков ?

                            Решение.
Для того чтобы приведенное квадратное уравнение   x²-4x+(2-𝑘)(2+𝑘)=0 имело два различных положительных корня надо, чтобы одновременно выполнялись следующие условия: D›0; q‹0.

[image: image145.wmf]D=16-4(2-𝑘)(2+𝑘);          16-4(2-k)(2+k)>0,
q=(2-𝑘)(2+𝑘);
4-k
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<0.
1.  D=16-4(2-𝑘)(2+𝑘)=16-16+4𝑘²=4𝑘²;

4𝑘²›0   при  k(0.
2. q=4-𝑘²;

     4-𝑘²‹ 0;

      -𝑘²‹-4;

       |𝑘|›2.

        𝑘›2;   𝑘‹-2.

          𝑘›2,
        𝑘‹-2,         ⤇             𝑘›2;
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Ответ:  k<-2, k>2 .  

№3. При каких значениях a корни уравнения

x²-2ax+(a+1)(a-1)=0       принадлежат промежутку [-5;5]?

   Решение.
Для того, чтобы квадратное  уравнение  x²-2ax+(a+1)(a-1)=0  имело два корня, необходимо,чтобы  выполнялось условие D>0.
D=4a²-4(a²-1) =4 > 0.

Найдем корни уравнения :

x₁ = [image: image12.png]


,  x₂ = [image: image14.png]


.

  По условию корни должны принадлежать числовому отрезку  [-5 ; 5].

[image: image146.wmf]1

 -5≤a+1≤5,             

 -5≤a-1≤5;


[image: image147.wmf] -6≤a≤4,           

 -4≤a≤6,    (   -4 ≤ a ≤ 4.

Ответ:  -4≤a≤4. 
                                                                                                                                                              №4.При каких значениях a один корень квадратного уравнения        

            x2-(a+1)x+2a2=0 больше 
[image: image15.wmf]2

1

, а другой меньше 
[image: image16.wmf]2

1

?

Решение.

Рассмотрим функцию:

y=x2-(a+1)x+2a2
Графиком этой функции является парабола, ветви которой направлены вверх. По условию задачи уравнение имеет два различных корня, а значит, парабола пересекает ось Ох в двух точках, одна из которых левее 
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, а другая правее
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.

Такое положение точек возможно, если у (
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) < 0 (рис.1).
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D=4+32=36                                                                            
a1=
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  (рис.2).
Ответ:(-0,25; 0,5).  

                                                                                                                                            №5. При каких значениях a число 1 находится между корнями квадратного трехчлена x2+(a+1)x-a2 ?

Решение.

Рассмотрим функцию:

y=x2+ (a+1) x-a2

Графиком этой функции является парабола, ветви которой направлены вверх. По условию задачи уравнение имеет два различных корня, а значит, парабола пересекает ось Ох в двух точках, одна из которых левее 1, а другая правее 1.

Такое положение точек возможно, если  y (1) < 0 (см.рис.1) .                                     y (1)=1+a+1-a2=-a2+a+2.
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-a2+a+2<0, y<0
a
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-a-2>0, y>0
a2-a-2=0D=1+8=9

a1=
[image: image32.wmf]2

2

3

1

=

+

              
a2=
[image: image33.wmf]2

3

1

-

= -1

При a<-1 и a>2 , (рис.2) .
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№6.При каком значении m сумма квадратов корней уравнения             

      x2+(2-m)x-m-3=0 минимальна?

Решение.

x2+(2
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1)При D>0 уравнение имеет два корня.

D=(2-m)2+4(m+3)=4-4m+m2+4m+12=m2+16

m2+16>0 при любых значениях m.

Так как D>0, то исходное уравнение имеет два различных корня.

2)По теореме Виета
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 EMBED Equation.3  [image: image45.wmf]
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[image: image46.wmf]10

2

+

-

m


4) Пусть y= m2 
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Графиком этой функции является парабола, ветви которой направлены вверх и своё наименьшее значение она принимает в вершине.
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+ bx+c=0)
m=1

Ответ: m=1. 
№7. При каких значениях  р  система
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                             Решение.

[image: image51.wmf]î

í

ì

=

-

=

2

x

4p

x

p

y



[image: image52.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

-

=

4

x

y

x

p

y

2


[image: image152.wmf]1

 
[image: image53.wmf]4

x

2

= p – x   
x  4

x
[image: image54.wmf]2

= 4p – 4x
x
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+ 4x – 4p = 0 

Данная система не имеет решений, если квадратное уравнение

не имеет корней, при D < 0.  

16 – 4(-4p) < 0

16 + 16p < 0

16p < -16

p < -1

При значении p < -1,  данная система не имеет решений. 

Ответ: p < -1.

№8. При каких значениях b система      
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 имеет единственное решение?

                Решение.
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 EMBED Equation.3  [image: image63.wmf]  2y
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- 2by + b
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- 9 = 0

 Данная система имеет единственное решение, если квадратное

 уравнение имеет один корень, при D = 0.

        4b
[image: image66.wmf]2

- 8(b
[image: image67.wmf]2

- 9) = 0        

        4b
[image: image68.wmf]2

- 8b
[image: image69.wmf]2

+ 72 = 0

        -4b
[image: image70.wmf]2

= -72

         b
[image: image71.wmf]2

= 18 

         b = 
[image: image72.wmf]±



 EMBED Equation.3  [image: image73.wmf]18
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  При b = 
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 система имеет единственное решение.

  Ответ: 
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2 способ:  

  Запишем данную систему в другом виде:      
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 Графиком первого уравнения системы является окружность с центром в начале координат и радиусом, равным 3. Графиком второго уравнения является прямая, параллельная биссектрисе 2-го и 4-го координатных углов y = -x . Эта прямая пересекает ось ординат в точке (0;b) и наклонена к оси абсцисс под углом в 135
[image: image81.wmf]0

   ( 90 + 45 = 135), а смежный с ним угол равен 45
[image: image82.wmf]0

. Данная в условии система имеет единственное решение в том случае, когда прямая y = -x + b будет являться касательной  к окружности.

 Построим графики данных уравнений (рис.3).
[image: image83.jpg]


рис.3
Применим знания полученные в геометрии. Радиус OB перпендикулярен касательной AB. Рассмотрим 
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 EMBED Equation.3  [image: image88.wmf]Þ

AB = OB = r = 3. По теореме 

Пифагора найдем гипотенузу OA = 
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. OC = OA.

Значит, b = 
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Ответ: 
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№9. При каких отрицательных значениях а система 
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        имеет два решения?
                               Решение.
1 способ:
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 – 4x + ( 1 – a 
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) > 0 

 Данная система имеет 2 решения, если квадратное уравнение имеет

 2 корня, при D > 0.                                          

 16 – 20( 1 – a
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 ) > 0

  16 – 20 + 20a
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> 0                                                              
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 EMBED Equation.3  [image: image113.wmf]5
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рис.4
a < - 
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 (рис.4).
По условию a < 0, значит, a < - 
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.
Ответ: a < - 
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Запишем данную систему в другом виде:  
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,  r = | a | ;

Графиком 1-го уравнения является окружность с радиусом a . 

А графиком 2-го уравнения является прямая y = -2x + 1.

Окружность имеет с прямой 1 общую точку, если прямая является касательной, т.е. OC = r (рис.5).
[image: image153.wmf]рис.5

 Прямая пересекает окружность в 2 точках,если   r > ОС.(рис.6).Рассмотрим этот случай.                                                                               
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 рис.6
Применим знания полученные в геометрии.
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OAB : по теореме Пифагора

AB = 
[image: image125.wmf]2

OB

AO

+

2

= 
[image: image126.wmf]4

1

1

+

= 
[image: image127.wmf]2

5


S
[image: image128.wmf]ABC

= 
[image: image129.wmf]2

OB

AO

×

= 
[image: image130.wmf]2

OC

AB

×


AB · OB = AB · OC

1· 
[image: image131.wmf]2

1

 = 
[image: image132.wmf]2

5

· OC
OC = 
[image: image133.wmf]5

1

= 
[image: image134.wmf]5

5


Так как r = | a | и r > OC, то | a | > 
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Так как по условию a < 0, то a < - 
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Ответ: a < - 
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K<-2, k>2.
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