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Елово, 2008
Общая информация

С древнейших времен наши представления о красоте связаны с симметрией. Наверное, этим объясняется интерес человека к многогранникам - удивительным символам симметрии, привлекавшим внимание выдающихся мыслителей.

Многогранником называется тело, граница которого является объединением конечного числа многоугольников. 

Первые упоминания о многогранниках известны еще за три тысячи лет до нашей эры в Египте и Вавилоне. Но теория многогранников является и современным разделом математики. Она тесно связана с топологией, теорией графов, имеет большое значение как для теоретических исследований по геометрии, так и для практических приложений в других разделах математики, например, в алгебре, теории чисел, прикладной математики - линейном программировании, теории оптимального управления.

Многогранники имеют красивые формы, например, правильные, полуправильные и звездчатые многогранники. Они обладают богатой историей, которая связана с именами таких ученых, как Пифагор, Евклид, Архимед. Многогранники выделяются необычными свойствами, самое яркое из которых формулируется в теореме Эйлера о числе граней, вершин и ребер выпуклого многогранника: для любого выпуклого многогранника справедливо соотношение Г+В-Р=2, где Г-число граней, В-число вершин, Р-число ребер данного многогранника. Теорему Эйлера историки математики называют первой теоремой топологии - крупного раздела современной математики.

История правильных многогранников уходит в глубокую древность. Одной из первых и самых известных школ была Пифагорейская, названная в честь своего основателя Пифагора. Отличительным знаком пифагорейцев была пентаграмма, на языке математики – это правильный невыпуклый   или звездчатый пятиугольник. Пентаграмме присваивалось способность защищать человека от злых духов. Правильными многогранниками занимались Пифагор и его ученики. Их поражала красота, совершенство, гармония этих фигур. Пифагорейцы считали правильные многогранники божественными фигурами и использовали в своих философских сочинениях.  Первоосновам бытия - огню, земле, воздуху, воде придавалась форма соответственно тетраэдра, куба, октаэдра, икосаэдра, а вся Вселенная имела форму додекаэдра. Позже учение пифагорейцев о правильных многогранниках изложил в своих трудах другой древнегреческий ученый, философ - идеалист Платон. С тех пор правильные многогранники стали называться платоновыми телами.

В эпоху Возрождения большой интерес к формам правильных многогранников проявили скульпторы,  архитекторы, художники. Леонардо да  Винчи (1452 -1519) например, увлекался теорией многогранников и часто изображал их на своих полотнах. Он  проиллюстрировал правильными и полуправильными многогранниками книгу Монаха Луки Пачоли  «О божественной пропорции».

Ученые еще в эпоху Возрождения сравнивали правильные многогранники со строением Вселенной. Например Иоганн Иоганн Кеплер с большей или меньшей точностью разместил между сферами, содержащими орбиты шести известных планет, правильные многогранники таким образом, что каждый был описан около меньшей сферы и вписан в большую, Имя Кеплера в геометрии прославлено открытием двух из четырех правильных звездных тел. Два других в 1809 г. нашел француз Луи Пуансо.

Но есть и такие многогранники, у которых все многогранные углы равны, а грани - правильные, но разноименные правильные многоугольники. Многогранники такого типа называются равноугольно полуправильными многогранниками. Впервые многогранники такого типа открыл Архимед. Им подробно описаны 13 многогранников, которые позже в честь великого ученого были названы телами Архимеда. 
Кроме полуправильных многогранников из правильных многогранников - Платоновых тел, можно получить так называемые правильные звездчатые многогранники. Их всего четыре, они называются также телами Кеплера-Пуансо. Кеплер открыл малый додекаэдр, названный им колючим или ежом, и большой додекаэдр. Пуансо открыл два других правильных звездчатых многогранника, двойственных соответственно первым двум: большой звездчатый додекаэдр и большой икосаэдр.

Правильные многогранники
Ни одни геометрические тела не обладают таким совершенством и красотой, как правильные многогранники. «Правильных многогранников вызывающе мало», - написал когда-то Л. Кэрролл, -  но этот весьма скромный по численности отряд сумел пробраться в самые глубины различных наук».

Дадим определение правильного многогранника: правильным многогранником является выпуклый многогранник, у которого двугранные углы при всех вершинах равны между собой, а грани являются равными правильными многоугольники. Можно также доказать, что в каждой из вершин правильного многогранника сходится одно и то же число граней и одно и то же число ребер. 

Существует пять видов правильных многогранников тетраэдр, гексаэдр (куб), октаэдр, додекаэдр, икосаэдр. Почему правильные многогранники получили такие имена? Это связано с числом их граней. Тетраэдр имеет 4 грани, в переводе с греческого "тетра" - четыре, "эдрон" - грань. Гексаэдр (куб) имеет 6 граней, "гекса" - шесть; октаэдр - восьмигранник, "окто" - восемь; додекаэдр - двенадцатигранник, "додека" - двенадцать; икосаэдр имеет 20 граней, "икоси" - двадцать. 

Грани тетраэдра, октаэдра и икосаэдра – правильные треугольники, куба - квадраты, додекаэдра – правильные пятиугольники. 

Куб – «родитель» правильных многогранников
И. Кеплер (1571 – 1630) написал этюд «О снежинке», в котором высказал такое замечание: «Среди правильных тел самое первое, начало и родитель остальных – куб, а его, если позволительно так сказать, супруга – октаэдр, ибо у октаэдра столько углов, сколько у куба граней». Иоганн Кеплер называл куб "родителем" всех правильных многогранников. На основе куба можно построить все другие виды правильных многогранников. 

Вершинами октаэдра являются центры граней куба, а если провести в противоположных гранях куба скрещивающиеся диагонали, то их концы окажутся вершинами тетраэдра. Полученные многоугольники оказываются действительно правильные, так как их грани – правильные треугольники. Это следует из того, что при повороте куба ребро многогранника можно перевести в любое другое. 

Для построения икосаэдра необходимо на каждой грани куба построить отрезок длиной x, причем так, чтобы он был обязательно параллелен двум сторонам своей грани и перпендикулярен таким же отрезкам на соседних гранях. И учитывать то, что середина должна совпадать с центром грани. Соединив концы этих отрезков, получим двадцатигранник, грани которого – треугольники, и при каждой вершине их пять. 

Додекаэдр из икосаэдра получают так же из куба, путем соединяя середины смежных граней икосаэдра. Общее количество подобных пятиугольников числено равняется 12. 

Полуправильные многогранники
Полуправильный многогранник (Polyèdre-semi-ré gulier). — Такие многогранники разделяются на два рода. Архимедовы тела, или Полуправильный многогранник многогранники первого рода, имеют гранями правильные многоугольники, причем все грани с одинаковым числом сторон равны между собою; многогранные углы их либо равны, либо симметричны. Второго рода Полуправильный многогранник многогранники имеют одинаковые и равные грани и правильные, многогранные углы. В каждом Полуправильный многогранник многограннике первого рода ребра равны между собою, вершины трехгранные, четырехгранные или пятигранные. В каждом Полуправильный многогранник многограннике второго рода все двугранные углы равны между собою, грани же суть треугольники, четырехугольники или пятиугольники. 

Эти многогранники были впервые рассмотрены в недошедшем до нас сочинении Архимеда в 111 в. до н. э.. Его работа дошла до нас только через сочинения других авторов. Все эти многогранники были вновь открыты и описаны в эпоху Ренессанса. Известный немецкий астроном и математик Иоганн Кеплер (1571 — 1630) в книге «Гармония мира» в 1619 г. полностью восстановил потерянную информацию о них.

Полуправильные многогранники, многогранники, все грани которых суть правильные многоугольники нескольких разных наименований, а многогранные углы при вершинах конгруэнтны. Существует 13 определённых типов Полуправильные многогранники и две бесконечные серии.

Несмотря на то, что названия многогранников не идеальны, в них есть определенная логика. Они были созданы на основе кеплеровской латинской терминологии.

Это усеченный тетраэдр, усеченный октаэдр, усеченный икосаэдр, усеченный куб, усеченный додекаэдр, кубооктаэдр, икосододекаэдр, усеченный кубооктаэдр усеченный икосододекаэдр, ромбокубооктаэдр, ромбоикосододекаэдр, "плосконосый" (курносый) куб, "плосконосый" (курносый) додекаэдр.
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Термин "усеченный" означает, что многогранник был получен в процессе отсечения от правильного многогранника правильных пирамид с вершинами, лежащими на ребрах и в вершине многогранника (например, на рисунке внизу из куба был получен усеченный куб).

Усечение добавляет новые грани для каждой существующей вершины и превращает существующие n-угольники в 2n-угольники (например, квадраты - в восьмиугольники). Перечислим все многогранники, полученные усечением: усеченный тетраэдр, усеченный октаэдр, усеченный куб, усеченный икосаэдр, усеченный додекаэдр. Если возможно отсечь углы на такую глубину, которая превращает все грани в правильные многоугольники, что обычно подразумевается, то получится полуправильный многогранник.  13 тел, полученных при усечении правильных многогранников и два бесконечных ряда правильных призм и антипризм с равными ребрами можно связать со знаменитым ученым, имя которого всем известно – Архимед. 

Термин "курносый" означает, что каждую грань многогранника окружили треугольниками или, что каждое ребро заменили парой треугольников, а в каждой вершине добавили еще один многоугольник. Примером может служить курносый куб. Он может быть получен из куба, как видно, четырехугольные грани повернуты, а вместо вершин вставлены треугольники. Если получать курносый куб из октаэдра, то вместо вершин будут вставлены четырехугольники. Получить одну и ту же фигуру из разных многогранников можно за счет свойства двойственности (вершины одного многогранника являются центрами граней другого). Благодаря свойству двойственности существует еще два полуправильных многогранника: кубооктаэдр и икосододекаэдр. Как следует из их названий, каждый из этих многогранников имеет нечто общее с каждым из пары двойственных правильных многогранников. Их получают также как и усеченные архимедовы тела, отсечением пирамид, но количество сторон в каждой грани при этом остается прежним. Например, кубооктаэдр можно получить и из куба, и из октаэдра, если соединить середины ребер. 

У кубооктаэдра 6 квадратных граней, остальные 8 граней — правильные треугольники. В каждую вершину сходятся два квадрата и два треугольника. Форму кубооктаэдра имеет кристалл аргентита (Ag2S). 

Труднее получить оставшиеся четыре Архимедовых тела: ромбокубооктаэдр, ромбоикосододекаэдр, ромбоусеченный куб, ромбоусеченный додекаэдр (у некоторых авторов названия отличаются, это связано с переводами на русский язык оригинальных латинских названий). Эти многогранники можно вписать в платоновы тела, являющиеся их прооборазами, но получить их простым усечением нельзя.

Существует и еще один многогранник - четырнадцатый, - который некоторые ученые причисляют к полуправильным многогранникам, а некоторые - нет. Он называется псевдоромбокубооктаэдр, который получается из ромбокубооктаэдра поворотом его верхней восьмиугольной «крышки» на 45 градусов по оси –     открыл Миллер в 1930 г. и независимо от него В.   Г.   Ашкинузе   и   Л.    Есаулова. Оба советских математика получили свои результаты независимо друг от друга и от Миллера.

Спорный вопрос заключается в том, что в нем нарушена симметрия, поэтому он не соответствует некоторым определениям полуправильных многогранников. псевдоромбокубооктаэдр, у которого нижняя восьмигранная чаша повернута на 45 градусов относительно такой же восьмигранной чаши в ромбокубооктаэдре (за счет этого поворота теряется несколько осей симметрии и поэтому некоторые ученые считают, что этот многогранник уже не является полуправильным).
	Название многогранника
	Количество 
	Рисунок

	
	граней
	вершин
	рёбер
	

	Усечённый тетраэдр






	4 треугольника

4 шестиугольника


	12
	18
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	Усечённый куб




	8 треугольников

6 восьмиугольников


	24
	36
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	Усечённый октаэдр





	6 квадратов

8 шестиугольников


	24
	36
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	Усечённый додекаэдр




	20 треугольников

12 десятиугольников


	60
	90
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	Усечённый икосаэдр





	12 пятиугольников

20 шестиугольников


	60
	90
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	Кубооктаэдр 
	8 треугольников

6 квадратов


	12
	24
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	Ромбокубооктаэдр 
	8 треугольников

18 квадратов


	24
	48
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	Ромбоусечённый кубоктаэдр
	12 квадратов

8 шестиугольников

6 восьмиугольников


	48
	72
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	Икосододекаэдр
	20 треугольников

12 пятиугольников


	30
	60
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	Ромбоикосододекаэдр 
	20 треугольников

30 квадратов

12 пятиугольников


	60
	120
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	Ромбоусечённый икосододекаэдр
	30 квадратов

20 шестиугольников

12 десятиугольников


	120
	180
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	Курносый куб
	32 треугольника

6 квадратов


	24
	60
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	Курносый додекаэдр
	80 треугольников

12 пятиугольников


	60
	150
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	Псевдоромбокубооктаэдр
	8 треугольников
18 квадратов
	24
	40
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