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1. Введение
Жизнь хороша тем, 
что в ней можно 
заниматься математикой. 
(Леонард Эйлер)

В настоящее время на занятиях по математике в математических классах общеобразовательных школ, гимназий и лицеев все большее внимание уделяется изучению нестандартных методов решения уравнений и неравенств из различных разделов математики. В известной степени это вызвано тем, что в последние годы имеет место устойчивая тенденция к усложнению заданий, предлагаемых на вступительных экзаменах по математике в ведущих высших учебных заведениях страны. Следовательно,  незнание и непонимание таких методов существенно уменьшает область успешно решаемых задач по математике.
Усложнение конкурсных задач по математике стимулирует появление новых,  оригинальных, нестандартных подходов к решению математических задач. Применение нестандартных методов решения задач по математике требует от старшеклассников и абитуриентов нетрадиционного мышления, необычных рассуждений. Значит, знание нестандартных методов и приемов решения задач способствует развитию у старшеклассников нешаблонного мышления, которое можно успешно применять и в других сферах человеческой деятельности.
К числу нестандартных относятся и методы решения задач, которые содержат целые и дробные части действительных чисел. В программе школьной математики методы решения таких задач не изучаются. Учитывая высокую планку подготовленности, необходимую для поступления в престижный ВУЗ, сильную конкуренцию и возможность предоставления задач данного типа на экзаменах, для своего реферата я выбрала тему: «Целая и дробная части числа». И считаю эту тему интересной, познавательной и необходимой к изучению. 
Работая над темой, я составила для себя план:

Объект исследования: методы решения задач, содержащих целую и дробную части числа.

Цель исследования: создать более полное представление о методах решения задач, содержащих целую и дробную части числа, и научиться решать задачи данными методами.

Задачи:

1. проанализировать литературу по данной теме и систематизировать задачи по видам;

2. раскрыть методы решения таких задач;

3. провести практикум по решению задач;

4. выяснить эффективность решения задач данными методами.

Методы:

1. изучение теории и применение при решении задач;

2. анализ решений различных задач указанными методами;

3. самостоятельное решение задач данными методами.

Практическая значимость: применение представленных в работе методов для решения задач на вступительных экзаменах в ВУЗы, на олимпиадах по математике.  

Глава 1. Целая и дробная части числа

1.1. Определения целой и дробной частей действительного числа х

Начнем с определений и простейших свойств этих функций.

Определение: Целой частью действительного числа х называется наибольшее целое число n, такое, что n≤х. Обозначается целая часть действительного числа х символом [х] или Е(х).
Символ [х] был введен немецким математиком К.Гауссом (1771 - 1855) в

1808 г. для обозначения целой части числа х. Соответствие х→[х] называется

также функцией антье (от французского слова Entier - “целый”) и обозначается Е(х). Этот знак предложил в 1798 г. французский математик А.Лежандр (1752 - 1833). 

Примеры: [5]=5; [-6]=-6; [1,7]=1; [7,2]=7; [-2,3]=-3; [-7,9]=-8; [0]=0; [√5]=2; [π]=3. 

Из определения следует основное неравенство для целой части числа:

[х]≤х<[х]+1.
Целая часть числа обладает рядом важных свойств:

1. если р - целое число, то [х+р]=[х]+р;
2. для любых целых чисел х, у справедливо [х+у]≥[х]+[у];
3. если [х]=[у], то [x-y]<1;
4. если n - целое число, то 
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;
5. для любого действительного числа х справедливо: [[x]]=[x];
6. если х<у, то [х]≤[у].
Определение: Дробной частью действительного числа х называется величина х-[х] и обозначается {х}. 

Примеры: {0}=0; {0,5}=0,5; {tg¼}=0; {5,8}=5,8-[5,8]=5,8-5=0,8;

{-0,2}=-0,2-[-0,2]=1-0,2=0,8; {-2,3}=-2,3-[-2,3]=3-2,3=0,7.
Из определения дробной части действительного числа следует равенство: х=[х]+{х}. Так как [х]≤х<[х]+1, то 0≤x-[х]<1, 
т.е. 0≤{х}<1. 
Данное неравенство называется основным неравенством для дробной части числа. 

Понятия целой и дробной частей числа естественно возникают в различных задачах анализа. Эти понятия позволяют компактно записывать некоторые результаты, избегая ненужного многословия. Так, например, количество чисел ряда 1, 2, 3, ... n, делящихся на простое число p, равно [
[image: image5.wmf]p

n

], а количество чисел выше упомянутого ряда, делящихся на p
[image: image6.wmf]s

, где p - простое число, а s – натуральное число, есть величина, равная [
[image: image7.wmf]s
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]. 
Отметим свойства функций целой и дробной частей у=[х] и у={х}, а
также рассмотрим их графики.
1.2. Функция целой части действительного числа у=[х], её

свойства и график
Функция целой части действительного числа имеет вид у=[х]. 

График функции строится непосредственно по точкам, исходя из определения целой части числа, (рис.1).
у=[х]
[image: image8.png]



Рис.1

Простейшие свойства функции у=[х]:
1. Функция имеет смысл для всех значений переменной х, что следует из
определения целой части числа. Следовательно, областью определения функции у=[х] будет являться множество всех действительных чисел R.

D([х])=R. 

2. Область значений функции у=[х] есть множество всех целых чисел Z.       

E([x])=Z.

3. Функция ни четная, ни нечетная. Область определения функции

симметрична относительно начала координат, но если [х]=а, то [-х]=-(а+1), т.е. не выполняется ни условие четности – f(-x)=f(x), ни условие нечетности – f(-x)=-f(x). => Если х - нецелое действительное число, то справедливо следующее равенство: 
[-х]=-[х]-1.

4. Функция у = [х] непериодическая. Для любого целого числа n и любого

действительного числа х выполняется равенство:

[х + n]=[х] + n.

5. Нули функции у=[х]: у=0 при 0≤х<1.

6. Промежутки знакопостоянства: у<0 при х<0,
 у>0 при х≥1.
7. Функция у=[х] неубывающая, т.е. для любых x
[image: image9.wmf]1

 и х
[image: image10.wmf]2

 из R таких, что x
[image: image11.wmf]1

≤ х
[image: image12.wmf]2

, имеет место неравенство [x
[image: image13.wmf]1

]≤[ х
[image: image14.wmf]2

]. <=> Функция у=[х] кусочно-постоянная.

8. Так как функция у=[х] постоянна на каждом интервале [n; n+1), то 
она не принимает наибольшего и наименьшего значений на области определения.

9. Функция у=[х] неограниченна, так как множество значений функции – все целые числа.

10. Функция у=[х] разрывна. Все целые значения х – точки разрыва первого рода с конечным скачком равным 1. В каждой точке разрыва имеется

непрерывность справа. Для любого действительного числа х верно соотношение: [х]≤х<[х]+1, причем равенство [х]=х достигается тогда и только тогда, когда х – целое число, т.e. x
[image: image15.wmf]Î

Z. 

11. Точек экстремума функция не имеет, так как не меняет характер
монотонности.

1.3. Функция дробной части действительного числа у={х}, её

свойства и график

Функция дробной части действительного числа имеет вид у={х}.
График функции строится непосредственно по точкам, исходя из определения дробной части числа, (рис.2).

у={х}
[image: image16.png]



Рис.2

Простейшие свойства функции у={х}:

1. Функция имеет смысл для всех значений переменной х, что следует из

определения дробной части числа. Следовательно, областью определения

функции у={х} будет являться множество всех действительных чисел R.

D({x})=R.

2. Область значений функции у={х} есть интервал [0;1). 
Е({х})=[0;1).

3. Функция ни четная, ни нечетная. Область определения функции

симметрична относительно начала координат, но не выполняется ни условие четности – f(-x)=f(x), ни условие нечетности – f(-x)=-f(x). => Если х - нецелое
действительное число, то справедливо равенство: 
{-х}=1-{х}.

4. Для любого целого числа n и любого действительного числа x выполняется равенство: 

{х + n}={x}. => 
Функция у={х} периодическая с основным периодом Т=1.

5. Функция у={х} обращается в 0 при всех целых значениях х, что следует из определения функции. То есть нулями функции будут все целочисленные значения аргумента. 
y=0 при x
[image: image17.wmf]Î

Z.

6. Функция у={х} на всей области определения принимает только

положительные значения.

7. Функция строго возрастающая на каждом интервале [n; n+1), где n – целое число.

8. Учитывая свойства (7) и (10), функция у={х} на каждом интервале

[n; n+1), где n – целое число, принимает минимальное значение в точке n.

9. Функция у={х} ограничена, т.е. для любого действительного числа х имеет место соотношение: 0≤{х}<1.

10. Функция у={х} непрерывна на каждом интервале [n; n+1), где n – целое

число, в каждой точке n функция терпит разрыв первого рода. Скачок равен 1.

11. Точек экстремума функция не имеет, так как не меняет характер

монотонности.
Следствие 1. Для действительных чисел х и у имеют место следующие

соотношения:

[x+y]=[x]+[y]+[{x}+{y}],
 {х+у}={х}+{у}-[{х}+{у}]. 

Следствие 2. Для любых целых чисел k, n, m, где n≠0 и m≠0 и для любого действительного числа х выполняются следующие равенства: 
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Глава 2. Методы решения задач, содержащих целую и дробную
части числа
Имея существующее множество задач, содержащих целую и дробную части числа, необходимо точно определять вид задания, чтобы правильно подобрать метод решения. Проанализировав используемую мною литературу, я определила для себя следующую систематизацию задач:

1) Уравнения, содержащие целую и дробную части числа;

2) Неравенства, содержащие целую и дробную части числа;

3) Уравнения и неравенства, основывающиеся на схожих свойствах или

признаках;

4) Уравнения и неравенства с модулем;

5) Текстовые задачи, содержащие функции целой и дробной частей числа;

6) Математическая смесь на тему целой и дробной частей числа.

2.1. Решение уравнений, содержащих целую и дробную части числа

Абстрактное познание сложных явлений предполагает познание интуитивное, которое хорошо проявляет себя при исследовании отдельных единичных вещей. Поэтому, прежде чем рассматривать задачи в более общей постановке, рассмотрим подходящие этому случаю элементарные примеры. 
2.1.1. Решение уравнений вида k[x]=x, где k
[image: image20.wmf]Î

R, использование

соответствующего алгоритма решения и возможная ошибка
По мнению английского писателя и философа Томаса Карлейля, самая большая ошибка – полагать, что ты никогда не ошибаешься. В то же время боязнь допустить ошибку ограничивает человека в свободе, которая, как справедливо заметил выдающийся французский математик Анри Пуанкаре, важна для науки так же, как воздух для живого существа. Китайский мудрец Конфуций сказал: «Лишь та ошибка, что не исправляется”. 

Боязнь ошибки может привести к страху перед обучением и новым знанием. Более того, ошибки могут оказаться весьма полезными, например, в

исследовательской работе. Знаменитый современный французский математик Александр Гротендик говорил, что бояться ошибки – по сути то же, что бояться истины. Если кто-нибудь будет отчаянно цепляться за хорошо известное, то он не сможет сделать свое, пусть малое, но зато открытие. 

На примере уравнений вида k[х]=х рассмотрим некоторые рекомендации, позволяющие избежать типичной ошибки (Пример 1), возникающие при решении задач с целой и дробной частью числа. Цель этих рекомендаций - не просто указать и исправить ошибку, но и помочь выявить причины её возникновения. 
При решении уравнений вида k[х]=х, где k
[image: image21.wmf]Î

R, относительно неизвестного действительного числа х в некоторых случаях полезно использовать следующий алгоритм:

1. Если k=0, то единственным решением уравнения k[x]=x является х=0.

2. Если k≠0, то делим обе части уравнения на k, т.е. на коэффициент при [х]. В результате получаем [x]=
[image: image22.wmf]k
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3. По определению целой части числа 
[image: image23.wmf]k
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[image: image24.wmf]Î

Z, т.е. 
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=n, где n
[image: image26.wmf]Î

Z. Из этого следует, что х=kn.

4. Подставляя выражение для [х] из равенства х=[х]+{х} в левую часть

уравнения [х]= 
[image: image27.wmf]k

x

, получим х-{х}=
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x

, откуда находим {x}=
[image: image29.wmf]x
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5. Так как область значений {х} есть полуинтервал [0;1), то 
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 [0;1), что равносильно системе неравенств: 
[image: image32.wmf]ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

<

-

³

-

,

1

1

1

;

0

1

1

x

k

x

k


решая которую, с учетом того, что x=kn, n
[image: image33.wmf]Î

Z, получим решение исходного

уравнения. 

Замечание. Решая уравнение k[x]=x, нe рекомендуется оставлять коэффициент k при [х], так как это может стать причиной ошибки. 

Пример 1. Решите уравнение 2[х]=х. 
Решение. Рассуждаем следующим образом. Так как [х] есть целое число, т.е. [x]
[image: image34.wmf]Î

Z, тогда и 2[х]
[image: image35.wmf]Î

Z. В силу того, что 2[х]=х, имеем x
[image: image36.wmf]Î

Z. Подставив выражение для [х] из равенства х=[х]+{х} в исходное уравнение, получим 2(х-{х})=х, откуда {х}=
[image: image37.wmf]2

x

. Так как {х}
[image: image38.wmf]Î

[0;l), то 
[image: image39.wmf]2

x


[image: image40.wmf]Î

[0;1), т.е. х
[image: image41.wmf]Î

[0; 2). Учитывая, что x
[image: image42.wmf]Î

Z, получаем решения исходного уравнения х=0, х=1. 

Однако очевидно, что х=1 не является корнем уравнения 2[х]=х. Таким

образом, в рассуждениях допущена ошибка. Она состоит в том, что 2[х]  – четное число или 0, а так как х=2[х], то х – четное число. Следовательно, х=1 не является решением исходного уравнения. 

Этой ошибки можно избежать, если решать уравнение по приведенному выше алгоритму. Действительно, так как 2≠0, то делим обе части уравнения 2[х]=х на 2. В результате получаем [х]=
[image: image43.wmf]2

x

. По определению целой части числа 
[image: image44.wmf]2

x


[image: image45.wmf]Î

Z, т.е. 
[image: image46.wmf]2

x

=n, n
[image: image47.wmf]Î

Z, откуда x=2n. Подставляя [х]=х-{х} в левую часть уравнения [х]=
[image: image48.wmf]2

x

, получаем х-{х}=
[image: image49.wmf]2

x

, откуда {х}=
[image: image50.wmf]2

x

. Так как область значений {х} есть полуинтервал [0;1), то 
[image: image51.wmf]2

x


[image: image52.wmf]Î

[0;l), т.е. х
[image: image53.wmf]Î

[0;2). Учитывая, что х=2n, n
[image: image54.wmf]Î

Z, получаем

решение исходного уравнения х=0. 

Ответ: х
[image: image55.wmf]Î

{0}. 

Итак, мы показали, что принцип экономии мышления диктует
рассмотрение задач в системе, уберегая нас от возможных ошибок.
2.1.2. Решение уравнений вида k{x}=x, k
[image: image56.wmf]Î

R, применение рекомендуемого

алгоритма решения
Традиционные разделы школьной математики могут иногда тормозить

развитие не слишком пытливых учащихся, поскольку у них не появляются новые вопросы. Математика оправдывает свое философское предназначение как инструмента познания, когда она развивает умение задавать вопросы.

Раскрепощению могут отчасти способствовать «наброски» решений типовых

задач. 

Рекомендуемый алгоритм решения уравнений вида k{x}=x, k
[image: image57.wmf]Î

R состоит из следующих этапов:

1. Если k=0, то единственным решением уравнения k{x}=x является х=0.

2. Если k=1, то уравнение {х}=х эквивалентно уравнению х-{х}=0 или [х]=0, т.е. х
[image: image58.wmf]Î

[0;1).

3. Если k≠0 и k≠1, то тогда делим обе части уравнения k{x}=x на k, в

результате чего получаем, что {x}=
[image: image59.wmf]k

x

.

4. Так как {х}
[image: image60.wmf]Î

[0;1), то, следовательно, 
[image: image61.wmf]k

x


[image: image62.wmf]Î

[0;1), откуда x
[image: image63.wmf]Î

[0;k), если k

положительное, или x
[image: image64.wmf]Î

(k;0], если k отрицательное.

5. Подставляя выражение для {х}=х-[х] в равенство {x}=
[image: image65.wmf]k

x

, получаем

x-[x]=
[image: image66.wmf]k

x

, откуда вытекает [x]=
[image: image67.wmf]x

k

1

1

-


6. Так как [x]
[image: image68.wmf]Î

Z, то из предыдущего следует, что 
[image: image69.wmf]x

k

1

1

-


[image: image70.wmf]Î

Z, откуда 
[image: image71.wmf],

1

-

=

k

kn

x

 где n
[image: image72.wmf]Î

Z.
7. Учитывая, что x
[image: image73.wmf]Î

[0;k) или в случае отрицательного k x
[image: image74.wmf]Î

(k;0] и что 
[image: image75.wmf],

1
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=

k

kn

x

 где n
[image: image76.wmf]Î

Z, получаем решения уравнения k{x}=x для k≠0 и k≠1. 
Пример 2. Решите уравнение 3{х}=х. 
Решение. Согласно вышеприведенному алгоритму, так как 3≠0, то делим обе части уравнения на 3, в результате чего получаем {х}=
[image: image77.wmf]3

x

. Так как х
[image: image78.wmf]Î

[0;1), то 
[image: image79.wmf]3

x


[image: image80.wmf]Î

[0;1), откуда х
[image: image81.wmf]Î

[0;З). Подставляя выражение для {х}, получаем х-{х}=
[image: image82.wmf]3

x

, откуда 
[image: image83.wmf][

]

x

x

=

3

2

. Поскольку [x]
[image: image84.wmf]Î

Z, то 
[image: image85.wmf]Î

3

2

x

Z, т.е. 
[image: image86.wmf]3

2

x

=n,     

n
[image: image87.wmf]Î

Z, откуда х=
[image: image88.wmf]2

3

n

. Принимая во внимание, что х
[image: image89.wmf]Î

[0;3) и что х=
[image: image90.wmf]2

3

n

, n
[image: image91.wmf]Î

Z, получаем решения исходного уравнения: х=0, х=
[image: image92.wmf]2

3

. 

Ответ: х
[image: image93.wmf]Î

{0; 
[image: image94.wmf]2

3

}.

2.1.3.
Решение уравнений вида [ах]=bх+с и {ах}=bх+с, где a,b,c
[image: image95.wmf]Î

R,

возможный алгоритм решения
Уравнения вида [ах]=bх+с со следующими ограничениями на коэффициенты а
[image: image96.wmf]b
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 можно решать в такой последовательности:

1. Так как [ax]
[image: image97.wmf]Î

Z и по условию [ах]=bх+с, то (bx+c)
[image: image98.wmf]Î

Z, откуда x
[image: image99.wmf],

b

c

n

-

=

 n
[image: image100.wmf]Î

Z.

2. Поскольку [ах]=ах-{ах}, то исходное уравнение преобразуется к виду

(а-b)х-с={ах}.

3. Так как {ах}
[image: image101.wmf]Î

[0;1), то ((а-b)х-с)
[image: image102.wmf]Î

[0;1), что равносильно системе неравенств: 
[image: image103.wmf]î
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4. Учитывая, что x
[image: image104.wmf],

b

c

n

-

=

, n
[image: image105.wmf]Î

Z и что корни уравнения удовлетворяют

cистеме неравенств из предыдущего пункта, получаем решение исходного

уравнения. 

В уравнениях вида {ах}=bх+с целесообразно осуществлять переход к

уравнению, содержащему целую часть, что позволит получить дополнительные условия для нахождения корней уравнения. 
Пример 3. Решите уравнение [Зх]=х+1. 

Решение. Согласно вышеприведенным рекомендациям, получаем, что

уравнение не имеет действительных корней. 
Ответ: корней нет. 

Пример 4. Решите уравнение {х}=5х+2. 

Решение. Так как х
[image: image106.wmf]Î

[0;1), то (5х+2)
[image: image107.wmf]Î

[01), откуда х
[image: image108.wmf]Î

[-0,4; -0,2). 
Подставляя в левую часть уравнения выражение {х}=х-[х], получаем 

[х]=-4х-2. В силу того что х
[image: image109.wmf]Î

[-0,4; -0,2) и что х
[image: image110.wmf]4

2

+

-

=

n

, получаем корень исходного уравнения х=-
[image: image111.wmf]4

1

. 

Ответ: х
[image: image112.wmf]Î

{-
[image: image113.wmf]4

1

}. 

При решении математических задач необходимо помнить, что каждая их них, вообще говоря, требует к себе индивидуального подхода. Поэтому и в случае решения задач с целой и дробной частями числа не всегда полезно следовать общим алгоритмам. Отклонение от них иногда приводит к более рациональному решению. Проиллюстрируем это на следующем примере.

Пример 5. Решите уравнение [7х]=х+12. 

Решение. Так как [7х]
[image: image114.wmf]Î

Z, то (х+12)
[image: image115.wmf]Î

Z, откуда x
[image: image116.wmf]Î

Z. Тогда 7х
[image: image117.wmf]Î

Z и,

следовательно, [7х]=7х. При этом исходное уравнение сводится к уравнению

7х=х+12. Учитывая, что x
[image: image118.wmf]Î

Z, получаем корень исходного уравнения х=2. 
Ответ: х
[image: image119.wmf]Î

{2}.

2.1.4. Решение уравнений вида [f(x)]=g(x), алгоритм решения

Среди простейших уравнений с переменной под знаком целой части,

предлагаемых юным математикам, чаще всего встречаются уравнения вида

[f(x)]=g(x), где f(x) и g(x) – известные функции. 
В зависимости от сложности функций f(x) и g(x) решения уравнений вида [f(x)]=g(x) можно находить следующими способами.

1) Замена уравнения смешанной системой
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 с целым параметром k.
2) Локализация области допустимых значений уравнения. 
Под локализацией подразумевается сужение множества, на котором могут находиться решения уравнения. В частности, это можно сделать следующим образом. Заменив в уравнении [f(х)]=g(х) целую часть функции f(x) её дробной частью, получив эквивалентное уравнение  

f(x)-g(x)={f(x)}. Учитывая, что 0
[image: image121.wmf]£

{f(х)}<1, решения исходного уравнения следует искать только на множестве 
D={x, где x
[image: image122.wmf]Î

D(f)
[image: image123.wmf]Ç

D(g) и 0
[image: image124.wmf]£

f(х)-g(х)<1}. 
Рассматривая подмножества этого множества, на которых k
[image: image125.wmf]£

f(х)<k+1,

приходим к уравнениям g(x)=k, где k – некоторые целые числа.
3) Графический способ. 
Решениями уравнения будут абсциссы общих точек Р(а;b) графиков функций y=g(x) и y=[f(x)]. 
Определив сначала ординаты b точек Р, принадлежащих графику функции y=[f(x)], а это можно сделать абсолютно точно, так как они всегда целые, дальше из уравнения b=g(a) находим абсциссы а точек Р. Отметим, что точность решений уравнений с целой частью, полученных графическим способом, определяется точностью решений уравнений g(x)=k, где k – некоторые целые числа. 
Пример 6. Решите уравнение 2+З[х]=4х.

Решение. I способ. Рассмотрим систему 
[image: image126.wmf]ï
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Сначала, решая двойное неравенство, находим те значения параметра k, при которых система совместна: k=-1,0,1,2, а потом соответствующие значения х=-0,25; 0,5; 1,25; 2. 
Ответ: х
[image: image127.wmf]Î

{-0,25; 0,5; 1,25; 2}. 

II способ. а) Учитывая, что [х]=х-{х}, приходим к уравнению 2-х=З{х}. Так как {х}
[image: image128.wmf]Î

[0; 1), то З{х}
[image: image129.wmf]Î

[0; З), а поэтому и левая часть уравнения должна находиться в указанном промежутке. Решая неравенство 0
[image: image130.wmf]£

2-х<З, находим, что х
[image: image131.wmf]Î

(-1; 2], а [х]
[image: image132.wmf]Î

{-1, 0, 1, 2}. Подставляя по очереди все возможные значения [х] в исходное уравнение, найдем соответствующие значения х. 
(х=-0,25; 0,5; 1,25; 2). 

Построив графики функций у=2-х и у=3{х} (рис.3), получим 
геометрическую иллюстрацию этого способа решения уравнения. 
[image: image133.png]


          [image: image134.png]



                      Рис.3                                                            Рис.4

б) Подставив в уравнение х=[х]+{х}, получим уравнение [х]=2-4{х}, из

которого находим, что -2<[х]
[image: image135.wmf]£

2, т.е. [х]
[image: image136.wmf]Î

{-1, 0, 1, 2 }. После этого вычисляем

соответствующие значения х. 
в) Поскольку левая часть уравнения при любых значениях переменной является целым числом, то и его правая часть также должна быть числом целым. Это возможно лишь только тогда, когда х=k+
[image: image137.wmf]4

r

, где k
[image: image138.wmf]Î

Z, r
[image: image139.wmf]Î

{0,1,2,3}. Так как в этом случае [x]=k, то получим уравнение 2+3k=4k+г. Отсюда следует, что k=2-г, а х=2-г+
[image: image140.wmf]4

r

, где г=0, 1, 2, 3.
Ответ: х
[image: image141.wmf]Î

{-0,25; 0,5; 1,25; 2}.
III способ. Запишем уравнение в виде [х]=
[image: image142.wmf]3
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 и построим графики

функций у=[х] и у=
[image: image143.wmf]3

2

4

-

x

 (рис.4). Эти графики имеют четыре общие точки

А(х;-1), В(х;0), С(х;1), D(x;2). Так как они лежат на прямой, то их координаты удовлетворяют её уравнению:

[image: image144.wmf].
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Решая полученные уравнения, находим абсциссы общих точек, которые 

и будут решениями уравнения.
Ответ: х
[image: image145.wmf]Î

{-0,25; 0,5; 1,25; 2}. 

Эти несложные приемы можно применять и при решении более сложных уравнений.
Также, объединив все три способа, можно выработать общий, не менее

полезный, алгоритм решения уравнений вида [f(x)]=g(x):

1. Находим область определения функций f(x) и g(x): D(f) и D(g)

соответственно. Тогда если х − решение уравнения [f(x)]=g(x), то х
[image: image146.wmf]Î

D(f)
[image: image147.wmf]Ç

D(g).

2. Поскольку область значений [f(x)] есть множество целых чисел, то g(x)

принимает только целые значения, т.е. g(x)
[image: image148.wmf]Î

Z, откуда получаем дополнительные условия выполнения равенства для х.

3. Воспользовавшись разложением числа на сумму целой и дробной частей, получим следующее выражение для [f(x)]: [f(x)]=f(x)-{f(x)}. Подставив это выражение в данное уравнение, получаем f(x)-{f(x)}=g(х), откуда следует {f(x)}=f(x)-g(x).

4. Так как для {f(x)} имеют место неравенства 0
[image: image149.wmf]£

{f(х)}<1, то 
0
[image: image150.wmf]£

f(х)-g(х)<1.

5. Учитывая область определения х и условия, полученные в пунктах (2) и (4), выписываем систему: 
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решая которую получаем корни исходного уравнения. 
Пример 7. Решите уравнение [
[image: image152.wmf]4

2

3

-

x

]=
[image: image153.wmf]2
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x

. 

Решение. Попытаемся рассуждать согласно вышеприведенному алгоритму. Область определения функций есть множество всех действительных чисел, т.е. x
[image: image154.wmf]Î

R. Так как область значений [
[image: image155.wmf]4
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] есть множество целых чисел, то 
[image: image156.wmf]2
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 принимает только целые значения, т.е. 
[image: image157.wmf]2
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=n, n
[image: image158.wmf]Î

Z, откуда х=2n-1. Другими словами, х принимает значения из множества всех нечетных действительных чисел. Поскольку 

[
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[image: image160.wmf]4
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2

3

-

x

}, исходное уравнение принимает вид
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Так как для 0
[image: image167.wmf]£

{
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}<1, то 0
[image: image169.wmf]£



 EMBED Equation.3  [image: image170.wmf]4
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<1. Далее составляем систему:
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решая которую находим корни исходного уравнения х=5 и х=7.

Ответ: х
[image: image172.wmf]Î

{5; 7}. 

Рассмотрим частный случай уравнения вида [f(x)]=g(x), когда функция g

обратима. Для решения уравнения такого вида обычно используют подстановку g(x)=t, где t может быть только целым числом, и из уравнения g(x)=t находят х=
[image: image173.wmf]j

(t). Тогда исходное уравнение принимает вид [F(t)]=t, где F=
[image: image174.wmf]j

°

f

 – композиция функций. Воспользовавшись равенством 
F(t)=[F(t)]+ {F(t)} и учитывая, что [F(t)]=t, получаем {F(t)}=F(t)-t. Из свойства дробной части следует, что 0
[image: image175.wmf]£

F(t)-t<1. 
Последнее соотношение равносильно системе: 
[image: image176.wmf]î
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где t
[image: image177.wmf]Î

Z. Решая эту систему находим целыё t, удовлетворяющие ей, а затем из

выражения х=
[image: image178.wmf]j

(t) находим значения х. После проверяем, являются ли найденные значения х решениями исходного уравнения. 
Пример 8. Решите уравнение 
[image: image179.wmf][

]
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. 
Решение. Область определения для данного уравнения есть интервал 
(1; +
[image: image180.wmf]¥

). Введем новую переменную t=
[image: image181.wmf]1

1
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x

, где t с учетом области определения уравнения принимает значения из множества натуральных чисел. Выражая х, получаем x=
[image: image182.wmf]1
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. Тогда исходное уравнение принимает вид 
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[image: image185.wmf]t
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}=t. Из свойства дробной части числа следует, что 
0
[image: image186.wmf]£



 EMBED Equation.3  [image: image187.wmf]t

1

-t<1, где t принимает значения из множества натуральных чисел. Решая эту систему неравенств, получаем t=1. Следовательно, корень данного уравнения х=2.

Ответ: х
[image: image188.wmf]Î

{2}.
2.2. Решение неравенств, содержащих целую и дробную части числа

Самоорганизующаяся сложная система не перейдет на более высокий

уровень, если она полностью не реализовала себя, используя при этом все

возможные комбинации своих простейших элементов. Хотя математики иногда злоупотребляют этим правилом, именно математические методы помогают свести сложное к более простому. 

К основным, или базовым неравенствам, содержащим целую и дробную части числа, отнесем следующие простейшие соотношения: [х]>а, [х]
[image: image189.wmf]³

а, [х]<а, [х]
[image: image190.wmf]£

а, а также {х}>а, {х}
[image: image191.wmf]³

а, {х}<а, {х}
[image: image192.wmf]£

а, где а – действительное число. Каждое из указанных неравенств можно разрешить графическим методом. Рассмотрим некоторые примеры. 

Пример 9. Решить неравенство [х]
[image: image193.wmf]³

а. 
Решение. Рассмотрим функции у=[х] и у=а. Изобразим их графики в одной системе координат. Рассмотрим два случая:

1) Если а – целое число, то графики вышеуказанных функций совпадут на

промежутке [а; а+1) и решением неравенства [х]
[image: image194.wmf]³

а, очевидно, является 
[а; +
[image: image195.wmf]¥

), (рис.5 для а=1).
[image: image196.png]



                        Рис.5





   Рис.6

2) Если а не является целым числом, то графики рассматриваемых 
функций не пересекаются, однако часть графика у=[х], лежащая выше прямой у=а, начинается в точке с координатами ([a]+1; [a]+1) и решением неравенства [x]
[image: image197.wmf]³

a является х
[image: image198.wmf]Î

[[а]+1; +
[image: image199.wmf]¥

), (рис.6 для 1<а<2).

Решения остальных неравенств можно получить аналогично. Приведем сводку простейших полезных неравенств.
2.2.1. Решения неравенств, содержащих целую часть числа

1. Множеством решений неравенства [х]
[image: image200.wmf]³

а, где a
[image: image201.wmf]Î

Z, является [а; +
[image: image202.wmf]¥

).

2. Множеством решений неравенства [х]
[image: image203.wmf]³

а, где а
[image: image204.wmf]Ï

Z, является [[а]+1;+
[image: image205.wmf]¥

).

3. Множеством решений неравенства [х]
[image: image206.wmf]£

а, где a
[image: image207.wmf]Î

R, является (-
[image: image208.wmf]¥

; [а]+1).

4. Множеством решений неравенства [х]>а, где a
[image: image209.wmf]Î

R, является [[а]+1;+
[image: image210.wmf]¥

).

5. Множеством решений неравенства [х]<а, где а
[image: image211.wmf]Ï

Z, является (-
[image: image212.wmf]¥

; [a]+1).

6. Множеством решений неравенства [х]<а, где a
[image: image213.wmf]Î

Z, является (-
[image: image214.wmf]¥

; а).

2.2.2. Решения неравенств, содержащих дробную часть числа
1. Неравенства {х}
[image: image215.wmf]³

а, {х}>а, где а
[image: image216.wmf]³

1, и неравенства {х}
[image: image217.wmf]£

а, {х}<а, где
а<0, не имеют действительных корней.
2. Множеством решений неравенств {х}
[image: image218.wmf]³

а, {х}>а, где а<0, и неравенств
{х}
[image: image219.wmf]£

а, {х}<а, где а
[image: image220.wmf]³

1, является множество всех действительных чисел R.

3. Множеством решений неравенств {х}
[image: image221.wmf]³

а, где 0
[image: image222.wmf]£

а<1, является 
[n+a; 1+n), где n
[image: image223.wmf]Î

Z.

4. Множеством решений неравенств {х}>а, где 0
[image: image224.wmf]£

а<1, является 
(n+a; 1+n), где n
[image: image225.wmf]Î

Z.

5. Множеством решений неравенств {х}
[image: image226.wmf]£

а, где 0
[image: image227.wmf]£

а<1, является [n; a+n],
где n
[image: image228.wmf]Î

Z.
6. Множеством решений неравенств {х}<а, где 0
[image: image229.wmf]£

а<1, является [n; a+n),
где n
[image: image230.wmf]Î

Z. 

Замечание. Указанные выше решения основных неравенств значительно

упрощают получение решений более сложных неравенств, содержащих целую и дробную части числа. 
Утверждения, использующиеся при решении простейших неравенств:

1) Неравенство [х]
[image: image231.wmf]£

а, где a
[image: image232.wmf]Î

R равносильно неравенству х<[а]+1;
2) Неравенство [х]>а равносильно неравенству х
[image: image233.wmf]³

[а]+1.
Пример 10. Решите неравенство [х]
[image: image234.wmf]³

х-
[image: image235.wmf]2

1

. 
Решение. Воспользовавшись равенством [х]=х-{х}, преобразуем данное
неравенство к виду {х}
[image: image236.wmf]£


[image: image237.wmf]2

1

. Так как 
[image: image238.wmf]2

1


[image: image239.wmf]Î

[0; 1), то множеством решений неравенства, указанного в условии, является [n; n+
[image: image240.wmf]2

1

], где n
[image: image241.wmf]Î

Z.

Ответ: x
[image: image242.wmf]Î

[n; n+
[image: image243.wmf]2

1

], n
[image: image244.wmf]Î

Z.

2.3. Общие методы решения уравнений и неравенств, содержащих целую
и дробную части числа
Исследуя выше разобранные методы решения уравнений и неравенств,

содержащих целую и дробную части числа, можно заметить общие подходы к решению данных задач и на основе этого выделить общие методы решения:

1) Метод перехода;

2) Функционально-графический метод;

3) Метод разложения на множители;
4) Метод замены переменной.
2.3.1. Метод перехода

В основе этого метода - использование определений и свойств целой или

дробной части числа. 

При решении следующего примера будем использовать утверждение: если

[x]=a, то а
[image: image245.wmf]£

х<а+1. 

Пример 11. Решите уравнение sin(
[image: image246.wmf]ú
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Решение. sin(
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[image: image249.wmf]2

1

– простейшее тригонометрическое уравнение. 
Его решениями будут: 
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Так как [
[image: image252.wmf]x

6

p

] принимает только целые значения, а 
[image: image253.wmf]p

 – число

иррациональное, то из двух равенств совокупности выполняется только первое при k=0. 
Таким образом, [
[image: image254.wmf]x

6

p

]=0 и уравнение равносильно двойному неравенству

0
[image: image255.wmf]£


[image: image256.wmf]x

6

p

<1. Решая неравенство, получаем х>
[image: image257.wmf]6

p

. 

Ответ: х
[image: image258.wmf]Î

(
[image: image259.wmf]6

p

; +
[image: image260.wmf]¥

). 

При решении примера 12 мы будем использовать утверждения:

1. Если m=[х]+{х}, то m=х;
2. Если [х]+{у}=0, то [x]=0,
{у}=0.

Пример 12. Решите уравнение tg[x]
[image: image261.wmf]´

tg{x}=1. 
Решение. Так как 
[image: image262.wmf]a

a

a

cos

sin

=

tg

, то 
[image: image263.wmf][
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. Полученное уравнение равносильно уравнению: sin[x]
[image: image264.wmf]´

sin{x}=cos[x]
[image: image265.wmf]´

cos{x}, при [х]
[image: image266.wmf]k
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[image: image267.wmf]Z
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По формуле соs(
[image: image268.wmf]a

+
[image: image269.wmf]b

)=соs
[image: image270.wmf]a

соs
[image: image271.wmf]b

-sin
[image: image272.wmf]a

sin
[image: image273.wmf]b

 получим cos([x]+{x})=0.

Так как [х]+{х}=х, то cosx=0, откуда х=
[image: image274.wmf]Z
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.
Ответ: х=
[image: image275.wmf]Z
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2.3.2. Функционально-графический метод

В основе метода - использование свойств функций или построение графиков функций.

Пример 13. Решите уравнение 
[image: image276.wmf][

]
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Решение. Сначала найдем область допустимых значений уравнения.
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Решением данной системы будут х
[image: image278.wmf]³

0. Рассмотрим два случая: 0
[image: image279.wmf]£

х<1 и х
[image: image280.wmf]³

1. Если х
[image: image281.wmf]³

1, то [х]
[image: image282.wmf]³

1 и 
[image: image283.wmf][

]
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x

. В этом случае уравнение решений не имеет. Если же 0
[image: image284.wmf]£

х<1, то [х]=0 и уравнение принимает вид 2
[image: image285.wmf]x

=l, откуда х=
[image: image286.wmf]4

1

. 

Ответ: х
[image: image287.wmf]Î

{
[image: image288.wmf]4

1

}. 

Пример 14. Решите уравнение 0,5[х]=
[image: image289.wmf]x

1

 графически. 

Решение. Строим графики функций у=0,5[х] и у=
[image: image290.wmf]x

1

, (рис. 7) 
[image: image291.png]



  Рис.7
Так как графики функций не имеют общих точек, значит, данное уравнение не имеет решений. 

Ответ: решений нет.
2.3.3. Метод разложения на множители

Данный метод состоит в преобразовании исходного уравнения и получении в итоге необходимого решения. 

Пример 15. Решите уравнение [х]+
[image: image292.wmf][
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[image: image293.wmf]{
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. 

Решение. Преобразуем уравнение
[х]+
[image: image294.wmf][
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=0
[image: image296.wmf]Þ
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[image: image298.wmf]Þ

 ([х]-{х})(1-
[image: image299.wmf][
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)=0.
Поскольку, [х]
[image: image300.wmf]¹

0, {х}
[image: image301.wmf]¹

0, полученное уравнение равносильно уравнению: 1-
[image: image302.wmf][
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=0
[image: image303.wmf]Þ

[x]{x}-1=0
[image: image304.wmf]Þ

{x}{x}=1.
Из последнего уравнения следует, что [х]>0, так как дробная часть числа

больше 0. 

Итак, х>0. Пусть [x]=n (n
[image: image305.wmf]Î

N), тогда при n>1. По определению целой части числа [х]+{х}=х, значит, 
[image: image306.wmf])

1

,

(

1

>

Î

+

=

n

N

n

n

n

n

x

. 
Ответ: 
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2.3.4. Метод замены переменной

Пример 16. Решите уравнение 
[image: image308.wmf][
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=
[image: image310.wmf]x
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Решение. Так как [х]+{х}=х, то уравнение принимает вид:


[image: image311.wmf][
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Сделав замену {х}=а, [х]=b, получим 
[image: image314.wmf]0

1

)

0

;

0

(

)

(

1

1

1

2

2

=

+

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

Û

¹

¹

=

+

Û

+

=

+

b

a

b

a

b

a

ab

b

a

b

a

b

a


Полученное квадратное уравнение (относительно 
[image: image315.wmf]b

a

) не имеет решений.
Ответ: решений нет.
2.4. Решение уравнений и неравенств с модулем

Уравнения и неравенства с модулем традиционно сводятся к рассмотрению промежутков знакопостоянства подмодульных выражений.

Пример 17. Решите уравнение [х]=
[image: image316.wmf]2

1

(
[image: image317.wmf]1
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-

x

x

). 

Решение. Найдем нули подмодульных выражений, для чего решим уравнения: х-1=0 и х+1=0. 
В результате получаем, что область определения данного уравнения 
(множество всех действительных чисел) разбивается точками х=- 1 и х=1 на три промежутка (-
[image: image318.wmf]¥

; -1), (-1; 1), (1; +
[image: image319.wmf]¥

). Рассмотрим данное уравнение на

каждом из них:

1) Пусть х
[image: image320.wmf]Î

(-
[image: image321.wmf]¥

; -1). В этом случае 
[image: image322.wmf]1
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=1-x и 
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=-х-1. Тогда данное

уравнение примет вид [х]=
[image: image324.wmf]2

1

(1-х-(-х-1)), откуда [х]=1, т.е. х
[image: image325.wmf]Î

[1; 2). Но так как мы рассматривали уравнение на промежутке (-
[image: image326.wmf]¥

; -1), то в данном случае х
[image: image327.wmf]Î

Ø, т.е. решений нет.

2) Пусть х
[image: image328.wmf]Î

(-1; 1). В этом случае 
[image: image329.wmf]1
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примет вид [х]=
[image: image331.wmf]2

1

(1-х-(х+1)), откуда [х]=-х, т.е. х=0. Так как х=0 принадлежит рассматриваемому промежутку, то в этом случае х=0 - корень данного уравнения. 
3) Пусть х
[image: image332.wmf]Î

(1; +
[image: image333.wmf]¥

). В этом случае 
[image: image334.wmf]1
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=x+1 и исходное уравнение примет вид [х]=
[image: image336.wmf]2

1

(х-1-(х+1)), откуда [х]=-1, т.е. х
[image: image337.wmf]Î

[-1; 0). Однако [-1; 0)
[image: image338.wmf]Ë

(1; +
[image: image339.wmf]¥

), поэтому на рассматриваемом промежутке данное уравнение не имеет корней, т.е х
[image: image340.wmf]Î

Ø. 

Выясним, являются ли корнями уравнения нули подмодульных выражений.

Если х=l, то [х]=1, а 
[image: image341.wmf]2

1

(
[image: image342.wmf]1

-

x

-
[image: image343.wmf]1

+

x

)=-1, т.е. х=1 не является корнем данного уравнения. 
Если х=-1, то [х]=-1, а 
[image: image344.wmf]2

1

(
[image: image345.wmf]1

-

x

-
[image: image346.wmf]1

+

x

)=1, т.е. х=-1 также не является корнем данного уравнения. 
Итак, мы рассмотрели данное уравнение на всей области определения и в результате получили, что корнем данного уравнения является х=0. 

Ответ: х=0.
Пример 18. Решите неравенство 
[image: image347.wmf][
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.
Решение. Рассмотрим два случая:

1) Пусть [х]-1
[image: image348.wmf]³

0. Тогда 
[image: image349.wmf][
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x

=[x]-1 и неравенство принимает вид [х]-1
[image: image350.wmf]³

3.

Получаем систему неравенств: 
[image: image351.wmf]î
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откуда х
[image: image352.wmf]Î
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).

2) Пусть [x]-1<0. Тогда 
[image: image354.wmf][
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=1-[x] и неравенство принимает вид 1-[х]
[image: image355.wmf]³

3.

Получаем систему неравенств: 
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откуда х
[image: image357.wmf]Î

(-
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; -1).
Поскольку данное неравенство эквивалентно совокупности: 
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то решением неравенства 
[image: image360.wmf][
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 является множество точек 
(-
[image: image361.wmf]¥
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Ответ: х
[image: image364.wmf]Î
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2.5. Текстовые задачи, содержащие функции целой и дробной частей

числа

Смысл знаменитой ”бритвы Оккама” выявляется в его различных работах. Довольно часто цитируется следующее: «без необходимости не следует утверждать многое». Поэтому вместо слов о ”рациональном 
решении” математики предпочитают иногда говорить о более понятных и конкретных для них вещах, например, об эффективном или целесообразном решении задач.
Аналог ”бритвы Оккама” можно даже найти у древнегреческого мыслителя, создателя классической логики Аристотеля. Он утверждал, что лучше принять ”ограниченное число начал”, стараясь сделать их как можно меньше, если может быть доказано тоже самое. Решим следующие задачи, в которых используются функции целой и дробной частей от одной переменной, используя данный метод.
Задача 1. Известно, что младшему брату не более 8, но не менее 7 лет. Если количество полных лет младшего брата увеличить в 2 раза, а количество неполных лет (т.е. месяцев) его возраста утроить, то в сумме получится возраст старшего брата.
Указать возраст каждого из братьев с точностью до месяцев, если известно, что суммарный их возраст равен 21 году и 8 месяцам.
Решение. Пусть х (лет) - возраст младшего брата, тогда [х] - количество

полных лет, а {х} - количество неполных лет (месяцев) его возраста. Согласно условию задачи 2[х]+3{х} (лет) - возраст старшего брата; суммарный возраст обоих братьев равен: 2[х]+3{х}+[х]+{х}=21
[image: image368.wmf]3

2

 (года).
Решая это уравнение, получим, что 7 лет и 2 месяца - это возраст младшего брата, а 14 лет и 6 месяцев - возраст старшего брата.

Ответ: 7 лет и 2 месяца; 14 лет и 6 месяцев.

Задача 2. Известно, что количество полных метров в ленте в 4 раза больше количества неполных метров (т.е. сантиметров). Определить максимально возможную длину ленты.
Решение. Пусть х (см) - длина ленты. Заметим, что х=[х]+{х}, где [х] -

количество полных метров длины ленты, а {х} - количество её неполных метров, т.е. сантиметров. По условию задачи: 4{х}=[х], откуда {х}=
[image: image369.wmf][
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. Так как {х}
[image: image370.wmf]Î

[0;1) (это следует из области значений дробной части от числа), то 

[image: image371.wmf][
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[image: image372.wmf]Î

[0; 1) или [х]
[image: image373.wmf]Î

[0;4). Для того чтобы длина ленты была наибольшей, требуется, чтобы [х] принимала наибольшее допустимое значение, т.е. [х]=3. Тогда {х}=
[image: image374.wmf]4

3

 и максимальная возможная длина ленты 3м и 75см.

Ответ: 3м и 75см.
Замечание. Эти текстовые задачи можно также решить, не используя понятия целой и дробной частей числа, однако это потребует введения дополнительных неизвестных.
Задача 3. Найти площадь полотна пилы, а именно, используя геометрическую интерпретацию определенного интеграла, вычислить 
[image: image375.wmf][

]

ò

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

´

-

þ

ý

ü

î

í

ì

-

5

1

2

1

1

2

1

2

1

dx

x

x

.

Решение. Изобразим график интересующей нас подынтегральной функции 
[image: image376.wmf][
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 на координатной плоскости, (рис.8).
[image: image377.png]N e




 Рис.8  






Рис.9
Определенный интеграл в геометрическом смысле есть площадь фигуры, которая в данном случае ограничена графиком подынтегральной функции, осью абсцисс и прямыми х=1, х=5. Следовательно, вычисление данного определенного интеграла сводится к вычислению площади “полотна пилы”, заштрихованной на рис.9.
Для вычисления определенного интеграла целесообразно преобразовать

подынтегральную функцию, используя равенство 
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. Таким образом, получим 
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Точками х=2, х=3, х=4 промежуток интегрирования разбивается на

полуинтервалы: [1; 2), [2; 3), [3; 4), [4; 5). На каждом их них функция [х]

принимает значения [х]=1, [х]=2, [х]=З, [х]=4 соответственно, а величина 
[image: image380.wmf]ú
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 на каждом из полученных промежутков может принимать два 
значения в зависимости от х. Поэтому каждый из них необходимо разбить на два, а именно: [1; 1
[image: image381.wmf]2

1

), [1
[image: image382.wmf]2

1

; 2), [2; 2
[image: image383.wmf]2

1

), [2
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1

; 3), [3; 3
[image: image385.wmf]2

1

), [3
[image: image386.wmf]2

1

; 4), [4;4
[image: image387.wmf]2

1

), 
[4
[image: image388.wmf]2

1

; 5).
Заметим, что последний в этой записи полуинтервал можно записать как

отрезок [4
[image: image389.wmf]2

1

; 5], так как присоединение точки не повлияет на результат. На каждом из промежутков подынтегральная функция у=
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 имеет определенный вид. Так, например, на промежутке [1
[image: image391.wmf]2

1

; 2) она примет вид у=2
[image: image392.wmf]2

1

-х, поскольку при х
[image: image393.wmf]Î

[1
[image: image394.wmf]2

1

; 2) получим [х-
[image: image395.wmf]2

1

]=1, [х]=1, и тогда 
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, а так как 
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=2-x при

х
[image: image398.wmf]Î

[1
[image: image399.wmf]2

1

; 2), то у=2-х+
[image: image400.wmf]2

1

, т.е. у=2
[image: image401.wmf]2

1

-х. Раскрывая подынтегральную функцию на каждом из промежутков, интегрируя каждую из полученных функций по

соответствующим промежуткам и суммируя результаты, получим площадь

”полотна пилы” , а именно 2
[image: image402.wmf]48

25

 (кв.ед.).
Ответ: 2
[image: image403.wmf]48

25

 (кв.ед.).
Задача 4. Грибник заблудился в лесу. Какова вероятность обнаружить его на участке площадью 4 км
[image: image404.wmf]2

, если известно, что на каждом квадратном участке площадью 1 км
[image: image405.wmf]2

 широта места его нахождения не превосходит долготы и вся местность разделена на квадратные участки площадью 1 км
[image: image406.wmf]2

 однозначно?
Решение. Напомним, что на местности координаты положения определяются широтой и долготой. Пусть х - координаты долготы (в км), у – координаты широты (в км). Так как грибник заблудился на квадратном участке площадью 4 км
[image: image407.wmf]2

, то верны соотношения 0
[image: image408.wmf]£

х
[image: image409.wmf]£

2 и 0
[image: image410.wmf]£

у
[image: image411.wmf]£

2, т.е. для рационального решения расположим систему координат, как показано на рис.9.
Так как на каждом участке площадью 1 км
[image: image412.wmf]2

 при таком расположении

справедливы соотношения: 0
[image: image413.wmf]£

х<1 и 0
[image: image414.wmf]£

у<l, то согласно условию задачи для

каждого участка имеет место утверждение {х}
[image: image415.wmf]³

{у}, (рис.10).
Пространство элементарных событий в данной задаче есть множество

[image: image416.wmf]W

={(х; у): 0
[image: image417.wmf]£

х
[image: image418.wmf]£

2, 0
[image: image419.wmf]£

у
[image: image420.wmf]£

2}, а событие А, состоящее в том, что грибник будет

обнаружен на квадратном участке площадью 4 км
[image: image421.wmf]2

 при соответствующих

условиях, есть множество вида А={(х; у): 0
[image: image422.wmf]£

х
[image: image423.wmf]£

2, 0
[image: image424.wmf]£

у
[image: image425.wmf]£

2, {х}
[image: image426.wmf]³

{у}}.

Геометрическая вероятность события А вычисляется по формуле р(А)=
[image: image427.wmf]W

A

,  где 
[image: image428.wmf]A

 и 
[image: image429.wmf]W

 есть площади соответствующих участков. Поэтому р(А)=
[image: image430.wmf]2

1

.

Ответ: 
[image: image431.wmf]2

1

.

В заключение этого раздела рассмотрим занимательную задачу, решение

которой требует элементарных навыков исследования.

Задача 5. Выяснить при каких условиях на функцию f выполняется

тождественное равенство xf(x)=[x]f({x})+{x}f([x]) для положительных

действительных чисел х.
Решение. Используя равенство х=[х]+{х}, преобразуем данное в условии

задачи равенство к виду: [х]f(x)+ {x}f(х}=[х]f({х})+{x}f([х]).

Пусть х
[image: image432.wmf]Î

[0; 1), тогда преобразованное равенство примет вид: {x}f(x)={x}f(0), откуда следует, что f(x)=f(0). Пусть х
[image: image433.wmf]Î

[1; 2), тогда преобразованное равенство примет вид: f(x)+{x}f(x)=f({x})+{x}f(1), но так как при х
[image: image434.wmf]Î

[1; 2) {х}=х-1, то x(f(x)-f(1))=f(x-1)-f(1), которое справедливо для всех положительных х лишь в том случае, когда f(x)=f(1) и f(x-1)=f(1). Но поскольку х-1
[image: image435.wmf]Î

[0; 1) при х
[image: image436.wmf]Î

[1; 2), а на промежутке [0; 1) f(x)=f(0), то 
f(x-1)=f(0)=f(1), т.е. f(x)=f(0).
Докажем, что указанное в условии равенство имеет место и для 
x
[image: image437.wmf]Î

[n; n+1), где n
[image: image438.wmf]Î

N. При x
[image: image439.wmf]Î

[n; n+1) преобразованное равенство

[х]f(x)+ {x}f(х}=[х]f({х})+{x}f([х])
примет вид:

nf(x)+{x}f(x)=nf({x})+{x}f(n),

а в силу того, что {x}=x-n, последнее равенство преобразуется к виду:
x(f(x)-f(n))=n(f(x-n)-f(n)),

которое верно для любых положительных х лишь в случае, когда f(x)=f(n) и

f(x-n)=f(n). Но x-n
[image: image440.wmf]Î

[0; 1) при x
[image: image441.wmf]Î

[n; n+1), поэтому f(x-n)=f(0) и, следовательно, f(x)=f(n)=f(0).
Таким образом, для выполнения равенства xf(x)=[x]f({x})+{x}f([x]), где х - положительные действительные числа, функция f должна быть постоянной на (0; +
[image: image442.wmf]¥

).

Ответ: х
[image: image443.wmf]Î

(0; +
[image: image444.wmf]¥

).

2.6. Математическая смесь на тему целой и дробной частей числа

Объяснение решения математической задачи не должно быть слишком сложным по сравнению с самой решаемой задачей.
Хороший совет! Трудно только последовательно придерживаться алгоритма, поскольку его неопределенность заключается в том, что иногда трудно не только сопоставить сложность различных решений, но и оценить саму исследуемую задачу. Мы довольно часто соблазняемся искусственными усложнениями и обобщениями. Однако, обращаясь к задачам, предлагаемым для ещё только формирующегося ума, следует все же пытаться в интересах последнего сохранять баланс полезного и доступного.
Пример 19. Докажите, что равенства 
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имеют место для любого n
[image: image446.wmf]Î

N.
Доказательство. Покажем, что для n
[image: image447.wmf]Î

N имеет место соотношение
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Для этого осуществим следующую цепочку равносильных преобразований: 
[image: image449.wmf](
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откуда  

4n+1<2n+1+2
[image: image450.wmf])
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что равносильно соотношению

4n+1-(2n+1)<2
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2n<2
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Возведя в квадрат каждую часть соотношения, получаем неравенства вида: 4n
[image: image453.wmf]2

<4n
[image: image454.wmf]2

+4n<4n
[image: image455.wmf]2

+4n+ 1, очевидные при всех натуральных n. 

Предположим, что существует натуральное k такое, что 
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. Тогда имеет место соотношение 4n+1<k
[image: image457.wmf]2

<4n+2. Но так как k - натуральное число, то k
[image: image458.wmf]2

 - также натуральное число. В силу того что 4n+1 и 4n+2 – последовательные натуральные числа, между ними не существует других натуральных чисел, т.е. не существует натурального k, для которого верно соотношение 
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Заметим также, что 
[image: image460.wmf]2
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 не является натуральным числом. Действительно, если предположить, что 
[image: image461.wmf]2
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 - натуральное число, то 4n+2 является квадратом натурального числа, т.е. 4n+2=m
[image: image462.wmf]2

, где m - натуральное число. Из равенства 4n+2=m
[image: image463.wmf]2

 следует, что m делится на 2, но в силу того что m - натуральное число, m
[image: image464.wmf]2

 должно делиться на 4, что при равенстве 4n+2=m
[image: image465.wmf]2

 невозможно. Значит, предположение о том, что 
[image: image466.wmf]2

4

+

n

 - натуральное число, неверно.
Так как не существует натуральных чисел, расположенных между числами 
[image: image467.wmf]1
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 и 
[image: image468.wmf]2
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, и 
[image: image469.wmf]2

4

+

n

 не является натуральным числом, то существует натуральное число s, для которого выполняется соотношение

s
[image: image470.wmf]£
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Отсюда непосредственно вытекает требуемое равенство
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Ч.т.д.

Аналогично можно доказать истинность следующих равенств:
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Замечание. Для любых натуральных чисел n и m имеют место равенства вида: 
[image: image474.wmf](
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Продолжим подборку задачами, к которым не полностью применимы

вышеизложенные алгоритмы. Они требуют каких-то дополнительных чисто

творческих находок.
Пример 20. Найдите корни уравнения 16[х]
[image: image475.wmf]2

+16{х}
[image: image476.wmf]2

-24х=11.
Решение. Воспользовавшись равенством х=[х]+{х}, преобразуем исходное уравнение: (4{х]-3)
[image: image477.wmf]2

+(4{х}-3)
[image: image478.wmf]2

=29.
Заметим, что (4[х]-3) - целое число, тогда (4[х]-3)
[image: image479.wmf]2

 - квадрат целого числа. Очевидно, что (4{х}-3)
[image: image480.wmf]³

3

0, но так как {х}
[image: image481.wmf]Î

[0;1), то 4{х}
[image: image482.wmf]Î

[0; 4), откуда 4{х}-3
[image: image483.wmf]Î

[-3; 1) и (4[х]-3)
[image: image484.wmf]2



 EMBED Equation.3  [image: image485.wmf]£

9. Тогда из равенства 
(4[х]-3)
[image: image486.wmf]2

+(4{х}-3)
[image: image487.wmf]2

=29 следует, что (4[х]-3)
[image: image488.wmf]2



 EMBED Equation.3  [image: image489.wmf]³

20. Так как квадрат целого числа (4[х]-3)
[image: image490.wmf]2

 больше 20 и в сумме с другим положительным числом даст 29, то (4[х]-3)
[image: image491.wmf]2

=25 и (4{х}-3)
[image: image492.wmf]2

=4. Решая каждое из двух последних

уравнений, получаем ответ х=2
[image: image493.wmf]4

1

.
Ответ: х=2
[image: image494.wmf]4

1

.
Пример 21. Выяснить, верно ли равенство [х+
[image: image495.wmf]2

1

]=[2х]-[х], где х - любое действительное число.
Решение. Для упрощения левой части исследуемого равенства рассмотрим следующие два случая.

1) Пусть {х}
[image: image496.wmf]³



 EMBED Equation.3  [image: image497.wmf]2

1

, тогда [х+
[image: image498.wmf]2

1

]=[х]+1 и [2х]-[х]=2[х]+1-[х]=[х]+1=[х+
[image: image499.wmf]2

1

], т.е. при {х}
[image: image500.wmf]³



 EMBED Equation.3  [image: image501.wmf]2

1

 равенство верно.
2) Пусть {х}<
[image: image502.wmf]2

1

, тогда [х+
[image: image503.wmf]2

1

]=[х] и [2х]-[х]=2[х]-[х]=[х+
[image: image504.wmf]2

1

], т.е. при {х}<
[image: image505.wmf]2

1

 равенство верно.

Таким образом, справедливость равенства доказана для любого

действительного числа х.

Ч.т.д.
Замечание. Равенством [х+
[image: image506.wmf]2

1

]=[2х]-[х] можно воспользоваться при решении уравнений, содержащих выражения вида [x+
[image: image507.wmf]2

1

], заменяя их на выражения вида [2х]-[х].

Пример 22. Вычислите значение выражения 
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где n - натуральное число, n<8.
Решение. Преобразуем данное выражение: 
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Воспользовавшись предыдущими замечаниями, получим следующую цепочку равенств: 
[image: image511.wmf][
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Следовательно, мы показали, что 
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Ответ: n.

Замечание. Справедливо и более общее утверждение 
[image: image513.wmf]n
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[image: image514.wmf]Î

N, k
[image: image515.wmf]Î

N.
Его доказательство проводится аналогично, как и при решении
приведенного примера.
Глава З. Практикум

После изучения теории решения задач, содержащих целые и дробные части числа необходима практика для более полного усвоения выбранной темы. В этой главе представляю вам решения задач, различных степеней

сложности, включая олимпиадные задачи, на различные способы решения.
Пример 23. Решите уравнение [tgх]=2соs
[image: image516.wmf]2

х.
Решение. Оценим правую часть уравнения, 0
[image: image517.wmf]£

2соs
[image: image518.wmf]2

х
[image: image519.wmf]£

2. Значит, 0
[image: image520.wmf]£

[tgх]
[image: image521.wmf]£

2 и так как [tgx]
[image: image522.wmf]Î

Z, то [tgx] может принимать только значения 
0, 1, 2.
Рассмотрим три случая.

1) Пусть [tgх]=0. Тогда из равенства [tgх]=2соs
[image: image523.wmf]2

х следует, что cosx=0.

Функция y=tgx в точках x=
[image: image524.wmf]n

p

p

+

2

, n
[image: image525.wmf]Î

Z не существует, т.е. при [tgх]=0 уравнение решений не имеет.

2) Пусть [tgx]=1. Тогда 2соs
[image: image526.wmf]2

х=1, откуда соsх=
[image: image527.wmf]2
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 и 
[image: image528.wmf]Z
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Так как [tgx]=1, то из множества решений уравнения соsх=
[image: image529.wmf]2
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 подходит

только x=
[image: image530.wmf].
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Пусть [tgх]=2. Тогда соs
[image: image531.wmf]2

х=l и решениями уравнения являются решения системы: 
[image: image532.wmf]î
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Решив второе уравнение системы, получим: 
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При данных значениях [tgx]=0, что противоречит предположению.

Следовательно, при [tgх]=2 уравнение решений не имеет.

Ответ: х=
[image: image534.wmf].
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Пример 24. Решите уравнение [sinх]{sinх}=sinх.
Решение. Так как область значений функции y=sinx отрезок [-1; 1], то

рассмотрим следующие случаи:

1) Если sinx целое число, то sinx=
[image: image535.wmf]±

1, sinx=0. Так как дробная часть целых
чисел равна 0, то {sinx}=0 и, следовательно, из значений 1,-1, 0 подходит только 0.

sinx=0
[image: image536.wmf]Û

х=
[image: image537.wmf]p

n, n
[image: image538.wmf]Î

Z.

2) Если sinx
[image: image539.wmf]Î

(0; 1), то [sinx]=0, и исходное уравнение примет вид:

0
[image: image540.wmf]´

{sinх}=sinх
[image: image541.wmf]Û

sinx=0.
Но по предположению sinx
[image: image542.wmf]Î

(0; 1), значит, корней не существует.

3) Если sinx
[image: image543.wmf]Î

(-1; 0), то [sinx]=-1. По определению дробной части числа {sinx}=sinx-[sinx]=sinx+1, и в этом случае уравнение примет вид:

-1(sinx+1)=sinx, sinх=
[image: image544.wmf]2

1

-

.

Полученное значение принадлежит интервалу (-1; 0). Решив уравнение,

получим: х=-1
Ответ: x=-1.
Пример 25. Решите систему уравнений 
[image: image545.wmf]ï
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Решение. Сложим соответственно левые и правые части уравнений системы. 
х+у+z+[у]+[z]+[х]+{z}+{х}+{у}=6,6.

Вычтем из полученного уравнения сумму первых двух уравнений системы, получим уравнение вида [у]+{х}=0. Последнее равенство выполняется, когда оба слагаемых равны 0. Таким образом, у
[image: image546.wmf]Î

[0; 1), x
[image: image547.wmf]Î

Z. Подставим значения {х}=0 и [y]=0 в систему.

Первое уравнение системы примет вид x+{z}=1, 1. Так как х принимает целые значения, а {z}
[image: image548.wmf]Î

[0; 1), то равенство возможно, если x=1, {z}=0,1.

Второе уравнение системы примет вид у+[z]=2,2. Так как у
[image: image549.wmf]Î

[0; 1), а 
[z]
[image: image550.wmf]Î

Z, то равенство возможно, если [z]=2, у=0,2.

В итоге получаем: х=1; у=0,2; z=2,1.

Ответ: (1; 0,2; 2,1).
Пример 26. Решите уравнение [x[x]]=1.

Решение. Так как целая часть левой части уравнения равна 1, то данное

уравнение примет вид 1
[image: image551.wmf]£

х[х]<2.

Любое число можно представить в виде суммы целой и дробной частей,

поэтому неравенство можно записать в виде 1
[image: image552.wmf]£

(k+а)k<2 или 1
[image: image553.wmf]£

k
[image: image554.wmf]2

+kа<2 (1), где k=[x], a={x}.

Зная, что k принимает целые значения, а а
[image: image555.wmf]Î

[0; 1), можно сделать вывод, что неравенство (1) верно при k=1 и а
[image: image556.wmf]Î

[0; 1), и неверно при k
[image: image557.wmf]³

2, k
[image: image558.wmf]£

-2, k=0.

При k=-1 неравенство имеет место лишь при а=0.

Таким образом, неравенство выполняется при k=1 и а
[image: image559.wmf]Î

[0; 1), т.е. при 

х
[image: image560.wmf]Î

[1; 2) и при k=-1 u a=0, т.е. при х=-1.

Ответ: x
[image: image561.wmf]Î

{-1}
[image: image562.wmf]È

[1; 2).

Пример 27. Решите уравнение [х
[image: image563.wmf]2

-5х]=х+7. (2)

Решение. Поскольку [х
[image: image564.wmf]2

-5х] является целым числом, то х+7 - тоже целое

число. Следовательно, число х также является целым. В таком случае 
[х
[image: image565.wmf]2

-5х]=х
[image: image566.wmf]2

-5х и уравнение (2) принимает вид х
[image: image567.wmf]2

-5х=х+7 или х
[image: image568.wmf]2

-6х-7=0. Целыми корнями последнего уравнения являются х
[image: image569.wmf]1

=-1 и х
[image: image570.wmf]2

=7.

Ответ: х
[image: image571.wmf]1

=-1, х
[image: image572.wmf]2

=7.

Пример 28. Решите уравнение 
[image: image573.wmf]ú
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Решение. Обозначим 
[image: image575.wmf]ú
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x

=y. Тогда х=2у+1 и уравнение (3) принимает вид 
[image: image576.wmf]ú
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=у, где у - целое число. Принимая во внимание формулу [x]
[image: image577.wmf]£

x<[x]+1, из полученного уравнения получаем двойное неравенство 
0
[image: image578.wmf]£



 EMBED Equation.3  [image: image579.wmf]3

1
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+

y

-у<1. Отсюда следует -1
[image: image580.wmf]£

у<2.

Поскольку у - целое число и -1
[image: image581.wmf]£

у<2, то у=-l, у=0 и у=1. Так как х=2у+1, то х
[image: image582.wmf]1

=-1, х
[image: image583.wmf]2

=1 и x
[image: image584.wmf]3

=3.
Ответ: х
[image: image585.wmf]1

=-1, х
[image: image586.wmf]2

=1 и x
[image: image587.wmf]3

=3.
Пример 29. Решите уравнение [х]+[2х]=3. (4)

Решение. Рассмотрим последовательно три случая.

1) Если [х]<1, то [2х]<2 и [х]+[2х]<З, т.е.решением уравнения (4) могут
быть только х
[image: image588.wmf]³

1.

2) Пусть [х]=1, тогда из уравнения (4) следует, что [2х]=3-[х]=2. Так как
[х]=1 и [2х]=2, то получаем систему неравенств: 
[image: image589.wmf]î
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Решением данной системы неравенств являются: 1
[image: image590.wmf]£

х<
[image: image591.wmf]2

3

.

3) Если [х]>1, то [2х]>2 и [х]+[2х]>3. Следовательно, уравнение (4) не
имеет корней среди х
[image: image592.wmf]³

2.

Итак, решением уравнения (4) являются 1
[image: image593.wmf]£

х<
[image: image594.wmf]2

3

.
Ответ: 1
[image: image595.wmf]£

х<
[image: image596.wmf]2

3

.

Пример 30. Решите уравнение [соsх]=х
[image: image597.wmf]2

-2х-1 графически.

Решение. Рассмотрим функции y=[cosx] и у=х
[image: image598.wmf]2

-2х- 1. Изобразим их графики на координатной плоскости, (рис.10).
[image: image599.png]



Рис.10
Абсциссы общих точек данных графиков 
[image: image600.wmf]2
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 и будут решениями уравнения.
Ответ: х
[image: image601.wmf]Î
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Пример 31. Решите уравнение [х-х]=х
[image: image603.wmf]2

-1 графически.

Решение. Построим графики функций у=[х
[image: image604.wmf]3

-х] и у=х
[image: image605.wmf]2

-1 на координатной плоскости, (рис.11).
[image: image606.png]



Рис.11
Исследуя график, получаем, что х=-1;1;
[image: image607.wmf]2

 - решения данного уравнения.

Ответ: х
[image: image608.wmf]Î

{- 1; 1; 
[image: image609.wmf]2

}.

Пример 32. Решите уравнение [х]=2{х} графически.

Решение. Построим графики функций у=[х] и у=2{х}, (рис.12). Графики

данных функций строятся непосредственно по точкам.
[image: image610.png]



Рис.12
Абсциссы точек пересечения данных функций 
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 и 
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,
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x

 являются
решениями уравнения.

Ответ: х
[image: image613.wmf]Î

{0; 1,5}.

Пример 33. Решите уравнение 1-х={х} графически.

Решение. Изобразим на координатной плоскости графики функций 
у=1-х и у={х}, (рис.13).
[image: image614.png]



Рис.13
Получаем решения данного уравнения х=0,5; 1.
Ответ: х
[image: image615.wmf]Î

{0,5; 1}.

Пример 34. Решите уравнение [х]=2{х}+4. (5)

Решение. Из уравнения (5) получаем 2{х}=[х]-4, т.е. 2{х} - целое число. Так как по определению 0
[image: image616.wmf]£

{х}<1, то 0
[image: image617.wmf]£

2{х}<2. Если учесть, что 2{х} является целым числом, то 2{х}=0 или 2{х}=1.
Пусть 2{х}=0, тогда {х}=0 и из уравнения (5) получаем [х]=4. Следовательно, корнем уравнения (5) является х=4.

Пусть 2{х}=1, тогда {х}=0,5 и из уравнения (5) имеем [х]=5. А это означает, что корнем уравнения (5) является х =5,5.

Ответ: х
[image: image618.wmf]Î

{4; 5,5}.

Пример 35. Решите уравнение х=[
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]+[
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]+[
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]. (6)

Решение. Используя свойство [х]
[image: image624.wmf]£

х<[х]+1, можно записать

[
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]
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Так как 
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=x, то, складывая почленно три приведенные выше

неравенства, получим [
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]+[
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Отсюда, принимая во внимание уравнение (6), следуют неравенства
0
[image: image647.wmf]£

[
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]+[
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Поскольку в этом случае [
[image: image650.wmf]5
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] , то из неравенств следует, что 0
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. Так как [
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]- целое число, то отсюда получаем, что [
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]=0 или [
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x

]=1. Следовательно, имеем 0
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х<10.

Из уравнения (6) следует, что х - целое число. Так как 0
[image: image662.wmf]£

х<10, то остается лишь проверить целые значения х от 0 до 9. Нетрудно установить, что решениями исходного уравнения являются х=0, х=4, х=5.
Ответ: х
[image: image663.wmf]Î

{0; 4; 5}.

Пример 36. Решить уравнение [2х-х
[image: image664.wmf]2

]=[х
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+
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1

]. (7)

Решение. Так как для любых х верно (х-1)
[image: image667.wmf]2
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0, то 2х-х
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0 и из уравнения (7) следует совокупность двух систем уравнений:
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Отсюда получаем две системы неравенств:
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Решением первой системы неравенств являются 0
[image: image678.wmf]£

х<
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2

, а из второй

системы неравенств получаем единственный корень х=1.

Ответ: x
[image: image680.wmf]Î

[0; 
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)
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{1}.

Пример 37. Решите уравнение х(х-2)[х]={х}-l. (8)

Решение. Из формулы [х]+{х}=х следует, что {x}=x-[x]. В этой связи

уравнение (8) можно переписать, как х(х-2)[х]=х-[х]-1. Отсюда следует уравнение [x](x-1)
[image: image683.wmf]2

=х-1. Очевидно, что х=1 является корнем полученного уравнения. Положим, что х
[image: image684.wmf]¹

1. Тогда разделим обе части данного уравнения на х-1 и получим уравнение [х](х-1)=1. (9)
Рассмотрим последовательно несколько случаев.

1) Если х<0, то [х]
[image: image685.wmf]£

-1 и х-1<-1. В таком случае [х](х-1)>1.

2) Если 0
[image: image686.wmf]£

х<1, то [х]=0 и [х](х-1)=0.

3) Если 1<х<2, то [х]=1 и 0<х-1<1, тогда [х](х-1)<1.

4) Если х
[image: image687.wmf]³

2, то [х]
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2, х-1
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1 и [х](х-1)>1. Отсюда следует, что уравнение
(9) корней не имеет.

Следовательно, исходное уравнение имеет единственный корень х=1.

Ответ: х=1.

Пример 38. Решите уравнение соs
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Решение. Решая тригонометрическое уравнение получаем
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где k - целое число. Из данного уравнения получаем совокупность двух

уравнений: 
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Левые части обоих уравнений являются целыми числами, в то время как их правые части (за исключением случая k=0 в первом уравнении) принимают иррациональные значения.

Следовательно, равенство в уравнениях совокупности может иметь место только в том случае, когда правые их части являются рациональными (точнее, целыми) числами. А это возможно лишь в первом уравнении при условии, что k=0. В этом случае получаем уравнение 
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Ответ: х>
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4. Заключение

В итоге мне бы хотелось завершить — в ходе работы мною проведен анализ литературы по теме «Целая и дробная части числа», на основе чего проведена систематизация задач по видам, опираясь на схожий алгоритм решения данных задач. Задачи в пределах одного вида обладают общностью подхода к своему решению. Для нахождения решения существуют определенные подходы для поиска. Они определяются ориентацией задач на какой-либо признак или свойство.

В работе представлены алгоритмы решения каждого вида задач. Но ещё раз обращаю ваше внимание на то, что нередко отклонение от алгоритма более  рационально, чем строгое соответствие ему.

На продолжении всей работы приводятся примеры решения различных видов задач. А также на основе полученных знаний проводится практикум решения задач, различных степеней сложности, включая задачи, предоставляемые на олимпиадах по математике. В итоге всего в работе представлено 43 задания с объяснением правильного решения.

Проделав долгую работу и представив вам её, осознаю достижение целей и задач, которые я перед собой ставила.
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