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1. Введение
При выборе темы своего проекта я рассматривала большое количество новых, неизвестных мне разделов математики: иррациональные и рациональные уравнения, уравнения и неравенства с модулем, графическое решение уравнений. Но я остановилась на симметрических системах. Эта тема показалась мне наиболее интересной.

Во-первых, её нет в школьной программе, значит, её изучение обеспечит мне дополнительные знания в данной области. Во-вторых, уже давно встречающееся нам в геометрии понятие симметрии, открывается нам и в алгебраических задачах, что, признаюсь, вызывает у меня неоспоримый интерес.

В своей работе я хочу узнать больше о симметрических системах, изучить этот материал как можно подробнее. Конечно, я планирую использовать дополнительную литературу и хочу, чтобы этот проект помог не только мне, но и другим ребятам.
Проблема моего проекта заключается в том, что для успешной сдачи ЕГЭ требуется умение решать различные системы уравнений, а в курсе средней школы им отведено недостаточно времени, необходимого познать этот вопрос глубже.

Цель работы: подготовиться к успешной сдачи ЕГЭ.

Задачи работы:

1. Расширить свои знания в области математики, связанные с понятием «симметрия».

2. Повысить свою математическую культуру, используя понятие «симметрия» при решении систем уравнений, называемых симметрическими, а также других задач математики.

3. Понятие симметрии. Основные виды.
Ключевым словом в моем проекте является симметрия. Прежде всего, я бы хотела подробней познакомиться с этим понятием.

Симметрия – соразмерность, одинаковость в расположении частей чего-нибудь по противоположным сторонам от точки, прямой или плоскости.

Симметрия – неизменность при каких-нибудь преобразованиях.

 Симме́три́я — (др.-греч. συμμετρία), в широком смысле — неизменность при каких-либо преобразованиях. Так, например, сферическая симметрия тела означает, что вид тела не изменится, если его вращать в пространстве на произвольные углы. Двусторонняя симметрия означает, что право и лево относительно какой-либо плоскости выглядят одинаково.

В математике симметричные свойства описываются с помощью теории групп.

Типы симметрий, встречающиеся в математике.

· двусторонняя симметрия — симметричность относительно зеркального отражения. Описывается группой Z2. 

· симметрия n-порядка — симметричность относительно поворотов на угол 360°/n вокруг какой-либо оси. Описывается группой Zn. 

· аксиальная симметрия — симметричность относительно поворотов на произвольный угол вокруг какой-либо оси. Описывается группой SO(2). 

· сферическая симметрия — симметричность относительно вращений в трёхмерном пространстве на произвольные углы. Описывается группой SO(3). 

· трансляционная симметрия — симметричность относительно сдвигов пространства в каком-либо направлении на некоторое расстояние. 

Например:

[image: image1.png]


                                                        [image: image2.png]



Симметрия восьмого порядка                                       Зеркально-осевая симметрия
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Симметрия переноса
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Орнамент
 3. Решение задач при помощи симметрии.

Разговор о симметрии можно продолжить решением  простых и достаточно известных задач. Задачи эти относятся к разным областям математики и на первый взгляд совершенно непохожи.

Задача 1 (игровая). Двое по очереди кладут одинаковые монеты на круглый стол, причём монеты не должны накрывать друг друга. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре? (Иначе говоря, у какого из игроков есть выигрышная стратегия?)

	[image: image6.png]




	Ррис.1


Решение. При правильной игре выигрывает тот, кто начинает -  первый игрок. Вот его стратегия. Первым ходом он кладёт монету в центр стола. Затем после каждого хода второго первый кладёт монету симметрично монете, только что положенной вторым, относительно центра стола (рис. 1). Очевидно, если возможен очередной ход второго игрока, то возможен и симметричный ему ответный ход первого. Следовательно, первый игрок побеждает.

Задача 2 (геометрическая). На плоскости дана прямая l и точки A и B по одну сторону от неё. Нужно найти на прямой такую точку C, чтобы сумма длин отрезков AC и BC была минимальна.

	[image: image7.png]




	Ррис.2


Решение. Построим точку A', симметричную A относительно прямой l. Заметим, что для любой точки C, лежащей на прямой l, AC=A'C. Поэтому 
AC+BC=A'C+BC.

В силу неравенства треугольника сумма A'C+BC минимальна тогда и только тогда, когда точка C лежит на отрезке A'B (рис. 2). Итак, C=A'B [image: image8.png]


l. 

Задача 3 (векторная). На плоскости дан правильный n-угольник A1A2... An, точка O  -  его центр (рис. 3). Найти вектор [image: image9.png]
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	Ррис.3


Решение. Введём обозначения: [image: image11.png]
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 A1OA2, [image: image13.png]


 -  поворот на угол [image: image14.png]


 с центром в точке O (т. е. [image: image15.png]




 INCLUDEPICTURE "http://images.nature.web.ru/nature/2000/12/13/0001157613/vector_c.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image16.png]


есть вектор, полученный из вектора [image: image17.png]


 указанным поворотом). Тогда, поскольку многоугольник A1A2... An правильный, 
[image: image18.png]



Как известно, сложение векторов и поворот перестановочны: если сумму нескольких векторов повернуть на угол [image: image19.png]


 и, наоборот, каждый из векторов-слагаемых повернуть на тот же угол, а затем сложить, результат будет один и тот же. Кроме того, сумма векторов не зависит от их порядка. Поэтому:
[image: image20.png]Rpat = RyOApt R,OAz .. +R,OA, i+ RyOA,:

o I





Итак, вектор [image: image21.png]


 не меняется при повороте на угол 0o<[image: image22.png]


 <360o. Значит, [image: image23.png]
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Задача 4 (алгебраическая). При каких a и b система уравнений 

[image: image25.png]THp+z=3,
<y 2=

e P = b




имеет ровно одно решение? 

Решение. Система, как видите, достаточно сложная, и решить её для всех значений a и b (чтобы потом выбрать из них те, при которых решение единственно) школьными методами невозможно. Но это и не нужно: найти требуемые значения a и b можно гораздо проще. Заметим, что вид нашей системы не изменится, как бы мы ни переставляли неизвестные x, y и z. Иными словами, если тройка чисел (x0,y0,z0)  -  решение системы, то решениями будут и тройки, полученные из неё всевозможными перестановками: (x0,z0,y0), (y0,x0,z0), (y0,z0,x0), (z0,x0,y0), (z0,y0,x0). Решение может быть единственным только в том случае, когда x0=y0=z0. Из первого уравнения х0=y0=z0=1. Подставляя эти значения x, y и z во второе и третье уравнения, получаем, что a=b=3. Осталось только проверить, что при этих a и b у системы действительно нет других решений, кроме (1,1,1).

Что же общего у этих четырёх задач? Важным моментом в решении каждой из них было наличие некоторого преобразования, "сохраняющего" задачу (в первой задаче это была центральная симметрия, во второй  -  осевая симметрия, в третьей  -  поворот, в четвёртой  -  перестановки неизвестных); относительно этого преобразования условие задачи было симметрично. Это и есть ключевая идея в современном представлении о симметрии: понятие симметрии начинается с понятия группы преобразований.

Так как тема моего проекта – «Симметрические системы уравнений», то я хотела бы подробней остановиться именно на них. 

 4. Симметрические системы.

Определение 1: Система с n неизвестными называется симметрической, если она не меняется при перестановки неизвестных.

Определение 2: Функция f (x;y) называется симметрической, если для всех x и y выполнено равенство
[image: image26.png]Fx, ) =1, x).




Пример 1 

Многочлен от двух переменных вида f(x,y) = 3x 2 – 2xy + 3y 2 + 15является симметрической функцией. В самом деле, 
	[image: image27.png]32 — 2yx + 3x2 4+ 15=32% - 2oy + P2 + 15=1(x,5)
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Пример 2 

Функция [image: image28.png]fE=x

[



является симметрической. В самом деле, 
	[image: image29.png]V2 - xP -
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Примерами симметрических выражений являются следующие выражения:

1. u = x +y;

2. u = 2x2-3xy+2y2,
3. v = xy;

4. u = x2+ y2 ;

 5. Способы решения симметрических систем.

Симметрические системы можно решать методом замены переменных, в роли которых выступают основные симметрические многочлены. В результате таких замен приходим к решению более простых систем уравнений.

Симметрическая система двух уравнений с двумя неизвестными х и у решается подстановкой u = х + у , v = ху. Заметим, что встречающиеся выражения в симметрических системах выражаются через u и v. Приведем несколько таких примеров, представляющих несомненный интерес для решения многих симметрических систем:

х2 + у2 = (х + у)2 - 2ху = u2 - 2v,

х3 + у3 = (х + у)(х2 -ху + у2) = u (u2 - 2v – v) = u3 - 3uv,

х4 + у4 = (х2 + у2)2 - 2х2у2 = (u2 - 2v)2 - 2v2 = u4 - 4u2v + 2v2,

х2 + ху + у2 = u2 - 2v + v = u2 - v и т.д.

Пример 3:
  х2 + ху + у2 =13,

  х + у = 4;

Пусть  х + у = u, ху = v.

 

  u2 – v = 13,

  u = 4


  16 – v = 13, 

  u = 4

  v = 3,

  u = 4

Произведем обратную замену.


  х + у = 4, 

  ху = 3


  х = 4 – у

  ху = 3


  х = 4 – у,

  (4 – у) у = 3 


  х = 4 – у, 

  у1 = 3; у2 = 1


  х1 = 1, х2 = 3,

  у1 = 3, у2 = 1

Ответ: (1; 3); (3; 1).

Пример 4:
  х2 + ху + у2 = 49, 

  х + у + ху = 23

Сделаем замену неизвестных, система примет вид

  u2 + v = 49,

  u + v = 23

Сложив эти уравнения, получим  u2 + u – 72 = 0 с корнями u1 = 8, u2 = -9. Соответственно v1 = 15, v2 = 32. Остается  решить совокупность систем

            х + у = 8,                    х + у = -9,

            ху = 15                       ху = 32

Система     х + у = 8,         имеет решения х1 = 3, у1 = 5; х2=5, у2 =3.
                    ху = 15       

Система      х + у = -9,      действительных решений не имеет.

                    ху = 32  

Ответ: (3; 5), (5; 3).

Пример 5:
	[image: image30.png]j
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	Эта система – симметрическая, поэтому делаем стандартную замену u = x + y, v = xy. Преобразуем левую часть первого уравнения: [image: image31.png]2457 = ) ay D) = G+ - B =u ~ )



тогда система принимает вид: 

[image: image32.png]



Итак, для u получаем уравнение [image: image33.png]P 3u-4=0




Вспомним теорему о рациональных корнях многочленов. Рациональные корни нашего уравнения нужно искать среди делителей числа –4. Перебирая все делители, убеждаемся, что рациональных корней у уравнения нет. Однако эта теорема и не была теоремой существования корней. Указанная теорема констатировала лишь следующее: если у многочлена с целыми коэффициентами существуют рациональные корни (но для них имеется ещё возможность НЕ существовать), то эти корни будут иметь некоторый специальный вид. Тот случай, когда рациональных корней нет, эта теорема и не описывала.

Попробуем найти корни уравнения исходной системы среди иррациональных чисел. Однако для этого придется проявить некоторую изобретательность: стандартная замена для симметрических систем здесь, очевидно не работает.

Возводя второе уравнение в куб, получим: [image: image34.png]


Таким образом, по теореме Виета, [image: image35.png]


и [image: image36.png]


являются корнями квадратного уравнения [image: image37.png]—45+1=0



Отсюда [image: image38.png]


и [image: image39.png]


Значит, [image: image40.png]n={2-By=er Fin=Ter = -




Заметим, что мы нашли один из корней уравнения [image: image41.png]P —3u-4=0





[image: image42.png]



Ответ. [image: image43.png](-5 3). (o+ B3 -15)






 6. Теоремы, используемые при решении симметрических систем.

При решении симметрических систем используются следующие теоремы:

	Теорема 1.  (о симметрических многочленах) 

Любой симметрический многочлен от двух переменных представим в виде функции от двух основных симметрических многочленов 

[image: image44.png]



[image: image45.png]





 Другими словами, для любого симметрического многочлена f (x, y) существует такая функция двух переменных φ (u, v), что 

	[image: image46.png]Fx, =g (u(x,), v (x,»)






Пример:

Функция [image: image47.png]f ) =at+y



может быть преобразована следующим образом: 

	[image: image48.png]32 = 2xy =0 (@ (.9, v (x, ),






где [image: image49.png]



	Теорема 2.  (о симметрических многочленах)[image: image50.png]


 

Любой симметрический многочлен от трёх переменных представим в виде функции от трёх основных симметрических многочленов: 

[image: image51.png]u(x,y.2)=x+y+z,
v (53,2 =1y +yz+ax,
w (x,¥,2) =xyz.





[image: image52.png]





Другими словами, для любого симметрического многочлена f (x, y) существует такая функция трёх переменных θ (u, v, w), что 

	[image: image53.png]Fx, =0 x,y2),vxyz,wxyz)






Пример 6
3 х2у – 2ху + 3ху2 = 78,

2х – 3ху + 2у + 8 = 0

С помощью основных симметрических многочленов система может записана в следующем виде


  3uv – 2v = 78, 

  2u – 3v = -8.

 Выражая из второго уравнения u = 
[image: image54.wmf]2

8
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  и подставляя его в первое уравнение,  получим    9v2 – 28v – 156 = 0. Корни этого уравнения  v1 = 6 и v2 = -
[image: image55.wmf]9
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 позволяют найти соответствующие им значения u1 = 5, u2 = -
[image: image56.wmf]3

25

  из выражения u = 
[image: image57.wmf]2
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Решим теперь следующую совокупность систем  

      х + у = 5,      и            х + у = - 
[image: image58.wmf]3

25

,

      ху = 6                          ху = - 
[image: image59.wmf]9
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.

     х = 5 – у,       и             у = -х - 
[image: image60.wmf]3

25

,

      ху = 6                           ху = - 
[image: image61.wmf]9
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.

     х = 5 – у,         и          у = -х - 
[image: image62.wmf]3

25

,

     у (5 – у) = 6                 х (-х - 
[image: image63.wmf]3

25

) = - 
[image: image64.wmf]9
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     х = 5 – у,          и          у = -х - 
[image: image65.wmf]3

25

,

     у1= 3, у2 =2                  х1 = 
[image: image66.wmf]3

1

, х2 = -
[image: image67.wmf]3
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      х1 =  2, х2  = 3,    и       х1 = 
[image: image68.wmf]3
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, х2 = -
[image: image69.wmf]3

26


      у1= 3, у2 =2                  у1 = -
[image: image70.wmf]3
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, у2 = 
[image: image71.wmf]3
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Ответ: (2; 3), (3; 2), (
[image: image72.wmf]3
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; -
[image: image73.wmf]3
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), (-
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;
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7. Рассмотрим более сложные симметрические системы – системы, содержащие модуль.
| x – y | + y 2 = 3,

| x – 1 | + | y – 1 | = 2.

Рассмотрим данную систему отдельно при х < 1 и при х ≥ 1.

1. Если х < 1, то:

а) при у < х система принимает вид

х – у + у 2 = 3,

 - х + 1 – у + 1 = 2,

или
х – у + у 2  = 3,

х + у = 0,

откуда находим х 1  = 1, у 1 =  - 1, х 2 =  - 3, у 2 = 3. Эти пары чисел не принадлежат к рассматриваемой области;
б) при х ≤ у < 1 система принимает вид 

 - х + у + у 2  = 3,

 - х + 1 – у + 1 = 2,

или 

 - х + у + у 2  = 3,

х + у = 0,

откуда находим х 1  = 3, у 1 =  - 3; х 2 =  - 1, , у 2 = 1. Эти пары чисел не принадлежат к рассматриваемой области;

в) при у ≥ 1 (тогда у > х) система принимает вид

 - х + у + у 2 = 3,

 - х + 1 + у – 1 = 2,

или

 - х + у + у 2  = 3,

х – у =  - 2,

откуда находим  х 1  = - 3, у 1 =  - 1, х 2 =  - 1, у 2 = 1. Вторая пара чисел принадлежит рассматриваемой области, т. е. является решением данной системы.
2. Если х ≥ 1, то:

а) х > у и у < 1 система принимает вид

х – у + у 2  = 3,

х – 1 – у = 1 = 2,

или 

х – у + у 2 = 3,

х – у = 2,

откуда находим х 1  = 1, у 1 =  - 1, х 2 =  4, у 2 = 2. Первая пара чисел принадлежит рассматриваемой области, т. Е. является решением данной системы;

б) при х > у и у ≥ 1 система принимает вид

х – у + у 2 = 3,

х – 1 + у – 1 = 2,

или

х – у + у 2 = 3,

х + у = 4,

откуда находим х = 1, у = 3. Эта пара чисел не принадлежит рассматриваемой области;

в) при х ≤ у (тогда у ≥ 1) система принимает вид
 - х + у + у 2 = 3,

х – 1 + у – 1 = 2,

или

 - х + у + у 2 = 3,

х + у = 4,

откуда находим х 1  = 5 + √8, у 1 =   - 1 - √8; х 2 =  5 - √8, у 2 = - 1 + √8. Эти пары чисел не принадлежат рассматриваемой области.

Таким образом, х 1  = - 1, у 1 = 1; х 2 =  1, у 2 = - 1.

Ответ: ( - 1; 1); ( 1; - 1).
8. Заключение
 

Работа над проектом завершена. И я довольна результатом. Во-первых, я узнала много нового о симметрии как об алгебраическом понятии, обнаружила разные способы решения симметрических систем, научилась применять их на практике.

Математика развивает мышление человека, учит посредством логики находить разные пути решения. Так, научившись решать симметрические системы, я поняла, что использовать их можно не только для выполнения конкретных примеров, но я для решения разного рода задач.

Я думаю, что проект может принести пользу не только мне. Для тех, кто так же захочет ознакомиться с этой темой, моя работа будет являться хорошим помощником.
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