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Подобно тому, как все искусства тяготеют к музыке, все науки стремятся к математике.
Д. Сантаяна

Цель
Теоретический материал и задачи, различные построения и графики, представленные в данной работе, наиболее полно и понятно раскрывают, что такое функции и зачем они нужны, как с ними работать и как правильно выполнять действия над ними. 
Теоретический материал заменит учебник, а задачи помогут лучше усвоить и закрепить полученные знания. 
С помощью данного проекта можно не только изучить новый материал, но и легко повторить ранее пройденные темы. Разобранные задачи могут служить примером правильного решения похожих заданий.
Проект направлен на изучение и отработку следующих умений:
· Строить графики функций и отвечать на вопросы, связанные с их исследованием;
· На основе графиков изученных функций строить более сложные графики ( кусочно-заданные, с «выбитыми» точками и т.п.); 
· Использовать графические представления и свойства функций для решения математических задач из других разделов курса (например, для исследования систем уравнений).
Рассматриваются методы построения графиков функций как элементарными способами, так и с помощью элементов математического анализа. Предлагается общая схема исследования и частные методы построения графиков, приведено достаточное количество примеров для усвоения.
 
Что такое функция?
Функция – основное понятие математического анализа. Но формировалось оно не сразу. Вначале оно было расплывчатым и не имело сколько-нибудь четкого описания. Первые попытки очертить контуры этого понятия делаются в конце XVII века Лейбницем, Иоганном и Якобом Бернулли. Сам термин «функция» принадлежит Лейбницу. И.Бернулли вкладывает в этот термин понятие о «выражении, составленном каким-либо образом из переменной величины и постоянных величин». Конкретизируя мысль И.Бернулли, Эйлер в своих учебниках определял функции как аналитические выражения, составленные из переменной величины и постоянных величин. Он же ввел символ f(x). Однако Эйлер считал возможным называть функцией также «произвольно начертанную кривую». Но Эйлеру были известны также и такие случаи, когда функция имела словесное описание. Скажем, тот же синус.
В начале прошлого века стала выкристаллизовываться идея функции, как соответствия, закона, по которому независимое переменное х преобразуется в у, вне зависимости от способа такого соответствия. Среди первых ученых, пропагандировавших такую точку зрения, был Лобачевский: 
« Это общее понятие требует, чтобы функцией от х назвать число, которое дается для каждого х и вместе с х постепенно изменяется. Значение функции может быть дано аналитическим выражением, или условием, которое подает средства испытывать все числа и выбирать одно из них, или, наконец, зависимость может существовать и оставаться неизвестной.
	Обширный вид теории допускает существование зависимости только в том смысле, чтобы числа, одно с другим в связи, принимать как бы данными вместе».
Сходные воззрения и примерно в те же времена высказывались и во французской математической школе и в немецкой.

Свойства функций
Функция – такая зависимость переменной у от переменной х, когда каждому х поставлено в соответствии единственное значение у. При этом х – независимая переменная (аргумент), а у – зависимая переменная (функция). Обозначение функции: у = f(x).
Область определения функции D(f) – все значения, которые принимает независимая переменная х. Если функция задана формулой и не указана её область определения, то считают, что область определения функции состоит из всех значений аргумента, при которых функция имеет смысл. Если же функция описывает реальный процесс, то её область зависит от конкретных условий.
Например, f(x)=            D(f)= (-∞;3) υ (3;+∞)                                                                                                                                   
                              
Область значений функции Е(f) – множество, которое состоит из всех чисел f(x), таких, что х принадлежит области определения функции f.


Способы задания функции:
· С помощью формулы (аналитически). Например, f(x) = 2х2 + 5
	Х
	5
	6
	7
	8
	9

	У
	0
	3
	1
	5
	7


· С помощью таблицы. Например,
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· С помощью графика              





· С помощью описания. 
Например, для рациональных аргументов значения функции равны 1, а для иррациональных они равны 0.


Общие свойства функции:

· Нули функции  (f(x) = 0)

· Промежутки  знакопостоянства (f(x)>0, f(x)<0)

· Промежутки монотонности (f(x) возрастает, если х2>х1 , f(x2)> f(x1),  f(x) убывает, если х2>х1,  f(x2)< f(x1))

· Четность, нечетность функции (четная f(-x)= f(x), нечетная f(-x)=- f(x))

· Периодичность функции (f(x + Т) = f(x), Т – период функции)

· Точки экстремума функции (х0 – точка максимума, если f(x0)≥ f(x), х – точка из некоторой окрестности; х0 – точка минимума, если f(x0)< f(x), х – точка из некоторой окрестности)

График функции f – множество всех точек (х; у) координатной плоскости, где у = f(x), а х принадлежит области определения f(x).


















Элементарные функции и их графики


Класс функций, в который входят многочлены, рациональные, показательные, логарифмические, тригонометрические и обратные тригонометрические функции, а также функции, получающиеся из перечисленных выше с помощью четырех арифметических действий и суперпозиций (образования сложной функции), применяемых конечное число раз.



























Постоянная функция- функция, заданная формулой у=b, где b-некоторое число. Графиком постоянной функции у=b является прямая, параллельная оси абсцисс и проходящая через точку (0;b) на оси ординат                                                                                                                                      




Прямая пропорциональность- функция, заданная формулой у=kx, где k называется коэффициентом пропорциональности.
Cвойства функции y=kx:
1. Область определения функции - множество всех действительных чисел
2. y=kx - нечетная функция
3. При k>0 функция возрастает, а при k<0 убывает на всей числовой прямой
 


Линейная функция – функция вида у = Кх + b, где х – независимая переменная, К,b – действительные числа. В частности, k=0, то получаем постоянную функцию y=b; если b=0, то получаем прямую пропорциональность y=kx.

График функции – прямая.





С помощью коэффициента К можно определить, возрастает или убывает функция.

К>0
К<0

Угол наклона между прямой и осью ОХ – острый, значит, функция возрастает.
Угол наклона между прямой и осью ОХ – тупой, значит, функция убывает.








Пример 1




Свойства функции y=kx+b:
1. Область определения – множество  всех действительных чисел
2. Функция y=kx+b общего вида, т.е. ни чётна, ни нечётна.
3. При k>0 функция возрастает, а при k<0 убывает на всей числовой прямой













Пример 1
Для каждой функции, заданной формулой, укажите её график
1) у = - х + 1                   2) у = х – 1 
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Правильный ответ:
1 – б; 2 – а


Пример 2
На рисунке изображены графики функций вида у = Кх + b. Установите соответствие между графиками и знаками коэффициентов К и b.

А) К>0, b>0
Б) К>0, b<0
В) К<0, b>0
[image: img005.jpg]

Правильный ответ:
А – 3; Б – 1; В – 2






Пример 3
Постройте график функции у = 0,4х – 1. При каких значениях аргумента функция принимает отрицательные значения?
Решение:
1. Составим таблицу некоторых значений
	Х
	-2
	0

	У
	-1,8
	-1


2. Нанесем полученные точки на                                              координатную плоскость и соединим                                              прямой.
3. у<0
0,4х - 1<0
 х<2,5
Аналитически и с помощью графика
определили, что у<0 при х<2,5.




Пример 4
Постройте график функции у = . При каких значениях х выполняется 
                                                               
неравенство 0≤у≤1,5?
Решение:
1. Выполним преобразования
у = 1,5 – 0,5х
2. Составим таблицу некоторых значений
	Х
	0
	4

	У
	1,5
	-0,5


 Если 0≤у≤1,5, то 0≤х≤2,5




*Пример 5
Постройте график функции у = f(x), где
                          
                    
                                 
Найдите значение функции при х = 10.
Решение:
Перед нами кусочно-заданная функция
1. Преобразуем первое уравнение
1. у = 0,5х – 1
2. Графиком является прямая
      Интервал (-∞;-2]
      Составим таблицу некоторых значений
	Х
	-4
	-2

	У
	-3
	-2


       Нанесем полученные точки на координатную плоскость, соединим прямой.
 	2. Преобразуем третье уравнение
	         1.  у = 0,5х – 3
	       2.  Графиком  является прямая
	            Интервал [2;+∞)
                     Составим таблицу некоторых значений
	Х
	2
	3

	У
	-2
	-1


	  
Нанесем полученные точки на координатную плоскость, соединим прямой.	
	3.  f(-10)= -6  

*Пример 6
Постройте график функции у =. При каких значениях х
                                                                  
выполняется неравенство у≤3?
1. Преобразуем уравнение
	

х2 – х – 2=0
D=b2-4ac=1+8=9
Х1=(-b +√D)/2а=2
Х2=(-b - √D)/2а=-1
2. Функция принимает вид у = -х – 1, х ≠0 и х ≠2
3. Графиком является прямая
4. Составим таблицу некоторых значений
	Х
	-1
	1

	У
	0
	-2



5. Нанесем полученные точки на координатную плоскость  соединим их прямой.

6. у≤3 при -4≤х<0, 0<х<2, х>2













Обратная пропорциональность – функция вида у = , где х – независимая переменная и 
К – не равное нулю число. Область определения этой функции – множество всех чисел, кроме х = 0. 
График функции – гипербола. 


Гипербола – кривая, являющаяся графиком обратной пропорциональности. Гипербола состоит из двух ветвей.
Свойства графиков функции у = :
1. Графики не имеют с осями координат общих точек, т. к. при х = 0 выражение  не имеет смысла, а значение у не равно нулю ни при каком значении х.
2. График функции у = состоит из двух ветвей, расположенных симметрично относительно начала координат.

Если К>0, то ветви расположены в первой и третьей координатных четвертях.
Если К<0, то ветви расположены во второй и четвертой координатной четверти.













Пример 1
Построить график функции у = 
Решение:
Перед нами уравнение обратной пропорциональности, значит, графиком является гипербола.
1. Составим таблицу некоторых значений.
	Х
	-8
	-4
	-2
	-1
	-1/2
	1/2
	1
	2
	4
	8

	У
	-1/2
	-1
	-2
	-4
	-8
	8
	4
	2
	1
	1/2


[image: ]
2. Нанесем полученные точки на координатную плоскость и соединим 
их плавной кривой.

[image: ]Пример2 
Построить график функции у = 
Решение:
Перед нами уравнение обратной пропорциональности, значит, графиком является гипербола
1. Составим таблицу некоторых значений
	Х
	-6
	-4
	-3
	-2
	-1
	1
	2
	3
	4
	6

	У
	1
	1,5
	2
	3
	6
	-6
	-3
	-2
	-1,5
	-1


 
2. Нанесем полученные точки на координатную плоскость и соединим их плавной кривой.

Квадратичная функция – функция вида у = ах2+bх+с, где х – независимая переменная, а,b,с – параметры. Коэффициент а не может равняться нулю. b и с – любые числа. График функции – парабола.
Парабола – кривая, являющаяся графиком квадратичной функции. 

Свойства графиков функции у = ах2+bх+с:
1. Парабола имеет собственную ось симметрии
2. График квадратичной функции состоит из двух ветвей, расположенных относительно собственной оси симметрии параболы.
3. Если коэффициент а>0, то ветви параболы направлены вверх. Если а<0, то ветви параболы направлены вниз.
Для нахождения вершин параболы используют формулу - Х0 = (- b)/2а












Пример 1
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Правильный ответ : Г
Пример 2
[image: img007.jpg]








       Правильный ответ: а – 3, б – 1, в – 4, г – 2.

Пример 3
Построить график функции у = -2х2+4х-3.
Решение:
Перед нами уравнение квадратичной функции, значит, графиком является парабола.
1. Найдем вершины параболы
Х0= (-4)/-4=1
У0=-2+4-3=-1
2. Ветви параболы направлены вниз
3. Составим таблицу некоторых значений
	Х
	-1
	0
	2
	3

	У
	-9
	-3
	-3
	-9



4. Нанесем полученные точки на                                                    координатную плоскость и соединим их                                             плавной кривой.
	















Пример 4
Постройте график функции у = х2 – 2х – 3. Какие значения принимает функция, если 0≤х≤4?
Решение:
Перед нами уравнение квадратичной функции, значит, графиком является парабола.
1. Найдем вершины параболы
Х0 =  2/2 = 1
У0 = -4
2. Ветви параболы направлены вверх
3. Составим таблицу некоторых значений
	Х
	-2
	-1
	0
	2
	3
	4

	У
	5
	0
	-3
	-3
	0
	5



4. Нанесем полученные точки на координатную плоскость и соединим их плавной кривой.
5. 0≤х≤4 при 3≤у≤5
*Пример 5
Постройте график функции у = f(x), где 
Укажите промежутки возрастания функции 	
Решение:
Перед нами кусочно-заданная функция
1. Графиком первой функции является парабола, ветви которой направлены вниз. D(f) - [-1;1]. 
2. Составим таблицу некоторых значений
	Х
	-1
	0
	1

	у
	0
	2
	0




3. Нанесем полученные точки на координатную плоскость и соединим их плавной кривой.
4. Графиками второй и третьей функций являются
 прямые.
5. Составим таблицы некоторых значений
                у = х – 1                                    у = -х – 1  
	Х
	-4
	-2

	у
	3
	1


	Х
	2
	4

	у
	1
	3




6. Нанесем полученные точки на координатную плоскость и соединим прямой.
                 Функция возрастает на [-1;0] υ [1;+∞)

Функция у = х3

Свойства функции y=x3:
1. Область определения- вся числовая прямая
2. y=x3 -нечетная функция
3. Функция возрастает на всей числовой прямой
Графиком функции является кубическая парабола




Функция у = 
Область определения функции – множество неотрицательных чисел.
[image: ]Некоторые свойства функции у = 
1. Если х = 0, то у = 0, поэтому начало координат принадлежит графику функции.
2. Если х>0, то у>0; график расположен в первой координатной четверти.
3. Большему значению аргумента соответствует большее значение функции; график функции идет вверх.
	Х
	0
	1
	4
	9
	16

	У
	0
	1
	2
	3
	4


 
График функции у = , как и график функции у = х2, где х≥0, представляет собой ветвь параболы. Эти графики симметричны относительно прямой у = х.






[image: img009.jpg]Показательная функция – функция вида у = ах, где а>0, а≠1




Пусть х- произвольное четное число, большее двух: 4,6,8... В этом случае функция y=ах обладает теми же свойствами, что и функция y=x2. График функции напоминает параболу y=x2, только ветви графика при |а|>1 тем круче идут вверх, чем больше х, а при |а|<1 тем «теснее прижимаются» к оси Х, чем больше х.
	

Пусть n- произвольное нечетное число, большее трех: 5,7,9... В этом случае функция y=xn обладает теми же свойствами, что и функция y=x3. График функции напоминает кубическую параболу.



















Тригонометрические функции

Функция у = , её свойства и график
1. Область определения – множество R действительных чисел: 
D(f)=(-∞;+∞)
2. О.З.Ф. у [-1;1]
3. Нули функции х = πк, к  Z
4. Знакопостоянство:
у>0, если х  (0+2πn; π+2πn), n  (π+2πn; 2π+2πn), n  Z
5. у =  - нечетная функция. 
6. [image: img029 - копия.jpg]Функция у =  возрастает на отрезке и убывает на отрезке [;π].
Это следует из того, что при движении точки по первой четверти числовой окружности ордината постепенно увеличивается, а при движении точки во второй четверти числовой окружности ордината постепенно уменьшается.
Функция у =  её свойства и график
1. Область определения – множество R действительных чисел: 
D(f)=(-∞;+∞)
2. О.З.Ф. у [-1;1]
3. Нули функции х = 
4. Знакопостоянство:
у>0, если , 
у<0, если 
5. Монотонность:
у↑, если 
у↓, если 
6. [image: img029.jpg]Функция периодическая: q=2π
7. Функция четная: 

Функции 
[image: ]
[image: img030.jpg][image: img030 - копия.jpg]Обратные тригонометрические функции

Обратная функция
Если функция y=f(x) такова, что для любого ее значения yo уравнение f(x)=yo имеет относительно х единственный корень, то говорят, что функция f обратима.
Если функция y=f(x) определена и возрастает (убывает) на промежутке Х и областью ее значений является промежуток Y, то у нее существует обратная функция, причем обратная функция определена и возрастает(убывает) на Y.
Таким образом, чтобы построить график функции, обратной к функции y=f(x), надо график функции y=f(x) подвергнуть преобразованию симметрии относительно прямой y=x.

[image: img0010.jpg]Логарифмическая функция – функция вида у = , где а>0, а≠1.





Сложная функция- функция, аргументом которой является другая любая функция. 
		Возьмем, к примеру, функцию y=x+4. Подставим в аргумент функцию y=x+2. Получается: y(x+2)=x+2+4=x+6. Это и будет являться сложной функцией. 




Функции, содержащие знак модуля.
Напомним определение модуля величины   а

1.Построение графика функции вида у=; f 
Используя определение знака модуля, представим заданную функцию в виде 
У= 
Отсюда вытекает следующее правило. Для построения графика функции у= нужно сначала построить график функции f, а затем ту часть графика ,которая расположена в нижней полуплоскости ,отразить относительно оси абсцисс. Полученная в верхней полуплоскости кривая и будет графиком функции у=. 
Пример 1
[image: img006.jpg]Построить график функции у=
Строим  график функции у=где функция отрицательна, производим отражение относительно оси абсцисс. Там, где функция  положительна, оставляем график без изменений. В итоге получаем график функции у=(сплошная)

[image: img006 - копия (1).jpg]Пример 2
Построить график функции у=
Представим функцию, стоящую под знаком модуля, в виде у=
Построив параболу (пунктирная кривая) ,получаем искомый график отражением части параболы,  которая расположена ниже оси абсцисс (сплошная кривая)

2.Построение графиков функции вида у=fff
Функция у=f является четной, поэтому ,построение ее графика сводится к построению графика функции у=f при хотражению относительно оси координат. 

[image: img006 - копия (2).jpg]Пример 3
Построить график функции у=
Строим график у=.Эта функция имеет горизонтальную асимптоту у-0 и 2 вертикальные асимптоты х=0 и и х=2 ;в точке х=1-нуль функции. График этой функции - пунктирная кривая. Часть этого графика при х является одновременно и графиком исходной функции. Левую ветвь графика (при хполучаем отражением относительно оси ординат.

[image: img006 - копия (3).jpg]Пример 4
Построим  график функции у=arctg .
Строим график функции у=arctg х,а затем отражением его правой ветви (при хотносительно оси ординат получаем левую ветвь искомого графика.



3.Функции частично содержащие знак модуля.
Выражение для функции может включать в себя аргумент одновременно со знаком модуля и без него. Прежде чем строить графики таких функций необходимо предварительно раскрыть знак модуля и выполнить построение графика на отдельных интервалах.
Пример 5
[image: img007.jpg]Построить график функции у=функцию можно записать в виде у= .Следовательно, график функции представляет собой 2 полупрямые, начинающиеся из начала координат.

[image: img007 - копия (1).jpg]Пример 6
Построить график функции у=
С учетом того, что ,функцию можно записать в следующем виде :
У=
при х график представляет собой прямую у=2, а при х с графиком функции у=2 

Пример 7
Построить график функции у=
Раскрыв знак модуля ,получим 
У= 
[image: img007 - копия (2).jpg]



Более подробно о свойствах функций. Исследование функций
Направление выпуклости графика функции.
[image: img001.jpg][image: img001 - копия.jpg]Кривая  у=f(х) называется выпуклой вниз в промежутке [а,в],если она лежит выше касательной в любой точке этого промежутка. (рис. слева)

Кривая у=f(х) называется выпуклой вверх в промежутке [a,в],если она лежит ниже касательной в любой точке этого промежутка. (рис. справа)

Промежутки, в которых график функции обращен выпуклостью вверх или вниз ,называются промежутками выпуклости графика функции. Выпуклость вниз или вверх кривой, являющейся графиком функции у=f(х) ,характеризуется знаком ее второй производной: если в некотором промежутке  f´´(х)то кривая выпукла вниз в этом промежутке ,если же f´´(х)<0,то кривая выпукла вверх в этом промежутке.
1. [image: img001 - копия (2).jpg]Найти промежутки выпуклости кривой f(х)=
Находим f´(х)=3промежутке кривая выпукла вверх ;в промежутке [0;∞) имеем f´´(х)>0,т.е. в этом промежутке кривая выпукла вниз .

     
        2.Исследовать на направление выпуклости кривую f(х)= в точках 
Находим f´(х)=.Подставляя во вторую производную значение  и  =1,получим  f´´(-2)=<0,f´´(1)=>0.
Таким образом , в точке х=-2 кривая выпукла вверх , а в точке х-1-выпукла вниз .

3.Найти промежутки выпуклости кривой f(х)=
Находим (-∞;0] и [1;∞) выполняется неравенство f´´(х)>0,т. е. в этих промежутках кривая выпукла вниз , а в промежутках [0;1] имеет место неравенство f´´(х)<0,т. е. в этом промежутке кривая выпукла вверх .

Точки перегиба
Точка графика функции у=f(х),разделяющая промежутки выпуклости противоположных направлений этого графика, называется точкой перегиба.
Точками перегиба могут служить только критические точки II рода , т. е. точки принадлежащие области определения функции у=f(х),в которых вторая производная f´´(х) обращается в нуль или терпит разрыв .
Если при переходе через критическую точку вторая производная f´´(х) меняет знак , то график функции имеет точку перегиба (

Правило нахождения точек перегиба графика функции у=f(х).
I. Найти вторую производную f´´(х).
II.  Найти критические точки II рода функции у=f(х), т. е. точки, в которых f´´(х) обращается в нуль или терпит разрыв.
III. Исследовать знак второй производной f´´(х) в промежутках ,на которые найденные критические точки делят область определения функции f(х) . Если при этом критическая точка  разделяет промежутки выпуклости противоположных направлений, то  является абсциссой точки перегиба графика функции .
IV. Вычислить значения функции в точках перегиба .
Найти точки перегиба следующих кривых : 
f(х)=6
Находим f´(х)=12х-3 ,f´´(х)-12-6х. Полагая f´´(х)=0 ,получим единственную критическую точку х=2 . Так как в промежутке (-∞;2] имеем f´´(х)>0 , а в промежутке [2;∞) имеем f´´(х)<0 , то при х=2 кривая имеет точку перегиба. Найдем ординату этой точки :f(2)=16. Итак ,(2;16)-точке перегиба .
F(х)=х+ -2

Находим f´(х)=1+ вторая производная терпит разрыв . Очевидно ,что f´´(х)<0 в промежутке        (-∞;0] и f´´(х)>0 в промежутке [0;∞) ,т. е. кривая при х=0 имеет точку перегиба (0;-2).

Понятие о пределе функции .
    Функция у=f(х) имеет предел А при х→а , если с приближением значения аргумента х к числу а значение функции f(х) приближаются как угодно близко к числу А. С помощью математических  
При значении х=а функция f(х) может и не принимать значения А и , вообще говоря , может быть не определена . Если при х→а функция f(х) неограниченно возрастает по абсолютной величине , то говорят , что эта функция имеет бесконечный предел , т. е. =∞. Проиллюстрируем понятие предела на примерах простейших элементарных функций.
Пример 1
Функция у=х ,стремящимся к нулю слева , неограниченно убывает (предел слева), а при х, стремящемся к нулю справа, неограниченно возрастает (предел справа ), т. е. , в зависимости от того , с какой стороны приближается х к нулю . При х→функция у= стремится к нулю , т.е. 
Пример 2
Функция у=tg х при х→+πк (где к =0,…) слева неограниченно возрастает , а при х→+πк спава –неограниченно убывает , т.е. =
[image: img013 - копия (1).jpg]

[image: img013.jpg]Пример 3
Функция у=artg х при х→∞ стремится к , т. е. ==-





Пример 4
Вычислить пределы: 


=5=13

Пример 5


Так как при х=2 знаменатель дроби отличен от нуля , то по правилу нахождения предела дробно-рациональной функции получим 



Пример 6



При х→∞ данная функция представляет собой разность двух бесконечно больших величин (∞-∞), Умножив и разделив функцию на выражение х+, получим 
====

Четность и нечетность функции
Функция f(x) называется четной, если f(x)= f(-x) для любого х, входящего в область определения функции. Примером четных функций служат функции   у = cos х и у=х2. График четной функции симметричен относительно оси ординат.



Функция называется нечетной, если f(x)=- f(-x) для любого х, входящего в область определения функции. Примеры нечетных функций: у= , у=sin х, у = tg х. График нечетной функции симметричен относительно начала координат. 


Области определения четной и нечетной функций симметричны относительно начала координат. 
Очевидно, функция совершенно не обязательно должна быть либо четной, либо нечетной. Так, например, функция у = ах является функцией общего вида.
Для построения графика четной функции у=f(х) следует построить ветвь графика этой функции только в области положительных значений аргумента х . График функции у=f(х) в области отрицательных значений аргумента симметричен построенной ветви относительно оси ординат и получается отражением ее относительно этой оси .
Пример 1.
Построить график функции у=tg |х|.

[image: img004.jpg]Решение . 
Исходная функция является четной , поэтому строим график в области положительных значений аргумента х≥0 ,где она имеет вид у=tg х  . Левую ветвь графика (при х<0) получаем отражением относительно оси ординат .

Пример 2.
[image: img004 - копия (1).jpg]Построить график функции у=

Решение . 
Данная функция – четная, поэтому достаточно построить ее график в области положительных значений х (точка х=0 не входит в область определения функции ). При х>0 исходная функция имеет вид у=. График функции у= в области отрицательных значений аргумента получаем отражением относительно оси ординат .
Для построения графика нечетной функции У=f(х) следует стоить ветвь графика этой функции только в области положительных значений аргумента (х≥0). График функции У=f(х) в области отрицательных значений аргумента симметричен построенной ветви относительно начала координат и может быть отражением этой ветви относительно оси ординат с последующим отражением в области отрицательных значений относительно оси абсцисс.
Пример 3.
Построить график функции У=х|х|.
[image: img004 - копия (2).jpg]
Решение .
Исходная функция является нечетной, поэтому строим ее в области положительных значений аргумента (х≥0),где она имеет вид у=. График функции у=х|х| в области отрицательных значений аргумента получаем отражением построенной ветви относительно начала координат .
 Пример 4 .
Построить график функции У=.
[image: img004 - копия (3).jpg]Данная функция является нечетной, поэтому строим ее график лишь в области х>0 (точка х=0 ен входит в область определения функции),где она имеет вид у=1. Ветвь графика данной функции при х<0 получаем отражением относительно начала координат поостренной ветви кривой. Стрелки означают , что точки х=0,у=1 и х=0,у=х-1 не принадлежат графику .
Периодичность функций
Функция  f(x) называется периодической с периодом Т (Т≠0), если для всех х из области определения имеет место равенство f(x) = f(x + Т). Периодическими функциями являются, например, тригонометрические функции: у = sin x, y = cos x (период Т=2π); у = tg x, y = ctg x (период Т=π)
Возрастание и убывание функций. Монотонность.
Функция f(x) называется монотонно возрастающей на некотором участке области её определения, если для любой пары значений х1 и х2, имеет место неравенство f(x1)<f(x2), т.е. бόльшему значению аргумента соответствует бόльшее значение функции. Соответственно, если при х1<х2 имеет место противоположное неравенство f(x1)>f(x2) (большему значению аргумента соответствует меньшее значение функции), то функция называется монотонно убывающей.
Например, функция у = sin х является монотонно возрастающей при  и монотонно убывающей при . Функция у = х2 является монотонно убывающей при  и монотонно возрастающей при .
F(х)=-8х+12
Находим производную f´(х)=2х-8; имеем (2х-8=0)
[image: img005.jpg]

Функция в промежутке (-∞;4) убывает , а в промежутке (4;∞) возрастает 
F(х)=-6
Имеем f´(х)=3В (-∞;0) и  (4;∞) функция возрастает , а в промежутке (0;4) убывает
[image: img005 - копия.jpg]
У=
Решим х-Таким образом , данная функция определена в промежутке [0;1].Найдем  производную у´=. Так как знаменатель дроби положителен, то знак этой дроби совпадает со знаком ее числителя . Учитывая , что функция определена при 0≤х≤1, получаем у´>0 при 1-2х>0 , т. е. при 0<х<0.5;у´<0 при 1-2х<0, т.е. при <х<1→ в промежутке (0;) функция возрастает, а в промежутке (;2) убывает.

Нули и знаки функций
В общем случае при изменении аргумента в области определения функции у=f(х) она может принимать положительные, отрицательные и нулевые значения. Для положительных значений функции график лежит выше оси абсцисс, для отрицательных значений – ниже абсцисс, нули функции лежат на оси абсцисс.
Часто при построении графиков функций необходимо бывает находить интервалы знакопостоянства функции, т.е. интервалы, в которых функция сохраняет определённый знак. Очевидно, что функция может изменить знак только в точках, где принимает нулевые значения или в точках разрыва. Таким образом, нахождение интервалов знакопостоянства функции сводится к нахождению нулей функции и точек её разрыва. Так как нули функции соответствуют выполнению неравенства f(x) = 0, то они являются корнями этого уравнения, причем число нулей функции равно количеству корней, различных по значению. Если на каком-то интервале функция непрерывна и не имеет нулей, то знак функции на этом интервале постоянен. 
Например, функция f(x)=tg x меняет знак в точках х = πК, где она принимает нулевые значения, и в точках разрыва х = , поэтому как можно видеть из графика, эта функция имеет следующие интервалы знакопостоянства:


Экстремумы функции. Наибольшее и наименьшее значения функции.
Функция f(x) имеет максимум в точке с (т.е. при х = с), если при значениях х слева от точки х = с она является возрастающей, а при значениях х справа от точки х = с – убывающей. Т.е. существует такая окрестность точки с, в границах которой значение функции при х = с является наибольшим.
Если при значениях х слева от точки х = с функция является убывающей, а справа – возрастающей, то говорят, что в точке х = с она имеет минимум.
Максимумы и минимумы функции носят название экстремумов.
Например, функция у = х2 имеет минимум в точке х = 0. Функция у = cos x достигает максимума в точках х =2πk и минимума в точках х = π+2πk, где k=0, 1,, …
Правило нахождения экстремумов функции у=f(х) с помощью первой производной.
I.Найти производную f´(х).
II.Найти критические точки I рода функции у=f(х), т. е. в которых  f´(х) обращается в нуль или терпит разрыв.
III.Исследовать знак производной f´(х) в промежутках , на которые найдены критические точки делят область определения функции f(х). При этом критическая точка  есть точка минимума, если она отделяет промежуток, в котором f´(х)<0, от промежутка , в котором f´(х)>0, и точка максимума –в противном случае. Если же в соседних промежутках, разделенных критической точкой   знак производной не меняется, то в точке экстремума не имеет.

F(х)=
Решение
Находим f´(х)=2х-4.Полагая f´(х)=0, получим единственную критическую точку х=2.Дальнейшие рассуждения представлены в таблице:
[image: img072 - копия (1).jpg]

F(х)=-+5х-6
Решение
Находим f´(х)=-2х+5;(-2х+5=0)
[image: img072 - копия (2).jpg]

Правило нахождения экстремумов функции с помощью второй производной
1. Найти производную  f´(х).
2. Найти стационарные точки данной функции, т.е. точки в которых f´(х)=0.
3. Найти вторую производную f’’(х).
4. Исследовать знак второй производной в каждой из стационарных точек. Если при этом вторая производная окажется отрицательной, то функция в такой точке имеет максимум, а если положительной, то –минимум. Если же вторая производная равна нулю, то экстремум функции надо искать с помощью первой производной.
5. Вычислить значения функции в точках экстремума.

F(х)=
Решение 
Находим f´(х)=2х3; (2х3=0)   →  (х+0). Составим таблицу
[image: img076.jpg]

F(х)=х3-3х2
Решение
Имеем f´(х)=3х2-6х; (3х2-6х=0)   →   (х1=0, х2=2). Составим таблицу:
[image: img076 - копия (1).jpg]


F(х)=х3-9х2+24х-12
Решение
Находим f’(х)=3х2-18х+24; (3х2-18х+24=0)   →   (х2-6х+8=0 )  →  (х1=2, х2=4). 
Найдем теперь  f’’(х)=6х-18. Определим знак второй производной в стационарных точках. Так как f’’(2)=6*2-18<0, то при х = 2 функция имеет максимум; так как  f’’(4)=6*4-18>0, то при х = 4 функция имеет минимум. Вычислим значения функции в точках экстремума:


F(х)= 
Решение 
Находим 
f´(х)=
В данном случае критическими являются точки х=0 (в ней производная терпит разрыв) и  х=2(в ней производная обращается в нуль).Составим таблицу:
[image: img076 - копия (3).jpg]
График функции f(х)=(х-5) изображен на рисунке 
F(х)=3-16
Решение . Имеем 
f´(х)=12
Чтобы решить это уравнение третьей степени , разложим его левую часть на линейные множители, для чего представим второй и третий члены в виде сумм двух слагаемых:


Приравняв каждый из сомножителей  нулю , находим стационарные точки:
Х-1=0,
Найдем теперь f´´(х)=36
Определим знак второй производной в стационарной точке х=1:
f´´(1)=36*
Так как f´´(1)=0, то установить характер экстремума в точкех=1 с помощью второй производной нельзя. Проведем исследование с помощью первой производной. Записав ее в виде f´(х)=12найдем ,что в промежутках [-∞;1]и [1;2] f´(х)<0,т.е. при переходе через критическую точку х=1 первая производная не меняет знака. Следовательно , в этой точке функция не имеет экстремума.
Определим знак второй производной в стационарной точке х=2;
f´´(2)=36*
Следовательно, в точке х=2 функция имеет минимум:



F(х)=3-16
Решение . 
Имеем 
f´(х)=12
Чтобы решить это уравнение третьей степени , разложим его левую часть на линейные множители, для чего представим второй и третий члены в виде сумм двух слагаемых:


Приравняв каждый из сомножителей  нулю , находим стационарные точки:
Х-1=0,
Найдем теперь f´´(х)=36
Определим знак второй производной в стационарной точке х=1:
f´´(1)=36*
Так как f´´(1)=0, то установить характер экстремума в точкех=1 с помощью второй производной нельзя. Проведем исследование с помощью первой производной. Записав ее в виде f´(х)=12найдем ,что в промежутках [-∞;1]и [1;2] f´(х)<0,т.е. при переходе через критическую точку х=1 первая производная не меняет знака. Следовательно , в этой точке функция не имеет экстремума.
Определим знак второй производной в стационарной точке х=2;
f´´(2)=36*
Следовательно, в точке х=2 функция имеет минимум:



F(х)=
Решение. Имеем
f´(х)=2х-4;2х-4=0,т.е. х=2 – критическая точка.
Находим f(2)=-1; далее, вычисляем значение функции на концах промежутка:f(0)=3,f(3)=0.
Итак, наименьшее значение функции равно -1 и достигается ею во внутренней точке промежутка , а наибольшее значение равно 2 и достигается в левом конце промежутка (см. рис.)
[image: img075 - копия (2).jpg]
Асимптоты
Асимптотой называется прямая (возможно криволинейная) линия, к которой неограниченно приближается график функции по мере удаления его от начала координат в бесконечность.
Различают асимптоты горизонтальные, вертикальные, наклонные. Как видно из названий, асимптотами могут быть прямые, параллельные оси абсцисс (горизонтальные), параллельные оси ординат (вертикальные) и расположенные под некоторым углом к координатным осям (наклонные). Иногда вертикальными и горизонтальными асимптотами служат координатные оси.
График функции может иметь любое число асимптот или не иметь их совсем. Например, график показательной функции у = ах имеет одну горизонтальную асимптоту; график функции у = tg x имеет бесчисленное количество вертикальных асимптот. График функции у = sin x асимптот не имеет.














Порядок исследования функций
В элементарной математике основным методом построения графиков функций является метод построения «по точкам», который непосредственно вытекает из определения графика функции как геометрического места точек плоскости (х;у), удовлетворяющих уравнению у =f(x).
Этот метод сводится к следующему: сначала по нескольким заданным значениям аргумента х вычисляются соответствующие значения функции у; затем на плоскость (х;у) наносятся точки с координатами, равными полученным парам чисел х и у, которые соединяются плавной кривой. Однако как бы много точек мы ни взяли, всегда остаётся неуверенность в правильности построения графика между соседними точками, ибо кривая, соединяющая их, по сути дела, проводится наугад.
Именно поэтому при построении графиков функций целесообразен более глубокий подход, основанный на изучении свойств этих функций или, как говорят, на исследовании функций.
Исследование функции можно проводить в следующем порядке:
1. Нахождение области определения и точек разрыва функции.
2. Определение четности или нечетности функции.
3. Определение периодичности функции.
4. Определение нулей функции.
5. Определение интервалов знакопостоянства функции и знаков функции в этих интервалах.
6. Исследование поведения функции при х→ ∞, нахождение горизонтальных асимптот.
7. Нахождение вертикальных и наклонных асимптот.
8. Изучение поведения функции вблизи асимптот.
9. Нахождение максимумов и минимумов функции.







Построить график функции 
Решение:
1) О.О.Ф. 
2) Функция общего вида
3) Функция непериодичная
4) Функция имеет один нуль х = 
5) Функция имеет 4 интервала знакопостоянства: (-∞;-√2), (-√2;-1), (-1;1), (1,+∞)
6) При х→+∞, у→+0, при х→-∞, у →-0, прямая у = 0 – горизонтальная асимптота.
7) Функция имеет 2 вертикальные асимптоты х=-1, х=1. Наклонных асимптот нет.
8) При х→+∞ значения функции убывают, оставаясь все время положительными, а график её ограниченно приближается к горизонтальной асимптоте сверху. При х→-∞ значения функции уменьшаются по абсолютной величине, оставаясь все время отрицательными, т.е. график функции приближается к оси ОХ снизу.
9) Минимум х<-√2, максимум -1<х<1. После алгебраических преобразований получаем уmin = , уmax =
Построить график функции у=
1. Функция определена на всей числовой  оси, т.е. D(у)=R
2. [image: img008 - копия (1).jpg]Данная функция не является ни четной, ни нечетной ;кроме того , она не является периодической
3. Найдем точку пересечения графика с осью Оу: полагая х=0,получим у=-3. Точки пересечения графика с осью Ох в данном случае найти затруднительно 
4. Очевидно график функции не имеет асимптот
5. Найти производную :у´=3-12х+9.Далее,имеем (3.Точки х=1 и х=3 делят область определения функции на три промежутка ((-∞;1],[1;3]и[3;∞).В промежутках (-∞;1] и[3;∞) у´>0,т.е. функция возрастает , а в промежутке [1;3] у´<0,т.е. функция – убывает. При переходе через точку х=1 производная меняет знак с плюса на минус, а при переходе через точку х=3 – с минуса на плюс. Значит =у(1)=1,=у(3)=-3
6. Найдем вторую производную :у´´=6х-12;6х-12=0,х-2.Точка х=2 делит область определения функции на два промежутка (-∞;2] и [2;∞).В первом из них у´´<0, а во втором у´´>0,т.е. в промежутке (-∞;2] кривая выпукла вверх, а в промежутке [2;∞) выпукла вниз. Таким образом , получаем точку перегиба (2;-1)
7. Используя полученные данные, строим искомый график.

Построить график функции у=
1.Находим область определения функции D(у)=(-∞;3] и [3;∞)
2. Данная функция не является ни четной ,ни нечетной, ни периодической.
3.При х=0 получим у=0,т.е. график проходит через начало координат.
4.Так как  ,то прямая х=3 служит вертикальной асимтотой графика.
Далее находим : К===1, в=
Следовательно , прямая у=х+3 является наклонной асимптотой графика.
5. Находим у´=
[image: img008.jpg]Производная у´ обращается в нуль в точках х=0 и  х=6 и терпит разрыв при х=3. Этим точками числовая ось делится на 4 промежутка (-∞;0];[0;3];[3;6];[0;∞). Исследуем знак у´ в каждом из них ;очевидно, что у´>0 в промежутках (-∞;0] и [6;∞) (в этих промежутках функция возрастает )и у´<0 в промежутках [0;3] и [3;6](в этих промежутках функция убывает )При переходе через точку х=0 производная меняет знак с плюса на минус , т. е. это – точка максимума, а при переходе через х=6-с минуса на плюс, т. е. это –точка минимума . Находим 
6.Находим 
у´´=
Вторая производная в нуль нигде не обращается и терпит разрыв при х=3. В промежутке (-∞;3] имеем у´´<0,т.е. в этом промежутке кривая выпукла вверх ;в промежутке [3;∞) имеем у´´>0,т.е. а этом промежутке кривая выпукла вниз. Точек перегиба нет .
7.На основании полученных данных строим график функции.






Дробно-рациональные функции
Дробно-рациональными являются функции вида , где n,m – целые числа или нуль. Функции, рассмотренные в предыдущем пункте, являются частным случаем дробно-рациональных (при m=0).
Дробно-рациональные функции, помимо нулей, могут иметь точки разрыва и асимптоты.
Пример1
Построить график функции .
Решение. 
1) Функция определена в трех интервалах: ∞<х<; <х<2; 2<х<+∞. Точки х =  и х = 2 – точки разрыва
2) Функция общего вида
3) Функция непериодична
4) Функция имеет один нуль при х = 1
5) Функция имеет четыре интервала знакопостоянства, определяемые двумя точками разрыва и одним нулем функции: -∞<х<; <х<1; 1<х<2; 2<х<+∞. Определим знак функции в этих интервалах. Для этого достаточно взять какое-либо значение х из каждого интервала и найти знаки всех сомножителей в числителе и знаменателе. Такая проверка показывает, что в интервалах знакопостоянства функция имеет соответственно следующие знаки : «+», «-», «+», «-». Например, f(0)>0, f(3/4)<0, f(3/2)>0, f(4)<0.
6) Исследуем поведение функции при х→±∞:
[image: img014.jpg]
Т.е. у→0, но если х→±∞, то у<0 (символически это обозначается так у→-0), а если х→+∞, то у>0(т.е. у→+0). Следовательно, у=0 – горизонтальная асимптота; при х→+∞ график функции приближуется к асимптоте снизу, при х→-∞ - сверху.
7) Функция имеет 2 вертикальные асимптоты х=1/2 и х=2(там, где знаменатель обращается в нуль) наклонных асимптот нат, так как при х→±∞ у→0.
8) В пункте 6 мы изучили поведение функции вблизи горизонтальных асимптот. Чтобы изучить поведение функции вблизи вертикальных асимптот, нужно воспользоваться пунктом 5. Так как слева асимптоты х=1/2 функция положительна, а справа – отрицательна, то график функции, приближаясь к асимптоте слева, идет вверх(т.е. у→+∞), а справа – вниз (т.е. у→-∞).
Аналогично, исследуя поведение функции вблизи асимптоты х=2, найдем, что справа от асимптоты у→-∞, слева - у→+∞.
Теперь построение графика функции уже не составляет труда.
Функция не имеет максимумов и минимумов.

Пример 2
Построить график функции у=.
Решение
Этапы построения здесь такие же, как и в предыдущем  примере.
1) Область определения: -∞<х<-1; -1<х<1; 1<х<+∞.
2) Функция общего вида
3) Функция непериодична
4) Функция имеет один нуль х = -√2
5) Функция  имеет 4 интервала знакопостоянства: (-∞;-√2) – функция отрицательна; (-√2;1) – положительна; (-1;1) – отрицательна; (1;+∞) положительна.
6) При х→+∞ у→+0, при х→-∞ у→0; следовательно у = 0 – горизонтальная асимптота.
7) Функция имеет 2 вертикальные асимптоты: х = -1; х = 1. Наклонных асимптот нет.
8) При х→+∞ значения функции убывают, оставаясь всё время положительными, а график её неограниченно приближается к горизонтальной асимптоте (оси ОХ) сверху. При х→-∞ значения функции уменьшаются по абсолютной величине, оставаясь всё время отрицательными, т.е. график функции приближается к оси ОХ снизу. Зная знаки функций в различных интервалах, находим, что справа от асимптоты х = 1 у→+∞, слева - у→-∞; справа от асимптотых=-1 у→-∞, слева - у→+∞.
9) Легко видеть, что при х<-√2 функция имеет минимум, а при -1<х<1 – максимум. Найдем их.
[image: img012 - копия (1).jpg]Для этого рассмотрим пересечение графика нашей функции с прямой, параллельной оси ОХ, например, у = а. Прямая пересекается с графиком в 2-х точках, координаты х которых определяются из уравнения , откуда х+√2=ах2-а, или ах2-х-(а+√2)=0, т.е.  При увеличении а точки пересечения будут сближаться и при некотором а= они сольются в одну . Очевидно , это произойдет в точке ,где реализуется максимум функции . Следовательно величину можно найти из условия равенства нулю подкоренного выражения (при этом ).
1+4а(а+)=0, т.е. 4 .
Все сказанное в равной мере справедливо и для минимума функции ,так что последнее уравнение определит нам не только максимум  ,но и минимум функции. Решая это уравнение , получим  , откуда . Теперь можно найти значение х, соответствующее этим значением а :
  


Таким образом ,при реализуется максимум , равный  -минимум , равный 

Пример 3
Построить график функции у=
Решение.
Функция имеет два нуля х=1 и х-2.При х→∞,при х→-∞  у→-∞,т.е. горизонтальных асимптот функция не имеет. У функции есть одна вертикальная асимптота х=0 (т.е. ось ОУ).Легко найти , что справа от асимптоты у→∞,слева у→-∞. Найдем наклонную асимптоту:
К==
Уравнением наклонной асимптоты у=х-3.
Рассмотрим поведение функции вблизи наклонной асимптоты:.
Отсюда ясно, что при х→∞ график функции приближается к асимптоте сверху(так как выражение f(х)-(кх+в) стремится к нулю ,оставаясь положительным ),а при х→-∞ - снизу.
[image: img010.jpg]Чтобы найти максимум или минимум функции, решим уравнение  =а,т.е. 
Приравнивая нулю подкоренное выражение, получим  Таким образом ,=-т.е.при х= достигается минимум,равный  ,а при х=--максимум ,равный 



Пример 4
Построить график функции у=
Решение 
Функция имеет два нуля :х=1 – двойной нуль (кривая касается оси ОХ, не пересекая ее) и х=-1 – простой нуль (кривая пересекает ось ОХ без касания).Функция имеет две вертикальные асимптоты: х=0 – трехкратная асимптота (функции по одну сторону от асимптоты стремится к ∞,по другую – к -∞) и х=2 – двукратная асимптота (функция по обе стороны от асимптоты стремится либо к ∞,либо к -∞).При х→ функция стремится к нулю, оставаясь положительной, т.е. функция имеет горизонтальную асимптоту и стремится к ней сверху.

[image: img012.jpg]Отметим на оси абсцисс нули функции и построим вертикальные асимптоты. Будем строить график, двигаясь вдоль оси абсцисс, например слева направо. Так как ось ОХ является асимптотой, к которой график приближается сверху, то кривая идет то оси ОХ вверх. Затем ,кривая ,проходя через максимум ,начинает снова приближаться к оси ОХ, так как в точке х=-1 имеет нуль функции. При    

=-1.Кривая пересекает ось ОХ(без касания) идет вниз, стремясь к вертикальной асимптоте х=0. При переходе через точку х=0 Функция меняет знак и кривая идет справа от асимптоты х=0 вниз, приближаясь к оси ОХ. В точке х=1 кривая касается оси ОХ и снова удаляется от нее, приближаясь к вертикальной асимптоте х=2 .При переходе через точку х=2 fне меняет знака и кривая идет справа от асимптоты х=2 вниз, приближаясь сверху к оси ОХ, являясь горизонтальной асимптотой.

Степенные функции, заданные в виде произведения линейных сомножителей.
Рассмотрим функцию вида у=(х-Она определена на всей числовой оси , является функцией общего вида , непериодична ,не имеет асимптот . При х→ возрастает или убывает ,т.е.|у|→∞.Нулями функции являются значения аргумента х=В этих точках данная функция меняет знак,а между двумя соседними нулями знак функции сохраняется и вследствие непрерывности функции в интервале (-∞;∞) обязательно имеется максимум или минимум функции.

[image: img009.jpg]Пример 1
Построить график функции
У=(2х-
С учетом сказанного выше нам остается изучить поведение функции при х→и определить нули функции . При неограниченном возрастании х, т.е. при х→∞,функция неограниченно убывает ,т.е. у→-∞; аналогично при х→-∞, у→∞.Нулями функция являются х=-. Теперь построение графика уже не вызывает затруднений. Для уточнения графика можно вычислить несколько значений функции в промежутках между нулями .
[image: img009 - копия (1).jpg]

Отметим следующее: если функция задана в виде многочлена у=, то ее надо представить в  виде произведения (если это возможно) двучленов вида (х-а).
[image: img009 - копия (2).jpg]Рассмотрим график параболы вида у=(х-а)(х+а)=.Нулями этой функции являются х=.Если уменьшить величину |а|,то нули функции будут сближаться и при ха=0(у= сольются в одну точку ,при этом мы будем иметь прих=0 двойной  или (двукратный) нуль функции : в этой точке график будет иметь точку касания с осью ОХ.

Рассмотрим теперь кубическую параболу вида у=(х-а)(х+а)х. Нулями функции являются х=.При уменьшении |а| нули будут сближаться и при а=0(у= мы имеем тройной (или трехкратный) нуль и точку касания графика с осью ОХ, при этом график пересекает ось ОХ.

Итог:
1. Если нуль четной кратности ,то график функции не пересекает ось ОХ(касается ее) ,т.е. меняет знак ; если нуль нечетной кратности ,в том числе и простой(т.е. однократный),то график функции пересекает ось ОХ.
2. Если нуль кратный (четный или нечетный), то график функции имеет касание с осью ОХ; если нуль простой, то график функции не имеет касания с осью ОХ(только пересекает).

Пример 2
Построить график функции у=.
Решение 
[image: img009 - копия (3).jpg]Ясно , что при х→.Отметим на оси Охнули функции:х=-1(четырехкратный),х=0(простой),х=1(двукратный),х=2(трехкратный). Руководствуясь изложенным правилом, будем строить график, двигаясь вдоль оси ОХ, например, слева направо (т.е. от -∞,∞).Так как при х=-1 у=0, то функция у= при возрастании х от -∞ до -1 убывает от ∞ до нуля,а график ее идет сверху вниз.
Поскольку х=-1 – четырехкратный корень , то график данной функции в точке х=-1 касается оси ОХ. Внутри интервала (-1;0) данная функция сохраняет положительный знак (например f(- непрерывности функции она достигает максимума в указанном интервале. При этом график функции сначала (т.е. от точки х=-1) идет снизу вверх, а затем , после точки максимума,- сверху вниз и в точке х=0 (простой нуль) без касания пересекает ось абсцисс, при этом происходит смена знака функции(f становится отрицательной).Внутри интервала (0;1) данная f отрицательная (например f(<0),а на концах его равна нулю ,поэтому вследствие непрерывности функции она достигает минимума в этом интервале. График ее спускается вниз от точки х=0 до точки минимума, а затем поднимается вверх и в точке х=1 касается оси ОХ, кривая проходит через второй минимум и снова подходит к оси ОХ. В точке х=2 график пересекает ось ОХ (и, кроме того ,касается этой оси),что сопровождается сменой знака функции (функция становится положительной ), кривая уходит вверх, так как при х→∞,у→∞.

Параллельный перенос

Перенос вдоль оси ординат
F(x)→f(x)+b
Для построения графика функции у+b=f(x) следует построить график функции у = f(x) и перенести ось абсцисс на |b| единиц вверх при b>0, или на |b| единиц вниз при b<0. Полученный в новой системе координат график является графиком функции у + b = f(x).

Пример 1
Построить график функции у = 2х + 3.
Решение: запишем функцию в виде у – 3 = 2х. Строим график функции у=2х в координатах х´, у. Переносим ось х´ на 3 единицы вниз. В координатах х, у получаем график функции у = 2х + 3. Прямая у = 3 является горизонтальной асимптотой. График пересекает ось ординат в точке у = 4.


Пример 2
Построить график функции у = .
Решение. Запишем функцию в виде    у + .
Строим график функции у =  в координатах х´, у. Переносим ось х´ на  единиц вверх. В координатах х, у получаем график функции у = . Прямая у =  является горизонтальной асимптотой. 
График пересекает ось абсцисс в точке х = .







Перенос вдоль оси абсцисс
f(x)→f(x+a)
Для построения  графика функции f(x+a) следует построить график функции у= f(x) и перенести ось ординат на |а| единиц вправо при а>0 или на |а| единиц влево при а<0. Полученный в новой системе координат график является графиком функции у = f(x+a).


Пример 1
Построить график функции   
у =.
Строим график функции у =  в координатах х, у´. Переносим ось у´  на 2 единицы вправо, тогда в координатах х, у получаем график функции у = . Прямая х = - 2 является вертикальной асимптотой. График пересекает ось абсцисс в точке х = -1, а ось ординат – в точке у = 1. 
Пример 2
Построим график функции у=)

[image: img002.jpg]Решение 
Стоим график функции у=в оси координатах х,у´ .Переносим ось у´ на  единиц влево , тогда в координатах (х;у) получаем график функции У=).Координаты точек пересечения графика с осью абсцисс находим из условия :
)=0→х= 






Отражение
Построение графика функции вида у = f(-x) 
Для построения графика функции у = f(-x) следует построить график функции f(x) и отразить его относительно оси ординат. Полученный график является графиком функции у = f(-x).





	
Построение графика функции вида у = - f(x)
Для построения графика функции у = - f(x) следует построить график функции у =  f(x) и отразить его относительно оси абсцисс.






Пример 1
Построить график функции у=
Решение
Строим график функции у= и отражением его относительно оси ординат получаем график функции у=

Пример 2
Построить график функции у=arcos(-х).
[image: img003.jpg]
Решение.
Строим график функции у=arcos х и отражением его относительно оси ординат получаем график функции у=arcos(-х).


Деформации (сжатие и растяжение)

Сжатие (растяжение) графика вдоль оси ординат
Для построения графика функции у = А · f(x) следует построить график функции f(x) и увеличить его ординаты в А раз при А>1 или уменьшить его ординаты в  раз при А<1. Полученный график является графиком функции y = A · f(x).
Пример 1
Построить график функции у =  х2.
Решение: строим график функции у = х2 (пунктир) и сжатием этого графика вдоль оси ординат в 3 раза получаем график исходной функции. 
 





Графический способ решения уравнений
Графический способ решения уравнений – способ решения уравнений с помощью графиков функций, стоящих в правой и левой части уравнения.
Этот способ применяют в основном в тех случаях, когда с помощью тождественных преобразований решить уравнение сложно.
Алгоритм решения уравнений графическим способом
1) Записывают уравнение в удобном для построения графиков виде.
2) Строят графики функций, стоящих в левой и правой части уравнения в одной системе координат.
3) Если существуют точки пересечения графиков, то абсциссы этих точек и будут корнями данного уравнения.
4) [image: img032.jpg][image: img031.jpg]Если точек пересечения нет, то уравнение не имеет корней.
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Tpumep 2. Pemnuts rpaduricckn ypasmemme
Jx +x-6=0.

Pemere. Bammuey amHoe ypaBHeHHe B
suge Jx = 6 - x. Tlocrponm rpaduks dyRKuuii
y=Jx m y=6- x BOAHOI CHCTEME KOOPAUHAT
(puc. 2). s puc. 2 BuaHO, 4T0 abemuccoii equHeT-
BEHHOI TOUKH Nepecederns apasercs X = 4.

Tax kak J/4 +4 ~ 6 = 0 — Bepro, 10 4 — Ko-

PeHb YpaBHeHU.
Ormer: 4.
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22— Jx =0.

PemeHnue. 3anumeM [JaHHO® ypaBHeHUE

s sune x2 = J/x . Iloctpoum B OZHOI cHCTEME KOOD-

AWHAT rpaduKH pyHrmui y = x2uy= J; (puc. 1).
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