Введение

В данной работе рассмотрен способ решения систем линейных уравнений, который не рассматривается в школьном курсе алгебры, но с помощью, которого решение можно получить быстрее, - метод определителей.
В моей работе выделены главные правила, алгоритмы решения систем уравнений, приведены примеры изучаемых теоретических фактов, сделан обоснованный вывод, каким из способов и когда лучше пользоваться. Также рассматривается решение трех уравнений первой степени с тремя неизвестными.
Начало зарождения определителя относится к концу XVII века, когда Лейбниц (1693) в одном из писем Лопиталю сообщает, что он сделал открытие, пользуясь системой двойных индексов коэффициентов уравнений. Однако результаты Лейбница не были опубликованы, поэтому они остались неизвестными.
В 1750 году Крамер указывает общий закон составления определителей и общие формулы для решения систем n–линейных уравнений с n–неизвестными. Общая теория определителей была начата Вандермондом (1771) и дальнейшее существенное развитие получила (1812) в работе Бине и Каши.
Особые случаи решения системы уравнений первой степени с двумя неизвестными
Решение системы уравнения вида
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   (l)
можно получать быстрее, если применять выведенные общие формулы. Последние можно получать различными способами, например способом сложения и вычитания. Решение будет иметь вид:
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Эти формулы очень легко запомнить, если ввести для числителей и знаменателей следующее условное обозначение. Условимся символом
p       q
r        s
обозначать выражение ps – rq, получающееся крестообразным умножением
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и последующим вычитанием одного произведения из другого (со знаком + берется то произведение, которое принадлежит диагонали, опускающейся вправо). Так, например, символ ‌‌
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 означает, 5∙1-2∙(–8) = 5+16 = 21.

Выражение 
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 = ps – rq называют определителем второго порядка.

С помощью введенных обозначений формулы (2) и (3) запишутся так:
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т.е.  каждое из  неизвестных равно дроби,  знаменатель  которой  есть  определитель,

составленный из коэффициентов при неизвестных, а числитель получается из этого определителя заменой коэффициентов при соответствующем неизвестном на свободные

члены.

Пример. Решить систему:
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Исследование показывает, что при решении системы (1) могут представиться три существенно различных случая.

1) Коэффициенты уравнений системы (1) непропорциональны: 
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. Тогда, каковы бы ни были свободные члены, уравнение имеет единственное решение, представляемое формулами (2), (3), или, что то же самое, формулами (4), (5).
2) Коэффициенты уравнений системы (1) пропорциональны: 
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. Тогда важно знать, находятся ли в том же отношении и свободные члены. Если находятся, т.е. если 
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, то система уравнений имеет бесчисленное множество решений. Причина этого в том, что в рассматриваемом случае одно из уравнений есть следствие другого, так что фактически у нас одно уравнение, а не два.
Пример. В системе
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коэффициенты  при  неизвестных x и y пропорциональны: 
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=2. В том же отношении находятся и свободные члены: 
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=2. Одно из уравнений есть следствие другого; именно, первое получается из второго умножением обеих частей последнего на 2. Любое из бесчисленного множества решений одного из уравнений служит решением и другого.
3) Коэффициенты уравнений системы (1) пропорциональны: 
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, но свободные члены не находятся в том же отношении. Тогда система не имеет решений, потому что уравнения друг другу противоречат.
Пример. В системе
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коэффициенты пропорциональны: 
[image: image34.wmf].
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 Отношение же свободных членов иное, чем отношение коэффициентов: 
[image: image35.wmf].
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 Система не имеет решений, потому что, помножив второе уравнение на 2, имеем 10x + 6y = 18, что противоречит первому уравнению, ибо одно и то же выражение 10x + 6y не может равняться и 18, и 20.
Система трех уравнений первой степени

с тремя неизвестными
Уравнение первой степени с тремя неизвестными x, y, z имеет ax + by + cz  = d, где a, b, c, d – данные числа или буквенные выражения. Одно такое уравнение, отдельно взятое, или система двух таких уравнений имеет бесчисленное множества, решений. Система трёх уравнений первой степени с тремя неизвестными имеет в общем случае одну систему решений. В исключительных случаях (см. ниже) она может иметь бесчисленное множество или вовсе не иметь решений.

Решение системы
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           (6)

будет иметь сложный и трудно запоминаемый вид, если его записать в развёрнутом виде, но ему можно придать легко запоминаемый и удобный для вычисления вид, если предварительно ввести понятие об определителе третьего порядка. Определитель третьего порядка, сокращённо обозначаемый
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 a     b     c    
                      a1    b1    c1                       (7)
   a2    b2    c2  

есть не что иное, как выражение
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                               (8)
Это выражение не нужно запоминать, так как оно легко получается из своего схематического обозначения (7) следующим образом: перепишем таблицу (7), приписав к ней, справа ещё раз два первых её столбца; таблица примет вид (9)
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                  (9)

Проведём диагональные линии, отмеченные на схеме (9) пунктиром, и выпишем произведения букв, стоящих на каждой из шести диагональных линий. Со знаком «+» возьмём те три произведения, которые принадлежат диагоналям, опускающимся вправо; со знаком «–» - остальные три произведения. Написав теперь эти произведения подряд, получим выражение (8).
Пример. Вычислить определитель третьего порядка.

3     -2      5

7       4     -8

5      -3     -4

Схема (9) примет вид:
 3   -2   5   3   -2

 7    4   -8   7    4

 5   -3   -4   5   -3
Определитель равен 
3∙4∙(–4) + (–2)∙(–8)∙5 + 5∙7∙(–3) –5∙4∙5 – 3∙(–8)∙(–3) – (–2)∙7∙(–4) = – 48+80–105–100–72–56 = = – 301. С помощью определителей решение системы (6) можно представить в виде
             d     b     c                                 a     d    c                                a     b    c 
 EQ              d1   b1   c1                                 a1   d1   c1                               a1   b1   c1
             d2   b2   c2                                 a2   d2   c2                               a2   b2   c2
x =                             ;             y =                             ;         z =                               ;          (10)
              a     b    c                                  a     b    c                               a     b    c
              a1   b1   c1                                   a1   b1   c1                              a1   b1   c1
              a2   b2   c2                                a2   b2   c2                              a2   b2   c2    
т.е. каждое из неизвестных равно дроби, знаменатель которой есть определитель, составленный из коэффициентов при неизвестных, а числитель получается из этого определителя заменой коэффициентов при соответствующем неизвестном на свободные члены.

Пример. Решить систему уравнений
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Общий знаменатель формул (10) вычислен в предыдущем примере; он равен -301. Тогда получим, что числитель первой из формул (10) имеет вид

7    -2    5

3     4    -8

-12   -3   -4

и, вычисляя его по схеме (9), получим -301. Таким образом, получаем x = 
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Так же найдем: y = 
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Система уравнений (6) имеет единственное решение, если определитель, составленный из коэффициентов при неизвестных, не равен нулю. Тогда формулы (10), в знаменателях которых стоит упомянутый определитель, дают решение системы (6). Если определитель, составленный из коэффициентов, равен нулю, то формулы (10) становятся непригодными для вычисления. В этом случае система (6) либо имеет бесчисленное множество решений, либо совсем их не имеет. Бесчисленное множество решений она имеет в том случае, если не только определитель, стоящий в знаменателях, но и определители, стоящие в числителях формул (10), обращаются в нуль. Важно отметить, что если определитель, стоящий в знаменателях, и один из определителей, стоящий в числителях, равен нулю, то два других определителя в числителях непременно равны нулю. Наличие бесчисленного множества решений обуславливается тем, что одно из трех уравнений (6) является следствием двух других (или даже два из уравнений (6) являются каждое следствием третьего), так что фактически мы имеем не три, а лишь два (или даже одно) уравнение с тремя неизвестными.
Пример. В системе уравнений
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определитель из коэффициентов есть
2    -5   1

                                                                       4     3   -6          = 0
  2   21   -15
(см. схему (9)). Взяв один из определителей, стоящих в числителях формул (10), например, определитель

-2   -5     1

                                                                      1     3     -6        ,

   8    21   -15

входящий в первую из формул (10), найдём, что он также равен нулю. Остальные два определителя, входящие во вторую и третью формулы (10), не нужно вычислять: они заведомо равны нулю. Система в последнем примере имеет бесчисленное множество решений: одно из её уравнений (любое) является следствием двух других. Например, если умножить второе уравнение на 2, первое на -3 и сложить полученные уравнения, получим третье уравнение.

Система (6) не имеет решений, если определитель, стоящий в знаменателях формул (10), равен нулю, но ни один из определителей, стоящих в числителях, не равен нулю. При этом достаточно убедиться, что не равен нулю один из числителей; тогда два других непременно будут не равны нулю. Отсутствие решений обуславливается тем, что одно из уравнений противоречит двум остальным (или даже каждому из них в отдельности). Пример. Возьмем систему уравнений
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Она отличается от предыдущей системы только значением свободного члена в последнем уравнении. Поэтому определитель из коэффициентов остается тем же: он равен нулю. Но определители, входящие в числители, будут иными. Например, числитель первой из формул (10) будет
-2    -5     1

                                                                      1      3    -6        = - 135.

   3     21   -15

Он не равен нулю. Остальные два числителя заведомо не равны нулю. Система не имеет решений. Она противоречива, ибо из первых двух уравнений вытекает как следствие уравнение 2x + 21y – 15z = 8; между тем третье уравнение системы имеет вид 2x + 21y – 
–15z = 3, так что одно и то же выражение оказывается равно и 3, и 8 одновременно, что невозможно.
Заключение

Рассмотренный мною способ решения систем уравнений с использованием определителей наиболее удобен и рационален. Такое решение позволило мне быстро и, самое главное, правильно решать системы из трех уравнений с тремя неизвестными.
Данный способ не рассматривается в школьном курсе, но мне он был очень интересен, и я уверена, при поступлении в высшее учебное заведение приобретенный навык решения таких заданий мне очень пригодится.
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