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Введение.
В математике существует великое множество различных задач. Задачи на максимум и минимум относятся к числу наиболее интересных математических задач. Усилия почти всякой человеческой деятельности направлены на то, чтобы с наименьшей затратой сил достигать наивыгоднейшего в каком-то отношении результата. Именно в такой форме могут быть сформулированы многие математические задачи, имеющие практическое значение. Например: при какой скорости судно пройдет заданное расстояние с наименьшими затратами? При какой форме участка его площадь будет наибольшей, если длина границы известна? Как спланировать прикрепление заводов к источникам сырья так, чтобы были минимальны? 
Действие сил природы, по-видимому, неуклонно подчиняется законам строгой экономии, которые проявляются в достижении наилучшего действия с наименьшей затратой сил (закон отражения света, взаимного удара тел). Задачи на отыскание наибольшего и наименьшего значения (экстремальные задачи) имеют важное значение не только потому, что поясняют теорию, обнаруживая ее пользу, но и потому, что способны заинтересовать и увлечь учащихся рассмотрением различных вопросов.
Объект исследования: «экстремальные» задачи.
Цель исследования: создание более полного представления о методах решения «экстремальных» задач и научиться решать этими методами.
Задачи исследования:
1) проанализировать литературу по данной теме и систематизировать задачи по видам;


2) раскрыть некоторые методы решения таких задач;
3) обосновать эффективность решения задач данными методами.

Методы исследования:
1) анализ некоторых методов решения задач на экстремумы;
2) самостоятельное решение задач данными методами;
3) выявление качества решения «экстремальных» задач учащимися ll-х классов.

Практическая значимость: применение представленных в работе методов для решения задач на вступительных экзаменах (в том числе и в форме ЕГЭ) в ВУЗы, а так же на олимпиадах по математике.


Глава 1. Вычисление наибольших и наименьших значений функции без использования производной.
При решении целого ряда задач на вычисление наибольших и наименьших значений функций применение производной приводит к неоправданно громоздким вычислениям и, как следствие, к большим затратам времени и арифметическим ошибкам. Подобные задачи встречаются и на выпускных экзаменах за курс средней школы (особенно часто в математических и физико-математических классах), и на вступительных экзаменах в вузы, и на едином государственном экзамене. Между тем, перечисленные выше недостатки оказываются легко устранимыми, если при решении этих задач использовать такие приемы, как замену переменной, применение стандартных неравенств и свойств элементарных функций, изучение которых предусматривается курсом алгебры и начал анализа для общеобразовательной школы. Данная глава посвящена изложению указанных приемов.
1.1. Метод замены переменной.
С помощью подходящей замены переменной решение многих задач на вычисление наибольших (наименьших) значений функций может быть сведено к исследованию квадратного трехчлена на некотором промежутке.

Пример 1.Найти наибольшее и наименьшее значения функции  на отрезке     [-1, 2].
Решение.Пусть t = . Так как , то, у = - 2t. Таким образом, решение задачи сводится к вычислению наибольшего и наименьшего значений квадратичной функции у = - 2t на отрезке [;9] . Абсцисса  вершины параболы, являющейся графиком этой функции, равна 1, ветви параболы направлены вверх.
 Так как то =у(1) = -1, а максимальное значение достигается на том конце отрезка, который наиболее удален от, то есть = у(9) = 63. Если t = 1, то х = 0, если t = 9, то х = 2.
Поэтому у(2) = 63, у(0) = -1.
Ответ:  63,  -1.
Пример 2. Найти наибольшее и наименьшее значения функции
у = .
Решение. Так как
cos2x=, =1-, то 
н= 
Тогда решение задачи сводится к вычислению наибольшего значения квадратичной функции y= на отрезке [-1; 1]. Пусть - абсцисса вершины параболы, = -1, и, следовательно, на [-1; 1] функция y= возрастает. Поэтому = у(-1) = -1, = у(1) = 3. Если t=-1, то sin х=-1 Если t = 1, то sin х = 1 

Ответ= 3 при 
             при  
Пример 3. Найти наибольшее и наименьшее значения функции   на отрезке [2; 8].
Решение. Пусть t =  Так как , то.
При этом, откуда у =. Таким образом, задача сводится к вычислению наибольшего и наименьшего значений квадратичной функции y= на отрезке. Графиком этой функции является парабола, ветви которой направлены вниз, абсцисса  вершины параболы равна 3. Так как, то , а наименьшее значение достигается в том из концов отрезка  , который наиболее удален от , т. е. . Если t=3, то , если , то 
Ответ: 
Пример 4. Найти наибольшее и наименьшее значения функции
Решение. Пусть. Тогда, ,. Решение задачи свелось к вычислению наибольшего и наименьшего значений квадратичной функции у  на отрезке [1; .]. Графиком этой функции является парабола, ветви которой направлены вниз. Так как абсцисса вершины параболы равна 2, то. Поэтому на [1;] функция у  является возрастающей. Следовательно, ,. Если t = 1, 
Ответ: при 
             при 
Пример 5. Найти наименьшее и наибольшее значения функции
 на отрезке [- 1; 3].  Решение. у = - (- 4х + 4 - 4) + = . Так как, то. Пусть. Поскольку. При этом у = - + 6t + 4, и задача сводится к вычислению наибольшего и наименьшего значений квадратичной функции на отрезке [0; 3]. Графиком этой функции является парабола, ветви которой направлены вниз, абсцисса вершины равна 3. Поэтому на отрезке [0; 3] функция у = - + 6t + 4 возрастает и, следовательно,
у(0) = 4, у(3) =13.
Если t = 0, то х = 2. Если t = 3, то = 3 <=> х= -1 и х=5.
Но по условию х  [-1; 3], поэтому остается только значение х = - 1.
Ответ: у(2) = 4,
            =у(-1) =13.
 Следует отметить, что замена переменной может существенно упростить решение задачи и в тех случаях, когда без применения производной обойтись уже невозможно. Так, вычисление наибольшего и наименьшего значений
функции у = cos х sin 2х на отрезке  с помощью замены переменной
t = sin х можно свести к вычислению наибольшего и наименьшего значений функции 2t - 2на отрезке [-1; 1]. И в том, и в другом случае нужно использовать стандартный алгоритм вычисления наибольшего и наименьшего значения функции, заданной на отрезке, но для функции 2t -  вычисления будут существенно проще.

1.2. Применение стандартных неравенств.
1.2.1. Неравенство Коши для двух чисел
Для любых двух неотрицательных чисел а и b справедливо неравенство, называемое неравенством между средним арифметическим и средним геометрическим этих чисел (неравенство Коши):
                          (1)

(среднее арифметическое двух неотрицательных чисел не меньше их среднего геометрического). Знак равенства достигается в том и только том случае, когда а = b.
Важным следствием неравенства Коши является следующее: для любых положительных чисел а и b и любого отличного от нуля действительного
числа t                        ,                              (2)
 причем знак равенства достигается в том и только том случае, когда at
т.е. .
Докажем неравенство (2). Пусть t >0. Тогда, в силу неравенства (1)
		,
т. е.
		 при                             (3)
Знак равенства достигается, если t. Пусть t <0. Тогда (- t) > 0 и в силу
неравенства (3)
		 при      (4)
 Знак равенства достигается, если t = -. Неравенства (3) и (4) можно
объединить в одно: (2).
Пpимep 1. Найти наименьшее значение функции .
Решение. Так как  и положительные при любых действительных значениях t и z, то, применив неравенство (1), получим 
.
Таким образом, у(х) 12 при любом действительном х, причем знак равенства достигается, лишь если

Ответ: 
Пример 2. Найти наибольшее значение. функции
на интервале.
Решение.  Так как по
 условию х < , то 2х-1<0 и . Воспользуемся неравенством (2) для 
случая t < о. Тогда у= 2х - 1 +, причем знак равенства достигается тогда и только тогда, когда
			
				
 Из последней системы находим 
Ответ: .
Пример 3. Найти наибольшее значение функции  [1; 9].
Решение. При [1; 9] справедливы неравенства
 Воспользуемся неравенством (1), возводя обе его части в квадрат. Тогда

Итак,у 2, причем знак равенства достигается лишь если 

                          Ответ:= у(З) = 2
Следует заметить, что неравенство аb cправедливо для любых действительных чисел а и b.
1.2.2. Неравенство 
Для любых двух действительных чисел а и b справедливо неравенство
,                                     (5)
причем знак равенства достигается в том и только том случае, когда .
Доказать неравенство можно различными способами. Приведем один из них.
Из очевидного неравенства  (знак равенства достигается только в том случае, когда числа а и b имеют одинаковые знаки, т. е. когда ) следует, что  +2что и требовалось доказать.
Пример 1. Найти наименьшее значение функции у= Решение. В силу неравенства (5) у =+1. Таким образом, у, причем знак равенства достигается только в том случае, когда одновременно выполнены равенства
, откуда х = 0.
Ответ= у(0) = 1.
Пример 2. Найти наименьшее значение функции  Решение. 2, причем знак равенства достигается тогда и только тогда, когда
 (
X=2
)      
                   x=2
Ответ= у(2) = 2.
Пример 3. Найти наименьшее значение функции .
Решение. D(y) = (1;). При х > 1

причем знак равенства достигается тогда и только тогда, когда  
Ответ:= у(2) = 2.
1.2.3. Неравенство  
Неравенство 
может быть доказано разными способами, наиболее распространенным из
которых является введение вспомогательного угла:
 ,  .
При этомЗнак равенства достигается лишь если,т.е. t=
Таким образом, функция y(t)= asin t + bcos t достигает наибольшего
значения, равного, при t=, и наименьшего 
значения, равного-, при t = (= arcsin )
Пример 1. Найти наибольшее значение функции у = sin х (sin х + cos х) + cos х.
Решение. Из неравенства следует, что sin х + cos х . Но тогда
у = sin х (sin х + cos х) +   cos х    sin х + cos х =  (sin х + cos х) · = 2.
Таким образом,) = 2. При этом х = - arcsin  + 2 n, , т. е.
+2 n,.   Ответ:  = 2
1.2.4.Неравенство 
 (
AC= 
,AC
) (
В
)Неравенство по существу представляет собой не что иное, как неравенство треугольника (см. рисунок).

 (
А
)
Знак равенства достигается тогда и только тогда, когда    т. е. когда отношения их соответственных координат равны между собой и равны отношению их длин (модулей).
Пример 1. Найти наименьшее значение функции

Решение. Введем векторы  {З - х; 1} и  {х - 2; 2}. Тогда
=
 {1;3}, .
Так как   . Знак равенства достигается тогда и только тогда, когда      , т. е. когда = 
Ответ: 
Пример 2. Найти наименьшее значение функции
+
Решение. Введем векторы {; 1} и  {12- ; 2}. Тогда (+ ) {12; З},  и в соответствии с неравенством (7). Поэтому у(х), причем знак равенства достигается тогда и только тогда, когда    , т. е. когда 

Ответ: у(2) = Следует заметить, что вводя векторы  и , следует выбирать их координаты таким образом, чтобы координаты вектора  не зависели от переменной х.
Кроме того, если какие-то одноименные координаты векторов и  являются числами (как в примерах 17 и 19), то знаки этих чисел должны выбираться одинаковыми для того, чтобы было выполнено условие сонаправленности векторов и . Если же любая из координат векторов  и  зависит от х, то следует наложить ограничение на отношение двух одноименных координат: это отношение должно быть положительным.
1.2.5. Неравенство 
Неравенство
легко следует из определения скалярного произведения векторов:
  Знак равенства достигается тогда и только
тогда, когда = 1 , т. е. = 0, и, следовательно, Неравенство, как правило, применяется для вычисления наибольших значений функции и используется при этом в координатной форме.
Пример 1. Найти наибольшее значение функции
у = 2х + 
Решение. D(y)= []. Введем векторы {2х; } и {l; l}.
Тогда 
=, 

В силу неравенства, поэтому у(х, причем знак равенства
достигается тогда и только тогда, когда , т. е. тогда, когда
                    
                                              
Заметим, что D(y)
Ответ: = у() = 
Пример 2. Найти наибольшее значение функции 
Решение.D(y)=. . Введем векторы и ; }. Тогда     

В силу неравенства, ,поэтому
, причем знак равенства достигается тогда и только тогда, когда векторы, откуда

При х = векторы  также являются сонаправленными.
Ответ:.При использовании неравенства векторы следует вводить таким образом, чтобы либо не зависели от переменной х, либо отношение модулей этих векторов было величиной постоянной. Кроме того,
следует отметить, что если в условии (или в условиях) сонаправленности приходится выполнять деления на выражение, содержащее неизвестную, нужно проверить, не являются ли векторы сонаправленными и в том случае, когда это выражение обращается в нуль. Если этого не сделать, то можно потерять решение.
1.3.Метод введения вспомогательного аргумента.
Запишем функцию f(х) = 10 sin х + 24 cos х в виде:

в силу того, что выполняется равенство
+
существует такое значение t для которого

Тогда данную функцию можно представить в виде  f(x) = 26 (cost sinх + sint cos х),
т.е.
f(x) = 26 sin (х+ t)
Воспользуемся свойством синуса: - 1 sin  1, где к R.
Тогда -2626sin 26.
Получим = -26, и =26.

1.4  Метод непосредственных вычислений.
В случае, когда область определения содержит лишь несколько значений аргумента или может быть записана с помощью конечного числа формул (например, для тригонометрических функций), множество значений функции находят путем непосредственного вычисления всех возможных значений f(х).
Пример. Найдите множество значений функции (х) = .
Решение. Найдем D( (х)):  , n
Область определения функции содержит лишь числа вида, n
Вычислим значения функции при х =. Учитывая, что при  имеем
=
, n
По формуле половинного аргумента

Тогда 
Для чисел вида х =, n подвижный 

радиус может занимать одно из шести положений OAj;OA2; ...; ОА6, 
Но в этих положениях cos х принимает лишь значения ;-Тогда множество значений состоит из чисел {0; 0,25; 0,75; 1}
 Значит, min = 0, а max = 1.
Ответ: min = 0, а max = 1.
1.5. Монотонные функции.
При вычислении наибольших и наименьших значений монотонных функций во многих случаях можно обойтись без применения производной, основываясь, по существу, лишь на определении возрастающей (убывающей) функции.
Пример 1. Найти наименьшее значение функции

Решение. D(y) = [ ) Функция является возрастающей на D(y), как сумма двух возрастающих функций. Поэтому 
Ответ: miny(x)= .
Пример 2. Найти наибольшее значение функции
у = .
Решение.  . Так как функция является возрастающей на своей области определения, то <  на D(y), причем знак равенства достигается при х=.
Ответ: maxу(х) = у(-)=.

1.9. Исследование множества значений функции.
В некоторых случаях найти наибольшее (наименьшее) значение функции у = f(x) удается, исследовав при помощи элементарных приемов множество значений функции. В таких случаях зависимость у = f(x) рассматривается  как уравнение относительно переменной х с параметром у и находят наибольшее (наименьшее) значение у, при котором это уравнение имеет решения.
Пример 1. Найдите наибольшее и наименьшее значения функции

Решение.  D(y)=R. Рассмотрим равенство 
как уравнение относительно х с параметром у.
Так как х2 + 3≠0, то данное уравнение равносильно уравнению  у(  + 3) =  - 2х + 1, или (у - 1) + 2х + Зу - 1 = 0.
Рассмотрим случай, когда это уравнение квадратное. Тогда уравнение имеет
корни тогда и только тогда, когда его дискриминант D не меньше нуля, т.е.
 когда.
Итак, следует рассмотреть такие значения у, которые удовлетворяют системе

Итак, min у(х) = 0, mах у(х) = .
Ответ: min у(х) = 0, mах у(х) = . 

Глава 2. Вычисление наибольших и наименьших значений функции с применением производной.
  В школьном курсе математики для решения «экстремальных задач» используют нахождение производной функции.
2.1. Нахождение экстремумов с помощью производной первого порядка.
2.1.2. Отыскание минимума и максимума функции на отрезке.
Существует следующий алгоритм решения задач данным методом:
1. Найти значения функции на концах данного отрезка.
2. Найти значения функции в критических точках.
3. Из найденных значений выбрать наибольшее и наименьшее.
Пример 1. Данная функция f(х) = l0sinx - 24cos х определена и непрерывна на множестве действительных чисел. 
Наименьший положительный период функции равен 2. Поэтому наибольшее и наименьшее значения функции f(x) на R совпадают соответственно с наибольшим и наименьшим значениями функции f(x) на отрезке длиной 2. Выберем отрезок [-; ].   
Найдем критические точки функции f(x) на интервале (-; ). Для этого найдем ее производную f '(х) = l0cos х - 24sin х и приравняем ее к нулю:
10 cos х - 24 sin х= о.   (1) 
Тогда  епч = и х = фксепТогда 
На интервале (-; ) уравнение (1) имеет два корня:5 5

Найдем значение функцииf(х) при 
f ( arctan  ) = 10sin (arctan ) + 24cos (arctg  ) .
Пусть arctan =t, тогда tgt=. Так как >0, то 0<t<. Используя
 тождество 1 -. Тогда 
Значит, f(arctg)=10
Найдем теперь значение функции f(x) при 

или

Отсюда 

Остается сравнить два найденных значения функции f(x) с теми значениями, которые эта функция принимает на концах отрезка [-; ].
Найдем f(-f(= -24. Отсюда заключаем, что
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Глава 3. Теория «экстремальных» задач.
В жизни нам постоянно приходится сталкиваться с необходимостью принять наилучшее или, как говорят, оптимальное решение в той или иной ситуации.
Иногда такое оптимальное решение находится достаточно просто, но очень часто обилие вариантов ставит нас в тупик и мы не знаем, как поступить. И тогда разумно спросить: «А что же в подобных случаях рекомендует наука?» Научные принципы выбора оптимального решения изучаются направлением математики, получившим название «теории экстремальных задач» (коротко тэз). Именно об этой отрасли математических знаний пойдет речь в данной главе.
Простейшие экстремальные задачи люди стали решать, по крайней мере, две с половиной тысячи лет тому назад. Но каждый раз они добивались цели с помощью индивидуальных, порою весьма тонких, ухищрений и догадок. И лишь ко времени создания дифференциального и интегрального исчисления, то есть ко второй половине 17 века, сформировались первые общие принципы решения подобных задач.
Правила нахождения безусловного экстремума для гладких одномерных функций, когда оптимизация происходит без каких-либо дополнительных ограничений, первым сформулировал замечательный французский ученый 17 века Пьер Ферма. Вопрос о нахождении условных экстремумов для гладких конечномерных функций, когда оптимизация производится при наличии ограничений в виде нескольких дополнительных равенств относительно искомых переменных, был исследован в 18 веке еще одним выдающимся французским математиком Жозефом Лагранжем. Сейчас этот метод решения конечномерных гладких экстремальных задач - является одним из классических составляющих тэз.
Другой важнейшей областью тэз, которая начала формироваться в конце 17 - начале 18 веков является вариационное исчисление, для которого основополагающими послужили исследования Л. Эйлера и Ж. Лагранжа. При этом в таких бесконечномерных задачах речь идет об исследовании функционалов, то есть функций, чьими аргументами могут служить не только независимые переменные, но и другие функции. Оптимизация функционалов (в основном интегральной природы) с помощью метода их вариации и является предметом изучения вариационного исчисления.
Экстремальные задачи вариационного исчисления активно развивались вплоть до 20 века, а ныне их можно считать классической частью ТЭЗ.
Во многом исследование таких задач обязано широко распространенному в те времена взгляду на природу как на субстанцию, наделенную разумом.
Дело в том, что согласно этим взглядам, реальное движение механических систем, света, электричества, жидкости, газа и т.п. характеризуется (среди совокупности других теоретически допустимых движений) тем, что оно минимизирует (или максимизирует) некоторые естественные для ситуации функционалы, а именно путь, время, действие и т. д.
В 20 столетии потребности практической жизни в области экономики и техники выдвинули новые (часто не гладкие) задачи, которые указанными старыми подходами решать уже не удавалось. Надо было идти дальше. Это привело к созданию еще двух направлений в ТЭЗ.
Одно из таких направлений сложилось в результате исследования выпуклых экстремальных задач, в которых ищут экстремум выпуклых функций (функционалов), возможно, с некоторыми выпуклыми ограничениями.
Не вдаваясь в дополнительные подробности по поводу понятия «выпуклость», поясню только, что, например, функция от одной переменной будет выпуклой вниз (соответственно выпуклой вверх) в том случае, когда каждая дуга графика этой функции лежит не выше (не ниже) стягивающей ее хорды. Ясно, что график такой функции может состоять и из частей ломаной линии, Т.е. содержать в себе угловые точки, где искомая функция уже теряет свою гладкость.
Развитие этой области ТЭЗ привело к созданию теории линейного и нелинейного программирования. Одним из создателей этой теории является замечательный советский математик и экономист, лауреат Нобелевской премии, академик Леонид Витальевич Канторович (1912-1986). Сами же выпуклые экстремальные задачи ныне стали важнейшей составляющей ТЭЗ.
Возникновение другого направления в ТЭЗ прежде всего было обязано потребностям автоматического регулирования и рождению космической навигации. Именно при расчете возникших там задач управления производственными процессами и летательными аппаратами были заложены общие принципы их анализа, сформировавшие теорию оптимального управления. Экстремальные задачи с управлением по существу теперь составляют сердцевину ТЭЗ.
В этой области приоритет за советскими учеными. Начала теории оптимального управления разработали выдающийся математик, академик Лев Семенович Понтрягин (1908-1988) и его ученики. Указав на четыре основные составляющие ТЭЗ - гладкие (конечномерные) экстремальные задачи, экстремальные задачи вариационного исчисления, выпуклые экстремальные задачи, экстремальные задачи с управлением, - попытаемся на самых простых примерах прокомментировать суть каждой из них.
Простейшим примером гладкой конечномерной экстремальной задачи служит элементарная геометрическая задача.
Для двух точек А и В, скажем для двух селений, находящихся по одну сторону от прямой d (от шоссе), нужно оптимальным образом выбрать на прямой d такую точку С, т. е. установить место автобусной остановки на шоссе, чтобы сумма длин отрезков АС и СВ (суммарная длина проложенных от остановки до селений тропинок) была наименьшей.
Считается, что такого рода задача впервые была сформулирована древнегреческим ученым Героном Александрийским, и потому ее принято называть задачей Герона. Активно занимаясь физикой и механикой, Герон с помощью этой задачи пробовал обосновывать законы отражения света.
Используя, в частности, принцип зеркального отражения, он указал на ее простое решение, суть которого заключается в следующем: симметрично отразив точку В относительно прямой d и получив точку, однозначно определим искомую точку С пересечением отрезка  с прямой d. При этом, естественно, угол, под которым к прямой d будет падать луч АС, совпадает с углом, под которым этот луч от прямой d отразится. Тем самым при указанных условиях оптимальности правильность выбора точки С дополнительно подтверждается известным законом физики, согласно которому для лучей света угол падения равен углу отражения, Конечно, задача Герона в этой интерпретации представляет собой лишь тривиальную модель возможной жизненной ситуации. На практике все обстоит гораздо сложнее: и шоссе не бывает строго прямолинейным, и тропинки не всегда являются кратчайшими, и сумма их длин в чистом виде вряд ли берется в качестве критерия оптимальности. Но несомненно, что при экономических расчетах прокладки шоссейных дорог и создании на них удобных для населения остановок общественного транспорта, равно как и при строительстве газо- и нефтепроводов, необходимо уметь грамотно решать вопросы о том, как все это осуществлять наиболее целесообразным образом, как можно более прибыльно при дальнейшей эксплуатации.
Классическим примером экстремальной задачи вариационного исчисления является изопериметрическая задача Дидоны, овеянная легендой, описывающей события, относящиеся к IX в. до н. э.
Финикийская царевна Дидона, опасаясь преследований своего брата - царя Тира, отправилась на запад вдоль берегов Средиземного моря искать себе прибежище. Ей приглянулось одно место на побережье нынешнего Тунисского залива. Дидона повела переговоры с местным правителем Ярбом о продаже ей там земли. Запросила она совсем немного - столько, сколько можно охватить одной бычьей шкурой - и уговорила на сделку простодушного Ярба. Когда сделка была заключена, хитроумная Дидона велела разрезать шкуру быка на множество узких тесемок, связать их между собой и получившейся единой длинной тесьмой охватить максимальную по площади территорию для своей колонии. На этом месте ею и был основан легендарный город Карфаген, известный своим противостоянием великому Древнему Риму. Математически перед Дидоной встала экстремальная задача, которую можно сформулировать следующим образом: Какая фигура максимальной площади охватывается замкнутой плоской кривой заданной длины?
Еще в Древней Греции умели почти строго доказывать, что ответом на задачу Дидоны служит круг: среди замкнутых плоских кривых заданной длины именно окружность охватывает фигуру наибольшей площади. Эту задачу (как и предыдущую задачу Герона) также можно решить специальными элементарными приемами, не прибегая к высшей математике. В то же время с точки зрения вариационного исчисления она представляет собой лишь достаточно стандартный пример, разбираемый на семинарских студенческих занятиях.
Из теории выпуклых экстремальных задач рассмотрим лишь одну задачу линейного программирования. В ней речь идет о наиболее экономичном способе организации доставки заданных продуктов с фиксированных баз в известные магазины при помощи транспорта из конкретного автопарка. Уточним математическую постановку искомой транспортной задачи.
Введем обозначения: m - число баз,  - количество единиц груза на i-и базе, n - число магазинов,  - потребность j-ro магазина в единицах пере возимого груза, наконец, через  - стоимость перевозки единицы груза из i-й базы в j-й магазин (). Составить план перевозки - это значит указать неотрицательные числа единиц груза, который необходимо пере везти из i-й базы в j-й магазин. Ясно, что количество груза, вывозимого с i-й базы, определится суммой Хil + Xi2 + ... + Xin  и это число не должно превышать ai (никакая база не может отдать товару больше, чем у нее есть в наличии). Количество же продукта, привозимого в J-и магазин, в свою очередь, задается суммой Xlj + Х2j + .. + Xтj и это число уже должно в точности совпасть с т.е. с потребностью данного магазина в указанном продукте. 
Так возникает следующая экстремальная задача: Каков должен быть план перевозок, при котором общая стоимость перевозок была бы наименьшей?
Решение этой задачи (где участвуют нередко сотни и даже тысячи переменных) без теории не под силу никому, но оно может быть эффективно осуществлено методами линейного программирования. При этом здесь речь уже идет не о едином окончательном ответе, а лишь о точной стратегии (своего рода программе действий), приводящей к ответу в каждой конкретной ситуации.
Наконец, несколько слов в отношении экстремальных задач с управлением.
Предположим, что имеется тележка, которая может двигаться по рельсам прямолинейно и без трения. Пусть движением этой тележки управляет (скажем, с помощью радиоустройства) внешняя сила, изменение которой допустимо лишь в некотором заданном пределе. Возникает вопрос: как надо управлять тележкой, чтобы, отправив ее из фиксированного начального пункта, остановить в заданном конечном пункте за наименьшее время?
Для строгого решения этой задачи на быстродействие требуется применить специальный принцип из теории оптимального управления. При этом анализ рассматриваемой ситуации покажет, что если пределы торможения и ускорения тележки симметричны, то наилучшее управление ею должно выглядеть так: сначала и до середины пути ее следует с максимально возможным ускорением разгонять, а с середины пути, мгновенно переключив управление на максимально возможное торможение, - непрерывно тормозить. Именно при таком управлении в намеченном месте тележка сама остановится, причем весь свой путь она пройдет за минимально возможное время.
Я привела лишь самые простые примеры из ТЭЗ. Спектр подобных задач в реальной жизни необычайно широк и разнообразен. И к настоящему времени сформировался достаточно общий подход для их анализа, базирующийся на идеях общего принципа Лагранжа.
Основой такого подхода служит то принципиальное обстоятельство, что решение экстремальных задач на безусловный экстремум в целом значительно проще, чем поиск условных экстремумов. Так вот смысл единого подхода и заключается в том, что от данной общей задачи на условный экстремум во многих случаях по известному правилу можно переходить к вспомогательной задаче, по существу относящейся к задаче на безусловный экстремум. При таком переходе сам оптимизируемый объект, конечно, усложнится, вобрав в себя информацию как об исходном объекте оптимизации, так и об имеющихся в задаче ограничениях. Но зато, как уже было сказано, «математический статус» получающейся экстремальной задачи заметно упростится. Выписывая затем соответствующие условия, которым должны удовлетворять решения вспомогательной задачи, и их анализируя, находят все возможные варианты ответа для исходной задачи. А в заключение, проведя такую привычную школьникам проверку найденных вариантов ответа для исходной задачи, из них окончательно отбирают ее истинное решение. Если только оно реально существует!
Детализация и строгое математическое обоснование такого подхода и составляет суть ТЭЗ. Это же и служит основой соответствующего математического курса в вузах, читаемого лекторами специализированных кафедр. Б частности, на механико-математическом факультете Московского государственного университета им. М.Б.Ломоносова такой кафедрой является созданная в 1966 г. кафедра общих проблем управления.


Заключение.
Рассмотренные примеры показывают, что довольно большое число задач на вычисление наибольших и наименьших значений функций можно решить, не прибегая к помощи производной, а в некоторых случаях только такой путь и приводит К успеху. Следует отметить, что порой подобные задачи являются частью более сложных задач (например, уравнений, в которых минимум левой части совпадает с максимумом правой, причем решение «стандартными» приемами не представляется возможным). Я считаю, что ознакомление учащихся с изложенными в работе методами может сослужить им хорошую службу как на выпускных, так и на вступительных экзаменах, будет способствовать развитию их математической, а, значит, и общечеловеческой культуры.
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