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Начертательная геометрия является тем разделом геометрии, в котором изучаются методы изображения пространственных фигур на чертеже и алгоритмы решения позиционных, метрических и конструктивных задач.

Условимся позиционными называть задачи на взаимную принадлежность пересечение геометрических фигур, метрическими - задачи на определение :расстояний и натуральных величин геометрических фигур. Построение геометрических фигур (их образов на чертеже), отвечающих заданным условиям, составляют содержание конструктивных задач.

Начертательная геометрия со времен ее основоположника Г. Монжа - (1746 - 818) завоевала себе достойное место высшей школе как наука, без которой немыслимо образование инженера и архитектора.

Важное прикладное значение этой дисциплины состоит в том, что она учит грамотно владеть выразительным техническим языком - языком чертежа, создавать чертежи и свободно читать их.

Изучение Начертательной геометрии способствует развитию пространственного воображения и навыков правильного логического мышления. Совершенствуя способность - по плоскому изображению мысленно создавать представление о форме предмета, начертательная геометрия готовит будущего инженера к успешному изучению специальных предметов и к техническому творчеству - проектированию.
ВЗАИМНОЕ РАСПОЛОЖЕНИЕ ПРЯМОЙ И ПЛОСКОСТИ
Известны три варианта взаимного расположения прямой и плоскости:

1. Прямая принадлежит плоскости. 

2. Прямая параллельна плоскости.

3. Прямая пересекает плоскость. 

Прямые линии, принадлежащие плоскости и занимающие частное положение по отношению к плоскостям проекций, называются главными линиями плоскости.
Главные линии плоскости
Среди прямых линий, принадлежащих плоскости, особое значение имеют прямые, занимающие частное положение в пространстве:

1. Горизонтали h - прямые, лежащие в данной плоскости и параллельные горизонтальной плоскости проекций (рис.1). 
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а) модель                                         
б) эпюр
Рис. 1. Построение горизонтали: а) в пространстве (модель); б) на эпюре;
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Фронтали f - прямые, расположенные в плоскости и параллельные  фронтальной плоскости проекций  (рис.2). 
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а) модель                                         
б) эпюр
Рис. 2. Построение фронтали: а) в пространстве (модель); б) на эпюре;
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3. Профильные прямые р - прямые, которые находятся в данной плоскости и параллельны профильной плоскости проекций  (рис.3).
(р( АВС(      р//(((      р1( Ох(        р(( Ох)
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Рис. 3. Построение профиля: а) в пространстве (модель); б) на эпюре;
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Следует заметить, что следы плоскости можно отнести тоже к главным линиям: 

горизонтальный след -  это горизонталь плоскости;

фронтальный след -  это фронталь плоскости; 

профильный след - это профильная линия плоскости. 

Прямые, принадлежащие плоскости и образующие с плоскостью проекций наибольший угол называются линиями наибольшего наклона данной плоскости к плоскости проекций. 

С помощью линий наибольшего наклона определяют двугранные углы между заданной плоскостью и соответствующей плоскостью проекций.

Прямые плоскости, перпендикулярные соответствующим линиям уровня являются линиями наибольшего наклона.

Линия наибольшего наклона к горизонтальной плоскости проекций называется линией ската. 

Такое название объясняется тем, что эта линия является траекторией, по которой шарик скатывается с данной плоскости. 

По отношению к плоскостям П( и П3 целесообразнее употреблять название линия наибольшего наклона.

Линия ската и её горизонтальная проекция образуют линейный угол ( , которым измеряется двугранный угол, составленный данной плоскостью и горизонтальной плоскостью проекций
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Горизонтальная проекция линии ската плоскости общего положения перпендикулярна горизонтальной проекции  - горизонталь этой плоскости. Фронтальная и профильная проекции ската строятся по её принадлежности плоскости.  (рис.4). 

а) модель                                                                                                б) эпюр 

Рис. 4. Линия наибольшего ската
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Очевидно, что если прямая не имеет двух общих точек с плоскостью, то она или параллельна плоскости, или пересекает ее.

Большое значение для задач начертательной геометрии имеет частный случай пересечения прямой и плоскости, когда прямая перпендикулярна плоскости.
Прямая, перпендикулярная плоскости 
Большое значение для задач начертательной геометрии имеет частный случай пересечения прямой и плоскости, когда прямая перпендикулярна плоскости.

Докажем следующую теорему о перпендикуляре к плоскости: Если прямая перпендикулярна плоскости, то горизонтальная проекция этой прямой перпендикулярна горизонтальной проекции горизонтали плоскости, а фронтальная проекция – фронтальной проекции фронтали плоскости.
Пусть прямая n, перпендикулярная плоскости, пересекает плоскость BCD в точке N, тогда по условию n перпендикулярна любой прямой плоскости. Проведем в плоскости BCD горизонталь h, а на основании теоремы о проецировании прямого угла можно утверждать, что на горизонтальную плоскость проекций они проецируются под прямым углом, т.е. n1(h1. Аналогично для фронтали – f(n   f2( n2.

Справедлива и обратная теорема: Если проекции прямой перпендикулярны одноименным проекциям соответствующих главных линий плоскости (горизонтали и фронтали), то такая прямая перпендикулярна плоскости.
Доказательство следует из теоремы  о проецировании прямого угла. 
Проекции плоских углов
Угол - геометрическая фигура, состоящая из двух различных лучей, выходящих из одной точки.

Углом между прямыми называется меньший из двух смежных углов, лучи которых параллельны этим прямым. 

Углом между плоскостью и не перпендикулярной ей прямой называется угол между прямой и её проекцией на данную плоскость.
Рассмотрим ряд свойств ортогональных проекций плоских углов:

1. Если хотя бы одна из сторон прямого угла параллельна плоскости проекций, а другая не перпендикулярна ей, то на эту плоскость прямой угол проецируется без искажения (Теорема о проецировании прямого угла).
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	Рис. 5. Теорема о проецировании 
прямого угла
	Рис. 6. Обратная теорема 
о проецировании прямого угла


Дано: ( АВС ( 90о;                [ВС] // П1;                [АС] ( П1. 
Для доказательства теоремы продлим отрезок АС до пересечения с плоскостью П1 (рис. 5) получим горизонтальный след прямой -  точку М ( М1, одновременно принадлежащую прямой и ее проекции. Из условия следует, что (ВС( // (В1С1(. Если через точку М проведем прямую  МD параллельную С1В1 , то она будет параллельна и СВ, а следовательно  ( СМD( 90о. Согласно теореме о трех перпендикулярах ( С1МD(90о. Таким образом, [MD]^[А1С1] и [MD]//[В1С1], следовательно, D А1С1В1= 90о, что и требовалось доказать.  В случае, когда (АС(^П1 проекцией угла, согласно свойствам ортогонального проецирования, будет прямая линия. 

2. Если проекция угла представляет угол 900, то проецируемый угол будет прямым лишь при условии, что одна из сторон этого угла параллельна плоскости проекций (рис. 6).
3. Если обе стороны любого угла параллельны плоскости проекций, то его проекция равна по величине проецируемому углу. 

4. Если стороны угла параллельны плоскости проекций или одинаково наклонены к ней, то деление проекции угла на этой плоскости пополам соответствует делению пополам и самого угла в пространстве.
5. Если стороны угла не параллельны плоскости проекций, то угол на эту плоскость проецируется с искажением.

Исходя из рассмотренных теорем, можно решить задачу о построении перпендикуляра к плоскости из точки А (рис7).

Задача. Дано: плоскость ВСD и точка А. 
Требуется построить прямую линию n проходящую через точку А и перпендикулярную плоскости ВСD.

В плоскости ВСD построим фронталь f и горизонталь h. В горизонтальной плоскости проекций проведем через точку А1 прямую n1 перпендикулярно горизонтальной проекции горизонтали h1, а на фронтальной плоскости проекций через точку А2 прямую n2 перпендикулярно фронтальной проекции фронтали f2, согласно, теореме о перпендикуляре к плоскости, полученная прямая n будет перпендикулярна плоскости ВСD.
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Рис. 7. Прямая, перпендикулярная плоскости
	[image: image69.png]



1
	[image: image70.png]


 

 2

	[image: image71.png]



	[image: image72.png][

i




4


Определение взаимного положения прямой и плоскости - позиционная задача, для  решения которой применяется метод вспомогательных секущих плоскостей.
Типы задач начертательной геометрии
Решение многих задач способами начертательной геометрии, в конечном счете, сводится к определению позиционных и метрических характеристик геометрических объектов. В связи с этим все многообразие задач может быть отнесено к двум группам:
1. Задачи позиционные – решение, которых должно давать ответ на вопрос о взаимном расположении геометрических объектов (в частном случае, выяснить их взаимную принадлежность) как по отношению друг к другу, так и относительно  системы координатных плоскостей проекций.
2. Задачи метрические – при решении задач этой группы появляется возможность ответить на вопросы, касающиеся как внутренней метрики заданных геометрических объектов (определение расстояния между различными точками объекта и нахождения углов между линиями и поверхностями, принадлежащими этому объекту), так и определение расстояний между точками и величин углов между линиями и поверхностями, принадлежащими различным объектам.
В начертательной геометрии задачи решаются графически. Количество и характер геометрических построений при этом определяются не только сложностью задачи, но и в значительной степени зависит от того, с какими проекциями (удобными или  неудобными) приходится иметь дело. При этом наиболее удобным положением геометрического объекта следует считать: 

· Положение, перпендикулярное к плоскости проекций (для решения позиционных, а в ряде случаев, и метрических задач);

· Положение, параллельное по отношению к плоскости проекций (при решении метрических задач).

Решим простейшую метрическую задачу, в которой требуется определить расстояние от точки А до прямой m. Расстояние от точки до прямой - это натуральная величина перпендикуляра восстановленного из точки к прямой линии. Простейшим условием такой задачи является случай, когда прямая является проецирующей. Определим расстояние от точки А до прямой m, когда прямая является горизонтально проецирующей линией (рис. 8), т.е.  m(П1, m//П2, m//П3. Согласно, теореме о проецировании прямого угла, перпендикуляр из проекций точки А можно проводить к фронтальной и профильной проекции прямой m, при этом полученный отрезок АК- горизонталь, т.е. параллелен горизонтальной плоскости проекций и на эту плоскость проецируется в натуральную величину.
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	а) модель
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Рис. 8. Расстояние от точки до горизонтально проецирующей прямой
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При решении метрических задач, связанных с определением истинных размеров изображенных на эпюре фигур, могут встретиться  значительные трудности, требующие выполнения преобразований ортогональных проекций.  
  МЕТОД ВСПОМОГАТЕЛЬНЫХ СЕКУЩИХ ПЛОСКОСТЕЙ
Простейшая позиционная задача с использованием этого метода – 

оценка взаимного расположения прямой и плоскости. 
Сущность метода заключается  в следующем: 

через прямую проведем вспомогательную секущую плоскость ( и установим относительное положение двух прямых а и в, последняя из которых является линией пересечения вспомогательной секущей плоскости  ( и данной  плоскости (.  (Рис. 9)
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Таким образом возможны три случая относительного расположения прямой и плоскости:
1. Прямая принадлежит плоскости 

2. Прямая параллельна плоскости

3. Прямая пересекает плоскость

Каждому из трех возможных случаев относительного расположения этих прямых соответствует аналогичный случай взаимного расположения прямой и плоскости. 

Так, если обе прямые совпадают, то прямая а лежит в плоскости (, параллельность прямых укажет на параллельность прямой и плоскости и, наконец, пересечение прямых соответствует случаю, когда прямая а пересекает плоскость (. 
принадлежность прямой плоскости
Сформулируем условие принадлежности прямой плоскости как аксиомы:

Аксиома 1. Прямая принадлежит плоскости, если две её точки принадлежат этой плоскости.
Аксиома 2. Прямая принадлежит плоскости, если имеет с плоскостью одну общую точку и параллельна какой-либо прямой расположенной в этой плоскости.
Проиллюстрируем примерами использование этих аксиом.

Задача. Дана плоскость (n,k) и одна проекция прямой m2 (рис.10).

Требуется найти недостающие проекции прямой m, если известно, что она принадлежит плоскости, заданной пересекающимися прямыми n и k.

Проекция прямой m2 пересекает проекции прямых n2 и k2 в точках В2 и С2 соответственно. Для нахождения недостающих проекций прямой необходимо найти недостающие проекции точек В и С как точек, лежащих на прямых n и k соответственно.
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а) модель
                                                          б) эпюр

Рис. 10. Прямая и плоскость имеют две общие точки
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Таким образом, точки В и С принадлежат плоскости, заданной пересекающимися прямыми n и k, а прямая m проходит через эти точки, значит, согласно аксиоме 1, прямая принадлежит этой плоскости
Задача. Через точку В провести прямую m, если известно, что она принадлежит плоскости заданной пересекающимися прямыми n и k (рис.11).
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Пусть точка В принадлежит прямой n, лежащей в плоскости заданной пересекающимися прямыми n и k. Через проекцию  В2 проведем проекцию прямой m2 параллельно прямой k2, для нахождения недостающих проекций прямой необходимо построить проекцию точки В1,  как точки лежащей на проекции прямой n1 и через неё провести проекцию прямой m1  параллельно проекции k1. 
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	а) модель
	б) эпюр

	Рис. 11. Прямая имеет с плоскостью одну общую точку и параллельна 
прямой расположенной в этой плоскости
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Таким образом, точка В принадлежит плоскости, заданной пересекающимися прямыми n и k, а прямая m проходит через эту точку и параллельна прямой k, значит согласно аксиоме 2 прямая принадлежит этой плоскости. 
Прямая, параллельная плоскости
При решении вопроса о параллельности прямой линии и плоскости необходимо опираться на известное положение стереометрии: прямая параллельна плоскости, если она параллельна одной из прямых, лежащих в этой плоскости и не принадлежит этой плоскости. 
Задача. Дано: плоскость общего положения ABC и прямая общего положения а.
Требуется оценить их взаимное положение (рис.12). 
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а) модель
б) эпюр
Рис. 12. Прямая параллельная плоскости

Для этого через прямую а проведем вспомогательную секущую плоскость ( - в данном случае горизонтально проецирующая плоскость. Найдем линию пересечения плоскостей  ( и АВС - прямую п (DF). Проекция прямой п на горизонтальную плоскость проекций совпадает с проекцией а1 и со cледом плоскости (. Проекция прямой п2  параллельна а2, п3  параллельна а3, следовательно, прямая а параллельна плоскости AВС.
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Прямая пересекает плоскость
Нахождение точки пересечения прямой линии и плоскости – одна из основных задач начертательной геометрии. 

Задача. Дано: плоскость AВС и прямая а. 

Требуется найти точку пересечения прямой с плоскостью и определить видимость прямой по отношению к плоскости.

Алгоритм решения задачи (рис.13):

1. Через горизонтальную проекцию прямой а1 проведем вспомогательную горизонтально проецирующую плоскость ( (таким образом а ( (). 

2. Находим линию пересечения вспомогательной плоскости с заданной. Горизонтальный след плоскости (1 пересекает проекцию плоскости A1В1С1 в точках D1 и F1, которые определяют положение горизонтальной проекции п1- линии пересечения плоскостей ( и AВС. Для нахождения фронтальной  и профильной проекции п спроецируем точки D и F на фронтальную  и профильную плоскости проекций.

1. Определяем точку пересечения прямых а и п. На фронтальной и профильной проекциях линия пересечения плоскостей п пересекает  проекции а в точке К, которая и является  проекцией точки пересечения прямой а с плоскостью AВС, по линии связи находим горизонтальную проекцию К1.

2. Методом конкурирующих точек определяем видимость прямой а по отношению к плоскости AВС.
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а) модель
б) эпюр

Рисунок 13. Нахождение точки пересечения прямой и плоскости

	[image: image35.png]A





	[image: image36.png]A

c





	[image: image37.png]



	[image: image38.png]




	[image: image39.png]



	[image: image40.png]




	[image: image41.png]



	[image: image42.png]





Методом конкурирующих точек определяем видимость прямой а по отношению к плоскости AВС.
взаимное расположение точек
Рассмотрим три основных варианта взаимного расположения точек, в зависимости от соотношения координат определяющих их положение в пространстве:
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1. Рассмотрим точки А и В (рис.14), все три координаты которых отличаются, их взаимное расположение можно оценить по удаленности к плоскостям проекций: 
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а) модель
                                                                б) эпюр

Рисунок 14. Взаимное расположение точек
- YА>YВ. Тогда точка А расположена дальше от плоскости П2 и ближе к наблюдателю, чем точка В;
- ZА>ZВ. Тогда точка А расположена дальше от плоскости П1 и ближе к наблюдателю, чем точка В; 
- XА<XВ. Тогда точка В расположена дальше от плоскости П3 и ближе к наблюдателю, чем (при взгляде слева) точка А.
	


2. На рис. 15. представлены точки А, В, С, D,  у которых  одна из координат совпадает, а две другие  отличаются, их взаимное расположение можно оценить по удаленности к плоскостям проекций следующим образом:

 – YА=YВ=YD, то точки А, В и D равноудалены от плоскости П2 и их горизонтальные  и профильные проекции расположены, соответственно, на прямых А1В1//x12 и А3В3// z. Геометрическим местом таких точек служит плоскость, параллельная П2; 

– ZА=ZВ=ZС, то точки А, В и С равноудалены от плоскости П1 и их фронтальные и профильные проекции расположены, соответственно, на прямых А2В2//x12 и А3С3// y. Геометрическим местом таких точек служит плоскость, параллельная П1;

– XА=XC=XD, то точки А,  C и D равноудалены от плоскости П3 и их горизонтальные  и фронтальные проекции расположены, соответственно, на прямых А1C1// y и А2D2//z . Геометрическим местом таких точек служит плоскость, параллельная П3.

3. Если у точек равны две одноименные координаты, то они называются конкурирующими. Конкурирующие точки расположены на одной проецирующей прямой. На рис. 15. даны три пары таких точек, у которых: Соответствующие проекции конкурирующих точек совпадают.
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а) модель                                                
б) эпюр

Рисунок 15. Конкурирующие точки
· XА=XD;YА=YD;ZD>ZА; 
· XA=XC;ZA=ZC;YC>YA; 
· YA=YB;ZA=ZB;XB>XA. 

Различают: горизонтально конкурирующие точки А и D, расположенные на горизонтально проецирующей прямой АD ; 
фронтально конкурирующие точки A и C расположенные на фронтально проецирующей прямой AC;
 профильно конкурирующие точки A и B, расположенные на профильно проецирующей прямой AB.

    При проецировании на соответствующую плоскость проекций одна точка «закроет» другую точку, конкурирующую с ней, соответствующая проекция которой окажется невидимой.
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