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                                             Вступление
        Эйлер принадлежит к числу гениев, чьё творчество стало достоянием всего человечества. До сих пор школьники всех стран изучают тригонометрию и логарифмы в том виде, какой придал им Эйлер. Студенты проходят высшую математику по руководствам, первыми образцами которых являлись классические монографии Эйлера. Он был, прежде всего, математиком, но он знал, что почвой, на которой расцветает математика, является практическая деятельность.
         Имя Эйлера дорого всему прогрессивному человечеству, которое чтит в нём одного из величайших геометров мира. В качестве члена Петербургской и Берлинской Академии наук Эйлер содействовал  развитию математических наук в обеих странах и распространению в них физико-математических  знаний.
Цель – изучить творческое наследие Эйлера, расширить мой кругозор по данной теме, выяснить, какое значение в математической области имели достижения Эйлера.

Задачи: 1.Изучить биографию Л.Эйлера;

              2.Изучить достижения Эйлера;

              3.Изучить какое влияние оказали на  

               математическую науку достижения Эйлера.
               4.Изучить какую роль играют достижения Эйлера в современных учебных       

                 учреждениях и отношение учащейся молодёжи к личности Эйлера.
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  Глава I Эйлер, кто он?                                   
1.1. Эйлер – великий математик

   15 апреля 1707г. в небольшом швейцарском городе Базеле в семье священника Пауля Эйлера родился ребёнок, которому было суждено стать ярким светилом науки. Ребёнка назвали Леонардом. 
    Отец  Леонарда был человеком весьма разносторонних знаний. Кроме богословия он хорошо знал математику, которой отдавал почти всё свободное время. Вкус к этой науке привил ему знаменитый математик Якоб Бернулли, с которым Эйлер был в дружеских отношениях.

     Пауль Эйлер мечтал передать свою профессию сыну и, полагая, что священник должен обладать большой и разносторонней подготовкой, сам занялся воспитанием ребёнка. Он привил сыну любовь к математике, обнаружив в нём зачатки большого дарования. Мальчик увлёкся математикой, стал задавать отцу вопросы один сложнее другого. Его направили в базельскую латинскую гимназию – под надзор бабушки. 13 –летний Леонард Эйлер стал студентом факультета искусств базельского университета. Обладая прекрасной  памятью и умением логически рассуждать, он легко справлялся со всеми изучаемыми предметами. Свободное время посвящал занятием математикой. Он стал посещать лекции знаменитого математика Иоганна Бернулли (младшего брата Якоба Бернулли), который тот читал в базельском университете. И немудрено, что способный мальчик вскоре обратил на себя внимание профессора. Бернулли предложил юноше заниматься с ним у себя на дому. Методика этих занятий заключалась в том, что Эйлер был обязан самостоятельно штудировать самые трудные книги по математике и являться к профессору по субботам для консультаций и выяснения тёмных мест из прочитанного. Ученик был в восторге от этих занятий . «Причём это настолько достигало желанной цели, - заявлял Эйлер, - что когда он (профессор) устранял передо мной одно препятствие, тем самым тотчас же исчезали десять других, а это, разумеется, есть наилучший метод, чтобы добиться счастливых успехов в математических науках». (цит. Ю.Х.Копелевич)

    В доме своего учителя Эйлер познакомился и подружился с сыновьями Бернулли – Николаем и Даниилом, также увлечённо занимавшимися математикой.

    Эйлеру было всего 16 лет, когда он на латинском языке произнёс речь, в которой дал сравнительный анализ философии Ньютона и Декарта. За эту речь Леонарду была присвоена учёная степень магистра искусств.

      В начале зимы 1726 года Эйлеру сообщили из Петербурга: по рекомендации братьев Бернулли Леонард приглашён на должность адъюнкта по физиологии Петербургской академии наук.
      Спустя 2 года Эйлер стал профессором физики, а через год получил кафедру математики.

      За первые 14 лет, проведённых в России, Эйлером проделана удивительно большая работа. За это время он опубликовал около 70 
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научных трудов, был консультантом и экспертом по разным вопросам науки и техники. Эйлер, не считаясь со временем, составил на немецком языке прекрасное «Руководство к арифметике», которое вскоре было переведено на русский и сослужило добрую службу многим учащимся. К нему обращались за советами, как увеличить чувствительность весов для взвешивания монет, как поднять большой колокол на одну из московских церквей, как улучшить качество пожарного насоса и т. д.

    Всегда исполнительный, он никогда не отказывался от поручаемой работы. Говорят, что только один раз Леонард отказался от «государственного» поручения составить таблицу расположения звёзд, по которой можно было бы судить о судьбе  царевича Ивана Антоновича.
    26- летний Леонард Эйлер женился на дочере живописца Екатерине Гзель, которой в это время тоже было 26 лет. Великий математик мог не только вычислять и анализировать, но и был не чужд  и мирской жизни.

                 В том усомниться мог ли кто-то,

                 Что Эйлер удивит весь мир,

                 Что только цифры и расчёты

                 Его единственный кумир.

                 Теперь совсем в другом он мире,

                 Где чувства, счастье и любовь

                 И то, что дважды два – четыре,

                 Доказывать придётся вновь!
   Эйлер отличался феноменальной работоспособностью. Он просто не мог не заниматься математикой или её приложениями. В 1735г. Академия получила задание выполнить срочное и очень громоздкое астрономическое вычисление. Группа академиков просила на эту работу  3 месяца, а Эйлер взялся выполнить работу за 3 дня – и справился самостоятельно. Однако перенапряжение не прошло бесследно: он заболел и потерял зрение на правый глаз. Однако учёный отнёсся к несчастью с величайшим спокойствием: « Теперь я меньше буду отвлекаться от занятий математикой», - философски заметил он.
     До этого времени Эйлер был известен лишь узкому кругу учёных. Но двухтомное сочинение «Механика, или наука о движении, в аналитическом изложении», изданное в 1736г., принесло ему мировую славу. Леонард блестяще применил методы математического анализа к решению проблем движения в пустоте и в сопротивляющейся среде. «Тот, кто имеет достаточные навыки в анализе, сможет всё увидеть с необычайной лёгкостью и без всякой помощи прочитает работу полностью», заканчивает Эйлер своё предисловие к книге. 
    Дух времени требовал аналитического пути развития точных наук. Этот путь и начал прокладывать Леонард Эйлер .

   «30- летний Эйлер стал знаменитостью, пишет его биограф Отто Шпис.- Однако плохо, что он жил в далёком Петербурге, где Академия не пользовалась должным уважением, и к тому же в постоянной вражде « 
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правителем дел» Шумахером».

    В тревожное время регентства Анны Леопольдовны, когда на учёных стали смотреть с большим подозрением Эйлеру  пришлось покинуть пределы России и переехать в Берлин, куда его давно приглашал прусский король Фридрих II.

    Он обещал по мере своих сил помогать Петербургской Академии – и действительно помогал существенно все 25 лет, пока не вернулся обратно в Россию. В июне 1741г. Леонард Эйлер с женой, двумя сыновьями и четырьмя племянниками прибыл в Берлин. В Германии Эйлер занял пост класса математики и члена правления Берлинской академии наук.
     За эти годы Эйлер написал около 3оо научных  работ, среди которых имеется ряд больших монографий. 

    В течение всего времени пребывания в Берлине Эйлер продолжал оставаться почётным членом Петербургской Академии. Как он и обещал при отъезде из Петербурга, он по- прежнему печатал многие из своих трудов в изданиях Петербургской Академии; редактировал математические отделы русских журналов; приобретал из Петербурга книги инструменты;           иной раз у него на квартире, на полном пансионе, разумеется, за соответствующую оплату (которую канцелярия Академии присылала с большим опозданием), годами жили молодые русские учёные, командированные на стажировку.  Россия никогда не считала Эйлера иностранцем. Даже когда Эйлер покинул Петербург, ему, как петербургскому академику выплачивалась пенсия. 

   Эйлер оправдал надежды своего учителя. Одна за другой выходят его научные работы колоссальной важности: «Введение в анализ бесконечных» (1748г.), «Морская наука» (1749г.), «Теория движения луны» (1753г.), «Наставление по дифференциальному исчислению» (1755г.) – не говоря  уже о десятках статей по отдельным частным вопросам, печатавшихся в изданиях Берлинской и Петербургской Академии.

  Эйлер не стремится удивит читателя; он вместе с читателем как бы проходит весь путь, ведущий к открытию, показывает всю цепь рассуждений и умозаключений, приводящую к результату. Он умеет поставить себя в положение ученика; он знает, в чём ученик может встретить затруднение и стремится предупредить его затруднение. 

    В 1757г. Эйлер впервые  в истории нашёл формулы для определения критической нагрузки при сжатии упругого стержня. Однако в те годы эти формулы не могли найти практического применения.

     Почти 100 лет спустя, когда во многих странах - и, прежде всего, в Англии – стали строить железные дороги, потребовалось рассчитать прочность железнодорожных мостов. Модель Эйлера принесла практическую пользу в проведении экспериментов.
     Леонард Эйлер давал уроки физики и математике племяннице   Фридриха II принцессе Ангольт – Дессауской. К занятиям Эйлер тщательно 
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готовился. Эти уроки были потом опубликованы под названием «Письма к 
немецкой принцессе». Сочинение это, переведённое на все европейские языки умножило славу Эйлера.

  Однако в 1762г. на русский престол вступила ЕкатеринаII, которая осуществляла политику «просвещённого абсолютизма». Императрица приказала предложить Эйлеру управление математическим классом (отделением), звание конференц – секретаря Академии и оклад 1800 рублей в год. «А если не понравится, - говорилось в письме, благоволит сообщить свои условия, лишь бы не медлил приездом в Петербург».
    Эйлер подаёт Фридриху прошение об увольнении со службы. Тот не отвечает. Эйлер пишет вторично – но Фридрих не желает даже обсуждать вопрос об отъезде Эйлера. В ответ на это он перестаёт работать для Берлинской Академии.

    30 апреля 1766г. Фридрих разрешает уехать в Россию великому учёному. По прибытии в Петербург Эйлер был принят императрицей. Екатерина осыпала учёного милостями: пожаловала деньги на покупку дома на Васильевском острове и на приобретение обстановки, предоставила на первое время одного из своих поваров и поручила подготовить соображения о реорганизации Академии.
     После возвращения в Петербург у Эйлера образовалась катаракта второго, левого глаза – он перестал видеть. Однако это не отразилось на его работоспособности. Он диктует свои труды мальчику – портному, который всё записывал по-немецки. Иногда результаты научных исследований записывали под диктовку его сыновья.

    За последние 17 лет жизни в Петербурге Эйлером было подготовлено около 400 научных работ и несколько больших книг. За 1777г. он написал около 100 статей.

     Эйлер дружил с Ломоносовым и много сделал для подготовки научных и технических кадров в России. Он с интересом  относился к работам И.П. Кулибина и оказывал поддержку в реализации некоторых его изобретений.

     В мае в Петербурге возник большой пожар, уничтоживший сотни зданий, в том числе дом и почти всё имущество Эйлера. Слепого и больного Эйлера вытащили из огня мебель и библиотека погибли. Все рукописи удалось уберечь от огня; сгорела лишь часть «Новой теории движения луны», но она была быстро восстановлена с помощью самого Эйлера, сохранившего до глубокой старости феноменальную память. В сентябре того же года в Петербург прибыл  известный немецкий окулист барон Венцель, который согласился сделать Эйлеру операцию – и удалил с левого глаза катаракту. За операцией наблюдали 9 местных светил медицины. Вся операция заняла 3 минуты – и Эйлер снова стал видеть!
        Барон   Венцель предписал беречь глаз от яркого света, не писать, не читать. Но Эйлер не мог «не вычислять». Через несколько дней после операции он снял повязку. И вскоре потерял зрение снова. На этот раз – окончательно.  Эйлер отнёсся к этому событию с величайшим  
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спокойствием. Научная продуктивность его даже возросла.

     В 1773г. по рекомендации Д.Бернулли в Петербург приехал из Базеля  его ученик Никлаус Фусс. Это было большой удачей для Эйлера. Фусс обладал редким сочетанием математического таланта и умения вести практические  дела, что и дало ему возможность после приезда взять на себя заботы о математических трудах Эйлера. Вскоре Фусс женился на внучке Эйлера. В последующие 10 лет – до самой смерти Эйлер именно ему диктовал свои труды.

      В 1773г. умерла жена Эйлера, с которой он прожил почти сорок лет. Это было большой потерей для учёного.
    В последние годы жизни учёный продолжал усердно работать. В сентябре 1783г. учёный стал ощущать головные боли и слабость. 18 сентября он внезапно почувствовал себя плохо. Эйлер успел произнести  «Я умираю» - и потерял сознание. Через несколько часов, так и не приходя в сознание, он скончался от кровоизлияния в мозг.

       Его похоронили на Смоленском кладбище в Петербурге. Надпись на памятнике гласила: «Леонарду Эйлеру – Петербургская Академия».

     Трудно даже перечислить все отрасли, в которых трудился великий учёный. Но в первую очередь он был математиком!

      Даже сейчас, через много лет после смерти Эйлера, его работы побуждают учёных всего мира к творчеству в самых различных областях математики и её приложений.
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 Глава II Формулы Эйлера для прямой и плоскости
2.1. Формула Эйлера Для прямой
      Эйлер внёс    огромный вклад в развитие математики. Его именем названо большое количество математических объектов: постоянная Эйлера, Уравнения Эйлера, числа Эйлера, подстановки Эйлера, метод ломаных Эйлера, эйлеровы интегралы и т.д.
       Простейший вариант формулы Эйлера возникает при разбиении прямой L на части конечным множеством точек. Если выбрать на прямой В штук точек, то они разбивают её на В – 1 отрезков и 2 луча, т. е . всего на В+1 частей. Обозначив число этих частей через Р, имеем: В – Р= -1    - Это и есть формула Эйлера для прямой Эйлера. Она показывает, что разность В – Р постоянна, т.е. не зависит не от числа выбранных точек, ни от их расположения и выражает, таким образом, свойство самой прямой.
    Перейду теперь к плоскости Q и попытаюсь для неё формулу Эйлера, аналогичную формуле В – Р=-1. Для плоскости этот вопрос сложнее и интереснее, чем для прямой: ведь разбиение теперь осуществляется конечным семейством прямых, а эти прямые могут располагаться на плоскости различными способами. 

Например, две прямые могут либо пересекаться, либо быть параллельными. Для 3 прямых имеется 4 случая взаимного  расположения: все 3 прямые параллельны; 2 прямые параллельны, а третья пересекает их; каждая пара прямых имеет общую точку, но не существует точки, общей для всех 3; все 3 прямые проходят через 1 точку. Различные случаи расположения 4 прямых изображено на рисунке1
Рисунок 1

[image: image2]
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2.2. Грани разбиения

Каждое семейство прямых разбивает плоскость на части, называемые гранями разбиения;  их число – Г. Вершинами разбиения называются точки пересечения данных прямых, а рёбрами разбиения – части, на которые прямые делятся вершинами. Число вершин и число рёбер разбиения ( В и Р). Разбиение может не иметь ни одной вершины, тогда В=0; это будет в том случае, когда каждые 2 прямые параллельны. Рёбрами такого разбиения естественно считать сами прямые.

       Оказывается, что числа В, Р, Г связаны между собой соотношением В – Р +Г = 1 – формула Эйлера для плоскости, она показывает, что знакопеременная сумма постоянна, т.е. не зависит ни от числа прямых, разбивающих плоскость, ни от их взаимного расположения. Следовательно, формула выражает свойство самой плоскости Q.

Докажу формулу для разбиения, которое дают N прямых; несколько замечаний.

В случае, когда разбиение не имеет вершин, формула очевидна, т. к. тогда В =0 , Р = N, Г = N+1

    Докажу  лемму 1.

«Если на плоскости задано конечное число прямых,  то можно провести новую прямую не параллельную ни одной из данных.»

  Доказательство:
Действительно, пусть заданы прямые L
[image: image3.wmf]1

,
[image: image4.wmf]K

K

,L
[image: image5.wmf]m

, и пусть О – какая – нибудь точка на прямой L
[image: image6.wmf]1

. Проведём  через О прямую L
[image: image7.wmf]i

¢

  ׀׀  L
[image: image8.wmf]i

 
(i= 2, …, m),и пусть
[image: image9.wmf]i

j

 обозначает угол между прямыми L
[image: image10.wmf]1

 и  L
[image: image11.wmf]i

¢

         , причём можно считать, что  0
[image: image12.wmf]£

£

ii

j

   90۫. Если    
[image: image13.wmf]ii

j

 =0   для всех i т.е. если все заданные прямые параллельны между собой, то искомой будет любая прямая, не параллельная L
[image: image14.wmf]i

. В противном случае среди этих углов выберу наименьший положительный; пусть это будет; например, 
[image: image15.wmf]2

j

 . Прямая L, проходящая через точку О и образующая с L
[image: image16.wmf]1

 положительный угол, меньший 
[image: image17.wmf]2

j

 является искомой.   Лемма 1 доказана.

     Чтобы доказать формулу В – Р + Г=1 , должны найти выражения для 2 из 3 величин В,Р,Г, предполагая 3 величину известной. Пусть известно число вершины В (и, конечно, число прямых N) .   Оказывается, однако, что числа Г и Р не определяются числами N и В однозначно. Например, разбиение в) и ;) имеют по одинаковому числу вершин В=4, но разные числа граней и рёбер. Глядя на эти разбиения, можно заметить, что они различаются «строением» вершин(рис2) в разбиении в) через каждую вершину проходят 2 прямые, а в разбиении ж) имеется вершина, через которую проходят 3 прямые.
Рисунок 2

[image: image18]
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             2.3. Метод «движущейся» прямой
   Чтобы учесть это различие, введу следующее определение. Кратностью вершины разбиения назову число проходящих через неё прямых данного семейства таким образом, кратностью любой вершины есть натуральное число, не меньшее 2. Естественно ожидать, что числа Р и Г определятся, если, кроме N и В, считать заданными  ещё и кратности всех вершин. Мы увидим, что это действительно так.

     Подсчёт рёбер и граней разбиения проведём методом «движущейся» прямой. 

  Пусть   L
[image: image20.wmf]1

,…,L
[image: image21.wmf]n

 - заданные прямые и А
[image: image22.wmf]1

,…,А
[image: image23.wmf]B

 – вершины разбиения
Рисунок 3.
[image: image24.jpg]



На рисунке N =5 и В = 7. Проведём через каждую пару вершин вспомогательную прямую; обозначу эти прямые через М
[image: image25.wmf]1

,…,М
[image: image26.wmf]k

                       

Среди них находятся, конечно, и все заданные прямые L
[image: image27.wmf]1

,…,L
[image: image28.wmf]n


На рисунке 3 «лишние» вспомогательные прямые, т. е. отличные от прямых   L
[image: image29.wmf]1

,…,L
[image: image30.wmf]n

 , не изображены, чтобы не загромождать его.

Теперь, пользуясь леммой1, проведём вспомогательную прямую  L
[image: image31.wmf]0

, не параллельную ни одной из прямых  М
[image: image32.wmf]1

,…,М
[image: image33.wmf]k

 .                         Буду предполагать, что прямая  L
[image: image34.wmf]0

расположена, во – первых, горизонтально, во – вторых, «ниже» всех вершин  А
[image: image35.wmf]1

,…,А
[image: image36.wmf]B

 .                 Отсюда следует,  что для каждой пары вершин   А
[image: image37.wmf]i

   и  А
[image: image38.wmf]j

 их расстояние от прямой   L
[image: image39.wmf]0

 различны. В дальнейшем этот факт будет выражаться словами « все вершины лежат на различной высоте», причём имеется ввиду их высота над уровнем прямой L
[image: image40.wmf]0

. Будем предполагать, что вершины занумерованы в порядке возрастания высоты, т. е. пусть   А
[image: image41.wmf]1

 - самая нижняя вершина, А
[image: image42.wmf]2

лежит выше, чем   А
[image: image43.wmf]1

, но ниже чем  А
[image: image44.wmf]3

 , и т. д., наконец, А
[image: image45.wmf]B

 - самая верхняя вершина.

     «Движущаяся» прямая  L будет располагаться горизонтально, совпадая в своём начальном положении с прямой L
[image: image46.wmf]0

 и поднимаясь  затем от неё вверх по плоскости. Прямую L можно использовать для подсчёта рёбер разбиения: т.к. она пересекается со всеми прямыми L
[image: image47.wmf]1

,…,L
[image: image48.wmf]n

 и притом с каждой из них «в своей» отдельной точке, то в начальном положении она встречает N рёбер. Теперь заставим прямую L подниматься вверх по плоскости параллельно самой себе. До тех пор, пока она не встретит самую нижнюю вершину А
[image: image49.wmf]1

 ,             
число пересекаемых ею рёбер останется неизменным и равным N. После перехода через вершину  А
[image: image50.wmf]1

это число изменится: появятся новые рёбра, 
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число которых равно кратности 
[image: image51.wmf]1

a

 вершины  А
[image: image52.wmf]1

 .

      Поэтому  общее число рёбер, встреченных к этому моменту прямой L станет равным N+ 
[image: image53.wmf]1

a

 и останется таким до встречи со следующей вершиной  А
[image: image54.wmf]2

. Если это последняя имеет кратность  
[image: image55.wmf]2

a

 , то после перехода  L через   А
[image: image56.wmf]2

  число рёбер уже встреченных к этому моменту,  снова увеличится и станет равным  N+ 
[image: image57.wmf]1

a

+  
[image: image58.wmf]2

a

 и т. д. Наконец, после перехода через последнюю, самую верхнюю, вершину   А
[image: image59.wmf]B

 кратности
[image: image60.wmf]B

a

это число станет =  N+ 
[image: image61.wmf]1

a

+  
[image: image62.wmf]2

a

 +…+ 
[image: image63.wmf]B

a

.                                                                                              Итак, общее число рёбер разбиения равно Р= N+ 
[image: image64.wmf]1

a

+  
[image: image65.wmf]2

a

 +…+ 
[image: image66.wmf]B

a

.                                                                                              
или ,в более краткой записи Р= N+
[image: image67.wmf]i

B

i

å

=

1

a


   Число разбиения найдём следующим образом. В начальном положении прямая  L делится прямыми L
[image: image68.wmf]1

,…,L
[image: image69.wmf]n

 на N+1 частей; каждая из этих частей лежит в своей, ей соответствующей грани разбиения и поэтому « засчитывает» эту грань. Значит, прямая L в начальном положении встречает   N+1 граней, и это число не меняется, пока она не поднимется до вершины А
[image: image70.wmf]1

 .После прохождения через   А
[image: image71.wmf]1

, как уже видели, появляются новые рёбра в числе  
[image: image72.wmf]1

a

 . Ясно, что число новых граней, встреченных при этом прямой L будет равно 
[image: image73.wmf]1

a

-1 . Поэтому общее число граней встреченных к этому моменту будет равно N+1+
[image: image74.wmf]1

a

-1.После прохождения через вершину  А
[image: image75.wmf]2

 это общее число увеличивается   на  
[image: image76.wmf]2

a

-1 и т.д.; наконец, когда L пересечёт последнюю, самую верхнюю вершину,  А
[image: image77.wmf]B

 общее число граней ещё увеличится   на   
[image: image78.wmf]B

a

-1 . Поэтому   Г= N+1+(
[image: image79.wmf]1

a

-1)+( 
[image: image80.wmf]2

a

-1)+…+( 
[image: image81.wmf]B

a

-1),
Или      Г= N+1+
[image: image82.wmf]å

=

B

i

1

(
[image: image83.wmf]1

a

-1)=
[image: image84.wmf] N+1+
[image: image85.wmf]å

=

B

i

1


[image: image86.wmf]i

a

-
[image: image87.wmf]å

=

B

i

1

1=1+ N-В+
[image: image88.wmf]å

=

B

i

1



 EMBED Equation.3  [image: image89.wmf]i

a


Здесь 
[image: image90.wmf]å

=

B

i

1

1 обозначает сумму единиц, взятую по всем вершинам разбиения и поэтому равную В.

   Итак, мы  выразили число рёбер и число граней через число вершин и их кратности. Из формул Р= N+
[image: image91.wmf]i

B

i

å

=

1

a


      Г= N+1+
[image: image92.wmf]å

=

B

i

1

(
[image: image93.wmf]1

a

-1)=
[image: image94.wmf] N+1+
[image: image95.wmf]å

=

B

i

1



 EMBED Equation.3  [image: image96.wmf]i

a

-
[image: image97.wmf]å

=

B

i

1

1=1+ N-В+
[image: image98.wmf]å

=

B

i

1



 EMBED Equation.3  [image: image99.wmf]i

a


Видно числа Р и Г зависят только от суммы кратностей и не зависят от порядка, в котором они появляются теперь из Р= N+
[image: image100.wmf]i

B

i

å

=

1

a


Г= N+1+
[image: image101.wmf]å

=

B

i

1

(
[image: image102.wmf]1

a

-1)=
[image: image103.wmf] N+1+
[image: image104.wmf]å

=

B

i

1



 EMBED Equation.3  [image: image105.wmf]i

a

-
[image: image106.wmf]å

=

B

i

1

1=1+ N-В+
[image: image107.wmf]å

=

B

i

1



 EMBED Equation.3  [image: image108.wmf]i

a


Немедленно получается формула Эйлера

В-Р+Г=В-N-
[image: image109.wmf]å

=

B

i

1



 EMBED Equation.3  [image: image110.wmf]i

a

+1+N-В+
[image: image111.wmf]å

=

B

i

1



 EMBED Equation.3  [image: image112.wmf]i

a

=1
    Замечу, что доказательство этой формулы можно упростить, если не 
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стараться получить явное выражение для чисел Р и Г. А именно, пусть все вершины разбиения лежат внутри горизонтальной полосы , шириной Н.

           Рисунок 4 
          [image: image113.jpg]



Обозначим через L (0) нижнюю границу этой полосы, т.е. прямую L в её начальном положении, и через L(h) -  прямую  L, расположенную на расстоянии h от  L(0). Пусть Р (h) обозначает число рёбер уже встреченных движущейся прямой L к тому моменту, когда она занимает положение L(h); аналогичный смысл имеют обозначения В(h) и Г(h). Величины Р(h), Г(h), В(h) меняются в зависимости от h; нам надо доказать, что знакопеременная сумма
S(h)=B(h)-H(h)+Г(h) принимает значение 1, когда h=H. Если h =0, то, В(h)=В(0) =0, Р(0) = n , Г(0) = 1+n, поэтому S(0) = 1. При прохождении прямой L через вершину  А
[image: image114.wmf]i

  число Р(h)  увеличивается на  
[image: image115.wmf]i

a

  Г(h) увеличивается на  
[image: image116.wmf]i

a

 -1 , а В(h) увеличивается на 1, поэтому  S(h) не изменяет  своего значения. S(H) = 1, что и требовалось доказать.
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  Глава III Прямая Эйлера

3.1. Пересечение медиан треугольника в одной точке

    Свойства треугольника были хорошо изучены еще древними греками.

В знаменитых “Началах” Евклида доказывается, что центром окружности, описанной около треугольника, является точка пересечения серединных перпендикуляров к его сторонам.

   Архимед, определяя положение центра тяжести однородной треугольной пластинки, установил, что он лежит на каждой из трех медиан. Точку пересечения медиан треугольника называют центром тяжести или центроидом треугольника.

    Позднее было доказано, что три высоты треугольника также пересекаются в одной точке, которая называется его ортоцентром.

    Закономерность в расположении этих трех замечательных точек треугольника – центра O описанной окружности, центроида G , ортоцентра H – впервые обнаружил знаменитый математик Леонард Эйлер (1707-1783).

  Рассмотрю сначала один частный случай: прямоугольный треугольник ABC (рис.1). Середина O гипотенузы AB является центром описанной около него окружности. Центроид G делит медиану CO в отношении 1:2, считая от вершины C. Катеты AC и BC являются высотами треугольника, поэтому вершина C прямого угла совпадает с ортоцентром H треугольника. Таким образом, точки O,G,H лежат на одной прямой, причем OH=3OG. Пользуясь методом координат, Эйлер доказал, что такая же связь существует между тремя указанными точками любого треугольника. Я докажу этот факт с помощью векторов.

Рисунок 1.

[image: image117.jpg]H=0




         Деление отрезка в данном отношении.

Пусть A,B,O – данные точки плоскости, и известно, что

точка G делит отрезок AB в отношении k: 
[image: image118.wmf]GB

AG

 = k (рис.2).
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Рисунок 2

[image: image119.jpg]



Выразим вектор OG через векторы OA и OB. Для этого подставим в равенство AG=k * GB выражения всех векторов через OG, OA и OB: OG-OA=k(OB-OG). Решая это уравнение относительно OG , получим:

OG=
[image: image120.wmf]1

+

+

k

OA

kOB

. 
Например, если G – середина отрезка AB , то k=1 и OG= 
[image: image121.wmf]2

1

 (OA+OB).

Теорема о пересечении медиан треугольника в одной точке.

Здесь мы попутно получим одно векторное равенство, которое понадобится нам в дальнейшем.

Теорема 1. Медианы треугольника АВС пересекаются в одной точке G и делятся ею в отношении 2:1, считая от вершины, причем

3PG=PA+PB+PC, (2)

где P – любая точка плоскости или пространства.

Доказательство. Возьмем на медиане CD треугольника ABC точку G, определяемую соотношением |CG|:|GD|=2:1 (рис. 3).

   Рисунок 3.
  [image: image122.jpg]



PD =
[image: image123.wmf]2

1

 (PA + PB),

откуда
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PG = 
[image: image124.wmf]3

1

 (PA + PB + PC).

Вычисляя вектор PG’ с концом в точке G’, делящей любую из двух других медиан треугольника в отношении 2:1 (считая от вершины), мы получим то же самое выражение:

PG’=
[image: image125.wmf]3

1

 (PA + PB + PC),

Поэтому PG’=PG, и точка G’ совпадает с точкой G. Следовательно, все три медианы треугольника пересекаются в одной точке G, определяемой соотношением (2).
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3.2.Теорема о высотах произвольного треугольника.

Теорема 2. Высоты треугольника АВС пересекаются в одной точке Н, причем

OH= OA + OB + OC, (3)

где О – центр окружности описанной около треугольника.

Доказательство. Пусть АВС – треугольник, отличный от прямоугольного (рис.4).

Рисунок 4.

[image: image126.jpg]



Найдем сумму векторов OA и OB. Для этого построим точку M, симметричную О относительно стороны AB, тогда OM = OA + OB. Затем построим точку Н, для которой

OH = OM + OC = OA + OB +OC,

и докажу, что точка H и есть ортоцентр треугольника АВС.

Действительно, по построению прямые CH и OM параллельны, OM – серединный перпендикуляр к отрезку АВ, следовательно, прямая СН также перпендикулярна к прямой AB, и точка H лежит на высоте треугольника ABC, проведенной из вершины C.

Если повторить построение, начиная с векторов OA и OC, то получится та же точка H, но те же рассуждения показывают, что теперь точка H лежит на высоте треугольника, проведенной из вершины B. Аналогично получим, что точка H лежит на высоте, проведенной из вершины A. Следовательно, высоты треугольника ABC пересекаются в точке H, определяемой соотношением (3).

Легко проверить, что теорема 2 справедлива и для прямоугольного треугольника.
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3.3.Прямая Эйлера.

Из доказанных теорем 1 и 2 вытекает интересующее нас свойство замечательных точек треугольника.

Теорема 3. Центр О описанной окружности, центроид G и ортоцентр H любого треугольника лежат на одной прямой, причем точка G лежит между точками О и Н и OG:GH = 1:2.

Доказательство. По теореме 1

3OG = OA + OB + OC.

Сравнивая это равенство с равенством (3), получим

OH = 3OG.

Следовательно, векторы OH и OG, имеющие общее начало O, расположены на одной прямой и | OG| : |GH| = 1 : 2.

Прямая, на которой лежат точки O, G и H, называется прямой Эйлера.

В стереометрии простейший многогранник – тетраэдр играет ту же роль, что и треугольник в планиметрии. Свойства треугольника и тетраэдра во многом схожи. Попробуем распространить свойство замечательных точек треугольника на тетраэдр.

                                                           18
3.4. Медианы и высоты тетраэдра
Отрезок, соединяющий вершину тетраэдра с центроидом противоположной грани, называется медианой тетраэдра. Свойства медиан тетраэдра аналогичны свойствам медиан треугольника.

Теорема 4. Четыре медианы тетраэдра ABCD пересекаются в одной точке G, которая делит каждую из них в отношении 3:1, считая от вершины тетраэдра, причем

4PG = PA + PB +PC +PD, (4)

где P – любая точка пространства.

Доказательство. Возьмем на медиане DG’ тетраэдра ABCD точку G, определяемую соотношением DG : GG’ = 3 : 1 (рис 5). 
Рисунок 5.
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Согласно формуле (1),

PG =
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3

PG

G

P

+

¢

.

Учитывая, что центроид G’ треугольника ABC удовлетворяет соотношению 3PG = PA + PB + PC, получим

PG = 
[image: image129.wmf]4

1

 (PA + PB + PC + PD).

Вычисляя вектор PG’’ с концом в точке G’’ , делящей любую из трех других медиан тетраэдра в отношении 3 : 1 (считая от вершины), получим то же самое выражение. А это означает, что все четыре медианы тетраэдра пересекаются в одной точке G, удовлетворяющей соотношению (4). Точка G, называется
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центром тяжести (или центроидом) тетраэдра.

    Высоты треугольника всегда пересекаются в одной точке. По аналогии можно предположить, что высоты любого тетраэдра также пересекаются в одной точке. Однако это не так.

   Для примера рассмотрим тетраэдр ABCD с прямым двугранным углом при ребре AB, в котором AC = BC, но AD = BD (рис. 6).
Рисунок 6.

[image: image130.jpg]



 Высоты CE и DF тетраэдра лежат соответственно в гранях ABC и ABD, но точка E – середина AB, а F – нет. Если бы длины ребер DA и DB были равны, то основания E и F совпадали бы, но две другие высоты тетраэдра не могут проходить через точку E.

     Таким образом, даже две высоты тетраэдра могут не иметь общей точки.

Тем не менее существуют и тетраэдры, все четыре высоты которых пересекаются в одной точке. Таким будет, например, тетраэдр ABCD с прямыми плоскими углами при вершине D. Ребра DA, DB и DC являются его высотами, а вершина D – ортоцентром (точкой пересечения всех четырех высот).

Попробую найти все тетраэдры, у которых высоты пересекаются в одной точке.

 Пусть высоты тетраэдра ABCD, проведенные из вершин C и D , пересекаются в точке H

Рисунок 7.

[image: image131.jpg]
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(рис. 7). Тогда CH’__AB и DH’’__AB, т.е. прямая AB перпендикулярна к двум пересекающимся прямым лежащим в плоскости CDH, следовательно, AB__BC. Аналогично доказывается, что если две другие высоты тетраэдра ABCD проходят через ту же точку H, то AC__BD и AD__BC. Итак, если все высоты тетраэдра пересекаются в одной точке, то противоположные ребра тетраэдра взаимно перпендикулярны. Такой тетраэдр называется ортоцентрическим.

  Теорема 5. Четыре высоты ортоцентрического тетраэдра ABCD пересекается в одной точке H, причем если O – центр сферы, описанной около тетраэдра, то

OH = 
[image: image132.wmf]4

1

 (OA + OB + OC + OD). (5)

     Доказательство. Пусть ABCD – ортоцентрический тетраэдр, DG’ – его медиана, DH’ – его высота (рис.8). 
Рисунок 8.
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Тогда G’ центроид, а H’- ортоцентр треугольника ABC, причем точки O’ (центр окружности, описанной около треугольника ABC ), G’ и H’ лежат на одной прямой. Заметим, что центр O сферы, описанной около тетраэдра ABCD, лежит на перпендикуляре к плоскости треугольника ABC, восстановленном в точке O’.

Буду доказывать теорему тем же способом, что и теорему 2 для треугольника: строить разными способами точку H, удовлетворяющую соотношению (5).

Вначале сложу векторы OA, OB и OC:

OM = OA + OB + OC.

По теореме 1

OG’ = 
[image: image134.wmf]3

1

 (OA + OB + OC),

поэтому

OM = 3OG’
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или G’M = 2OG’ . Точки O’,G’,H’, лежат на прямой Эйлера треугольника ABC, причем H’G’ = 2G’O’. Следовательно,

H’M=H’G’+G’M’=2(G’O’+OG’)=2(OG’+G’O’)=2OO’.

Отсюда вытекает, что прямые H’M и OO’ параллельны, а так как прямая OO’ перпендикулярна к плоскости ABC, то и прямая H’M перпендикулярна к этой плоскости. Следовательно, точка M’ лежит на прямой DH’ (если точки O и O’ совпадают, то точки M и H’ тоже совпадают).

Пусть теперь

OH= 
[image: image135.wmf]2

1

 (OM+OD)= 
[image: image136.wmf]4

1

 (OA+OB+OC+OD).

Из левого равенства следует, что точка H является серединой отрезка DM, т.е. точка H лежит на DH’ тетраэдра.

Аналогично строится точка N: ON=OA+OB+OD и та же точка H: OH= 
[image: image137.wmf]2

1

 (ON+OC) и доказывается, что точка H лежит на высоте тетраэдра, проведенной из вершины C, и т.д.

Следовательно, высоты ортоцентрического тетраэдра пересекаются в одной точке H, определяемой соотношением (5).
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3.5.Прямая Эйлера тетраэдра.

Теорема 6. Центр О описанной сферы, центроид G и ортоцентр Н ортоцентрического тетраэдра ABCD лежат на одной прямой, причем точки О и Н симметричны относительно точки G.

Доказательство. По формулам (4) и (5)

OH= 
[image: image138.wmf]2

1

 (OA + OB + OC +OD),

OG= 
[image: image139.wmf]4

1

 (OA + OB + OC + OD),

откуда OH=2OG. Полученное равенство означает, что точки O, G, H лежат на одной прямой, причем точки О и Н симметричны относительно точки G.

Прямую, на которой лежат точки O, G, H, можно назвать прямой Эйлера ортоцентрического
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Глава IV Что такое эйлерова характеристика?
4.1. Ломаная
Пусть Ф – фигура, разбитая каким – то образом на части, которые буду называть вершинами, рёбрами, гранями. Для всех частей разбиения будет ещё использоваться двойное название клетки. Оказывается, что независимо от способа разбиения фигуры Ф на клетки знакопеременная сумма В – Р+Г сохраняет постоянное значение. Эта сумма называется эйлеровой характеристикой фигуры и обозначается греческой буквой χ (хи).         
Таким образом, по определению χ(Ф)= В – Р+Г

    Данное здесь определение эйлеровой характеристики нуждается в уточнении: следует ещё указать какие классы фигур я рассматриваю, что понимается под клетками в каждом конкретном случае, как определяется разбиение фигуры на клетки, т. е. как различные клетки (примыкают) друг к другу.

    Итак, рассмотрю некоторые классы фигур, для которых можно определить эйлерову характеристику. Пусть А
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- различные  точки на плоскости. Незамкнутая ломаная линия с вершинами в этих точках определяется как объединение прямолинейных отрезков А
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,называемых её рёбрами. Если      n
[image: image148.wmf]³

  3 и если первая и последняя вершины совпадают, а все остальные вершины различны, то ломаная называется замкнутой.        Два ребра ломаной, имеющие общую вершину считаются смежными. Ломаная (замкнутая или нет) называется простой, если никакие два её ребра, не являющиеся смежными, не имеют  общих точек. Простую замкнутую ломаную назову контуром. Ясно, что эйлерова характеристика    χ(L)= В – Р=1   для незамкнутой ломаной L(рис.1) и =0 для замкнутой(рис. 2).
Рисунок1.                                           Рисунок 2.
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4.2. Графы
    Графом называется фигура G, состоящая из конечного числа вершин (расположенных на плоскости или в пространстве) и прямолинейных отрезков, соединяющих некоторые пары вершин. Эти отрезки называются рёбрами графа. Ясно, что, всякая ломаная является графом. Эйлерова характеристика графа есть разность      В – Р. Может случиться, что граф G совсем не имеет рёбер, а состоит из N вершин; в этом случае  χ(G)=N                                   .Примеры графов показаны на рис.3 
Рисунок 3


[image: image151]
При этом их вершины изображены маленькими светлыми кружками. Из рис3. видно, что некоторые рёбра могут иметь «лишние» точки пересечения, которые не являются вершинами. Степенью вершины графа называют число рёбер, соединяющих её  с другими вершинами.

    Граф называется связным, если любые две его вершины можно соединить незамкнутой ломаной, состоящей из рёбер графа.

Говорят, что граф вкладывается в плоскость, так, чтобы рёбра пересекались только в вершинах. Таков , например граф а)
Рисунок 4

[image: image152]
 -полный граф с 4 вершинами, ибо его можно «перечертить» так, чтобы лишние пересечения рёбер исчезли б). 
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Интересно отметить, что каждый граф можно расположить в пространстве без лишних пересечений рёбер. Докажу это.

Пусть граф G имеет В вершин и Р рёбер. Возьму в пространстве «книжку с Р листами» (рис. 5.) на её  «корешке» отмечу В точек (вершин графа). Каждому из Р рёбер графа поставлю в соответствие свой лист книжки и на нём нарисую это ребро в виде ломаной, состоящей из двух отрезков. Ясно, что лишние пересечения рёбер отсутствуют; правда, мне пришлось заменить каждое ребро двумя новыми рёбрами и одной новой вершиной. Замечу без доказательства, что каждый граф можно расположить в пространстве без введения новых вершин и без изломов рёбер.
                  Рисунок 5.
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4.3.Многоугольники
  Перехожу к следующему классу фигур – плоским многоугольникам, причём рассмотрю самые простейшие из них – выпуклые.

  Каждая прямая разбивает плоскость на 2 полуплоскости. При этом предполагается, что сама прямая содержится в каждой из них. Выпуклым многоугольником называется пересечение конечного числа полуплоскостей при условии, что оно ограничено, двумерно, т. е. содержит круг с радиусом отличным от нуля.

Рисунок 6.

[image: image154]
Выпуклый многоугольник не лежит ни в одной прямой.

    Многоугольником называется плоская фигура М, состоящая из объединения конечного числа выпуклых многоугольников так, что выполнены следующие 2 условия:

1) любые 2 выпуклые многоугольника либо совсем не имеют общих точек, либо имеют общую сторону;

2 )фигура М связна, т.е. любые 2 её точки можно соединить простой незамкнутой ломаной, целиком лежащей в М. 

  Последнее условие означает, что многоугольник не распадётся на отдельные куски, не связанные между собой.

Рис.7 Даёт примеры многоугольников и их разбиений. Каждый многоугольник допускает разные представления в виде объединения выпуклых и поэтому имеет различные разбиения.

Рисунок 7.
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   Среди точек многоугольника естественно различать внутренние точки и граничные. Точка многоугольника называется внутренней, если можно указать круг некоторого радиуса с центром в этой точке, целиком лежащей в многоугольнике. Точка многоугольника называется граничной, если круг любого радиуса с центром в этой  точке содержит как точки самого многоугольника, так и точки его дополнения относительно плоскости.

Рисунок 8.


[image: image156]
Многоугольник называется простым, если его граница состоит из одного контура. Таковы, например, все выпуклые многоугольники, а также многоугольник(рис.9)
Рисунок 9.
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4.4.Компоненты и дыры

    Если дополнение многоугольника несвязно, то оно состоит из нескольких связных кусков, называемых компонентами. Одна компонента всегда является неограниченной; все остальные – ограниченные. Эти последние компоненты буду называть дырами.

   Докажу, что каждая  дыра F вместе со своей границей является многоугольником, для этого достаточно проверить, что её можно представить в виде объединения выпуклых многоугольников. Проведу прямые через все отрезки, входящие в границу дыры F. (рис.10).Тогда получается некоторое разбиение всей плоскости. Все ограниченные грани этого разбиения – выпуклые многоугольники.     
   Остаётся заметить, что все внутренние точки каждого из этих многоугольников лежат целиком либо в дыре F, либо в её дополнении, следовательно, дыра F = объединению многоугольников первого из этих двух классов, что и требовалось доказать.

    Сделаю замечание, относящееся к разбиению многоугольника М на клетки. Иногда бывает удобнее считать гранями разбиения открытые выпуклые многоугольники, из которых составлен многоугольник М, а рёбрами разбиения – открытые стороны этих выпуклых многоугольников. При такой точке зрения различные клетки разбиения не имеют общих точек.
Рисунок 10.
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Глава
[image: image159.wmf]V Формула Эйлера для выпуклых многогранников
                       и её следствия
5.1.Выпуклый многогранник
   Выпуклым многогранником называется пересечение конечного числа полупространств при условии, что оно, во – первых, ограничено, т.е. содержится в некотором шаре, во – вторых, трёхмерно, т.е. содержит в себе некоторый другой шар, или, что то же, не лежит ни в какой плоскости. В этом определении выпуклого многогранника ещё предполагается, что  каждое полупространство содержит ограничивающую его плоскость.
   Все точки выпуклого многогранника делятся на внутренние и граничные. Точка X многогранника является внутренней, если существует шар с центром в этой точке, целиком лежащей в X. Точка многогранника является граничной, если любой шар с центром в этой точке содержит как точки X, так и точки его дополнения относительно пространства. Все граничные  точки образуют границу многогранника. Эта граница состоит из конечного числа граней, которые являются выпуклыми многоугольниками. Стороны и вершины этих многоугольников называются рёбрами и вершинами многогранника соответственно.

    Докажу знаменитую формулу Эйлера

                               В-Р+Г=2,

    справедливую для всякого выпуклого многогранника.
  Доказательство. Как обычно, предположу, что все его вершины расположены на разной высоте и занумерованы в таком порядке υ
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, чтобы каждая следующая была выше предыдущей. Обозначу через Г
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(i=1,…,В – 1) число граней многогранника, для которых точка υ
[image: image164.wmf]i

 является самой нижней вершиной, или, другими словами, которые «выходят» вверх из вершины υ
[image: image165.wmf]i

. Пусть Р
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 (i=1,…, В-1) обозначу число рёбер многогранника, которые имеют вершину  υ
[image: image167.wmf]i

 своим нижним концом (или «выходят» вверх из этой вершины). Ясно, что для самой верхней вершины  υ
[image: image168.wmf]B

 таких граней и рёбер нет. Так как к вершине υ
[image: image169.wmf]1

 примыкает одинаковое число рёбер и граней, и все они «выходят» из неё вверх, то 

                          Р
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=Г
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  Рассеку теперь многогранник X горизонтальной плоскостью Q
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, расположенной чуть выше вершины  υ
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 (i=1,…, В-1). В сечении получится выпуклый многоугольник М
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. Каждому  из Р
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 рёбер многогранника, выходящему вверх из точки  υ
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 , соответствует своя вершина многоугольника
М
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. Аналогично, каждой из Г
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 граней, выходящих вверх из этой же точки, соответствует своя сторона многоугольника М
[image: image179.wmf]i

. Названные вершины и стороны многоугольника образуют простую (незамкнутую) ломаную линию.
Так как эйлерова характеристика такой ломаной равна 1, то 

                  Р
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- Г
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=1  (i=2,…, В-1)
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[image: image182.jpg]



На рис.показан один из простейших случаев: X- тетраэдр, ломаная состоит из одного отрезка.

Общее число рёбер многогранника равно Р = Р
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+…+Р
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B

, а общее число его граней равно Г = Г
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. Поэтому, используя равенства                          Р
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=1  (i=2,…, В-1), получу   В-Р+Г=В-( Р
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Итак, формула Эйлера доказана.

Прежде чем выводить следствия из формулы Эйлера

             В-Р+Г=2,

установлю  некоторые простые, но полезные соотношения.
   Назову степенью вершины многогранника число выходящих из неё рёбер. Ясно, что степень каждой вершины не меньше трёх. Обозначу через  В
[image: image204.wmf]3

 число вершин степени 3, через В
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 - число вершин степени 4 и т. д . Тогда 
    В= В
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   Здесь m – максимальная степень вершины и В
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=В
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=0. 

 Часто для нас будет безразлично, каково точное значение числа m; поэтому формулу    В= В
[image: image213.wmf]3
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 запишем в сокращённом виде 

В= В
[image: image218.wmf]3

+ В
[image: image219.wmf]4

 +…=
[image: image220.wmf]å

³

3

i

 В
[image: image221.wmf]i

 

  Каждая грань многогранника есть выпуклый многоугольник, число сторон (или углов) которого равно 3 или 4 и т.д. Обозначу через  Г
[image: image222.wmf]i

 число i – угольных граней многогранника (i= 3, 4, …). Тогда

 Г=Г
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Суммируя рёбра по всем вершинам и учитывая при этом, что каждое ребро соединяет 2 вершины, т.е. оно считается дважды, получаю

 2Р=3 В
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Аналогично, суммируя рёбра по всем граням и учитывая, что каждое ребро принадлежит границам двух граней и , значит, считается дважды, имею

2Р=3 Г
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Так как степень каждой вершины не меньше трёх, или, что тоже, из каждой вершины выходит не меньше трёх граней, то 
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3Г
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Так как каждая грань имеет не менее 3 вершин, то 

3В
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Обращу внимание на то, что во все соотношения

В= В
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     —    3В  
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, как и в формулу Эйлера В-Р+Г=2, пара чисел В и Г (  а также пары чисел В
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и Г
[image: image260.wmf]3

,В
[image: image261.wmf]4

 и Г
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 и т.д.) входят симметрично, т.е. эти соотношения остаются справедливыми, если заменить в них число В числом Г, число В
[image: image263.wmf]3

 числом  Г
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 и т.д., и наоборот.
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               5.2. Принцип двойственности

Любому утверждению, например о гранях многогранника, выведенного из формулы В-Р+Г=2 и соотношений  
В= В
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, соответствует аналогичное (двойственное) утверждение о его вершинах. В этом состоит так называемый принцип двойственности. В частности, можно сказать, что двойственными друг другу являются, например равенства

2Р=3 В
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   и     2Р=3 Г
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 ,а   также неравенства 3Г
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.

Формула Эйлера двойственна сама себе. 

 Перехожу к выводу следствий из соотношений В-Р+Г=2 и   

В= В
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Из неравенства   3В  
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 и равенства 

2Р=3 Г
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 EMBED Equation.3  [image: image322.wmf]å
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Подставляя в формулу В-Р+Г=2 имею 

⅓
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 EMBED Equation.3  [image: image334.wmf]³
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Выделю в обеих суммах члены, содержащие Г
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12    или
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[image: image349.wmf]3

+ 2Г
[image: image350.wmf]4

+Г
[image: image351.wmf]5
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Так как сумма, стоящая в правой части этого неравенства, неотрицательна,  то    3 Г
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 EMBED Equation.3  [image: image358.wmf]³

12.
Это неравенство имеет интересные геометрические следствия. Оно показывает, что выпуклый многогранник обязательно имеет либо треугольные, либо пятиугольные грани. В частности, не существует выпуклого многогранника, у которого все грани были бы   шестиугольниками. Если предположить, что Г
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12  получаю Г
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4, и это неравенство точное, т. е. имеется многогранник, у которого Г
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 EMBED Equation.3  [image: image373.wmf]³

6; это неравенство тоже точное, как показывает пример куба. Если Г
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 EMBED Equation.3  [image: image377.wmf]³

12 ; точность этого неравенства показывает пример додекаэдра.
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   Неравенство, двойственное неравенству     3 Г
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 EMBED Equation.3  [image: image381.wmf]³

12, имеет вид: 3В
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 EMBED Equation.3  [image: image385.wmf]³

12.

Из этого неравенства получаю, в частности, что не существует выпуклого многогранника, у которого все вершины имели бы степень=6. Аналогично следующие утверждения можно сделать, проанализировав таблицу 1.

Таблица 1
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5.3.Комбинаторно правильный выпуклый многогранник
Выпуклый многогранник называется комбинаторно правильным, если все его грани имеют одинаковое число сторон(m) и все его грани имеют одинаковую степень (n). Таким образом, в этом определении не требуется, чтобы грани были равными правильными многоугольниками или чтобы многогранные углы были равны. Этим комбинаторно правильный многогранник отличается от метрически правильного. 
   Буду говорить, что (комбинаторно правильный)  многогранник имеет тип (m,n), если каждая его грань является m-угольником, а степень каждой вершины равна n.

  Докажу, что может существовать только пять различных типов комбинаторно правильных многогранников. Зная, что у правильного многогранника каждое из чисел m и  n может быть равным только 3, или 4, или 5. Из этих чисел можно устроить девять различных пар (m, n). Остаётся только проверить, какие из этих девяти пар могут фактически осуществляться.
   Итак, пусть имею правильный многогранник типа (m,n). Тогда Г=Г
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 и ввиду        2Р=3 Г
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2Р=mГ. Аналогично, В=В
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 и ввиду 2Р=3 В
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2Р=nВ. Решая систему уравнений  В-Р+Г=2,   2Р=mГ,   2Р=nВ относительно чисел В, Р,Г, получаю

                                       В=
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Так как эти числа положительны, то 

                                       2m +2n-mn ›
[image: image402.wmf]0, или

                                       (m-2)(n-2)‹ 4.

Теперь ясно, что из всех девяти пар чисел (m ,n) неравенству

(m-2)(n-2)‹ 4 удовлетворяют только следующие пять: (3,3),(4,3),(3,4),(5,3),(3,5). Комбинаторно правильные многогранники, соответствующие таким парам, действительно существуют, это- тетраэдр, гексаэдр(шестигранник), октаэдр(восьмигранник), додекаэдр(двенадцатигранник), икосаэдр(двадцатигранник). 
В таблице 1 приведены значения чисел m, n, В, Г,Р для этих многогранников.
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Глава VI Элементарные фигуры на сфере и их  эйлеровы 

                     характеристики
6.1. Выпуклый многоугольник на сфере
Пусть S – сфера. Большой окружностью на S называется линия пересечения сферы и плоскости, проходящей через её центр О.(рис а)).
Рисунок 1
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Большая окружность делит сферу на две полусферы; я буду предполагать, что сама она содержится в каждой из них. Выпуклым многоугольником на сфере называется пересечение конечного числа полусфер (рис. б)в)). Таким образом выпуклые многоугольники на сфере определяются также, как на плоскости, только роль прямых играют здесь большие окружности, а роль полуплоскостей – полусферы. 

   В отличие от плоскости, где треугольник является многоугольником с наименьшим числом сторон, на сфере имеются выпуклые многоугольники с числом сторон меньших трёх, - двуугольники. Двуугольники есть пересечение двух полусфер, у которых граничные большие окружности не совпадают .
                              Рисунок 2.
                                    [image: image404.jpg]



Большая окружность – тоже выпуклый многоугольник, так как она является пересечением двух (определяемых её) полусфер. Наконец, число выпуклых многоугольников на сфере входят пары точек – антиподов, т.е. пары точек, являющихся концами одного диаметра сферы. Действительно, пара антиподов есть пересечение двух больших окружностей и, следовательно, - пересечение четырёх полусфер.
  Выпуклый многоугольник на сфере называется строго выпуклым, если он не содержит ни одной пары антиподов; таковы, например, треугольник и 
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пятиугольник (рис.1) Наоборот, двуугольник – не строго выпуклый, так как содержит (единственную) пару антиподов – свои вершины. Выпуклый многоугольник называется вырожденным, если он лежит в большой окружности ( в частности, совпадает с ней).
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6.2. Элементарные фигуры на сфере
Элементарной фигурой на сфере называется объединение конечного числа строго выпуклых многоугольников возможно, вырожденных. Этот класс фигур обозначу через М(S). Как легко видеть, в класс М(S) входят все выпуклые многоугольники , а не только строго выпуклые. Важно отметить, что в этот класс входит и сама сфера S. Действительно, пусть
υ
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, υ
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, υ
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- вершины такого тетраэдра, вписанного в S, что центр сферы лежит внутри него. (рис.3.)
                                                                                       Рисунок3
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Рассмотрю на сфере 4 треугольника:
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Ясно, что все эти треугольники строго выпуклы.

            S=
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Пусть С – большая окружность сферы. Элементарной фигурой на окружности С называется объединение конечного числа дуг, длины которых меньше длины полуокружности. Такие дуги буду называть короткими. В частности, сама окружность представима в виде объединения трёх коротких дуг, из которых каждые две имеют по общему концу.
           С=
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  Пусть М(С) обозначает класс всех элементарных фигур на окружности. 

  Эйлерова характеристика на классах М(S) и М(С) определяется с помощью аксиом:

(α) эйлерова характеристика пустой фигуры равна 0.

                χ([image: image427.bmp])=0;
(β) для каждого (в том числе вырожденного) не пустого выпуклого многоугольника С

                 χ(С)=1;

(γ) для любых элементарных фигур А и В
                 χ(А
[image: image428.wmf]È

В)=  χ(А)+ χ(В)-  χ(А
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В).

Однако, в отличие от случая плоскости, аксиома (β) формулируется для каждого (в том числе вырожденного) непустого строго выпуклого многоугольника А на сфере S имею χ(А)=1.

   В частности, для каждой непустой короткой дуги В большой окружности С имею  χ(В)=1.

    Причина того, что равенство χ(А)=1 теперь должно выполняться только для строго выпуклых ( а не всех выпуклых) многоугольников, понятна: ведь в число выпуклых многоугольников входит, например, пара антиподов, а её эйлеровой характеристикой естественно считать число 2, но не 1.
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    Доказательство существования эйлеровой характеристики на классе М(С) проводится аналогично тому, как это было сделано для класса элементарных фигур на прямой, но с одним отличием. Именно, легко проверить, что всякая элементарная фигура М на окружности С либо равна объединению конечного числа дуг этой окружности, попарно не имеющих общих точек и называемых, компонентами фигуры М, либо совпадает с окружностью С. В первом случае χ(М) полагаю равной числу компонент фигуры М. Во втором случае я должна считать, что χ(М) =χ(С)=0, так как это равенство необходимо следует из аксиом эйлеровой характеристики, её единственности и представления С=
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Доказательство существования эйлеровой характеристики на классе М(S) проводится аналогично тому, как это было сделано для класса элементарных фигур на плоскости применением метода «вращающейся» большой окружности; однако здесь тоже имеются некоторые отличия
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- элементарная фигура класса М(S),т.е. объединение строго выпуклых многоугольников 
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 на сфере. Среди них могут быть вырожденные, т.е. короткие дуги или точки. Следует различать два случая: М=S и M
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  Во втором случае возьму пару точек – антиподов N
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, отличных от  всех вершин фигуры М. Назову точки N
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 «полюсами». Выберу большую окружность С
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 так, чтобы она проходила через полюсы, но не проходила через вершины фигуры М. Пусть, например, С
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 состоит из «Гринвичского меридиана» и «линии перемены дат». Пусть С – большая окружность, проходящая через полюсы и «вращающаяся», скажу с «запада» на «восток» от начального положения С
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 до конечного положения тоже С
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 (но так, что при этом «Гринвичский меридиан» и «линия перемены дат» поменяются местами).
Положу
 χ(М)= χ(М
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Здесь С
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 обозначает положение вращающейся окружности в тот момент, 
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когда она проходит через некоторую вершину υ
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 фигуры М, а С
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расположена чуть «западнее», чем С
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. Можно доказать, что фунция χ(М), определённая равенством
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, удовлетворяет аксиомам эйлеровой характеристики. При этом не обязательно требовать, чтобы в каждом своём положении окружность С встречала только одну вершину фигуры М.
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ГлаваVII ОПРЕДЕЛЕНИЕ КРИТИЧЕСКОЙ СИЛЫ ПО
                 ФОРМУЛЕ ЭЙЛЕРА

 
Для шарнирно закрепленного, центрально-сжатого стержня постоянного сечения (рис.1). I Формула Эйлера имеет вид:
[image: image494.jpg]



где Е - модуль продольной упругости материала стержня;

Jmin - минимальный момент инерции поперечного сечения стержня.

Для стержней с другими видами закрепления формулу Эйлера записывают в виде:
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где μl - приведенная длина стержня;

μ - коэффициент приведения длины.

Выражение "приведенная длина" означает, что в формуле Эйлера с помощью коэффициента  все случаи закрепления концов стержня можно привести к основному, шарнирному закреплению.

Коэффициент приведения длины μ иногда можно оценить по числу полуволн n, по которым выпучится стержень, теряя устойчивость, а именно, можно принять

μ=
[image: image496.wmf]n

1


На рис. 1. показаны наиболее часто встречающиеся на практике случаи закрепления концов стержня и соответствующие им значения коэффициента μ.
Рис.1.
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Формула Эйлера применима только о пределах выполнения закона Гука, когда критическое напряжение Óкр=Ркр/F не превышает предел пропорциональности материала стержня, так как эта формула была введена с помощью зависимости

1/p=M/EJ
в свое время полученной на основании закона Гука.

Применимость формулы Эйлера можно определить, оценив гибкость стержня и сравнив эту гибкость с ее предельным значением. Гибкость стержня равна

[image: image498.jpg]



где

 [image: image499.jpg]


 - минимальный радиус инерции (геометрическая характеристика сечения);

J
[image: image500.wmf]min

 - минимальный момент инерции площади сечения стержня.

Значение предельной гибкости  λ
[image: image501.wmf]пц

получается из условия

Óкр=Ó
[image: image502.wmf]пц


Предельная гибкость равна
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Так, для малоуглеродистой стали, если принять Е = 2x105 МПа,
Ó
[image: image504.wmf]пц

=200МПа, получается λ
[image: image505.wmf]пц

~100
Для повышения несущей способности конструкций в них стремятся использовать стержни возможно меньшей гибкости. Так что расчет реальных конструкций с гибкостью λ›200 практически маловероятен. Буду считать λ=200  

верхней границей значений гибкости реальных стержней.

Следовательно, формула Эйлера для определения критического значения сжимающей силы в виде

[image: image506.jpg]



применима в случае, если гибкость стержня находится в пределах 

λ
[image: image507.wmf]пред

‹λ‹200
(кривая СД на рис. 2)
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Рисунок 2.
[image: image508.jpg]



Для малоуглеродистой стали этот диапазон равен
100‹ λ‹200
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Практическое исследование отношения современных старшеклассников к личности Эйлера.
   Для того, чтобы узнать как старшеклассники относятся к личности Эйлера была проведена следующая работа:
1. Защита реферата по теме : «Эйлер – великий математик»;

2. Проведён письменный опрос учеников, по вопросам, касающимся личности Эйлера.

3.  Подведены  и проанализированы итоги опроса.

В опросе участвовало 20 человек, ознакомленных с материалом реферата «Эйлер – великий математик».

Им было предложено ответить на следующие вопросы:

1. Какое значение имеет научное наследие Эйлера?
2. В чём причина научной и творческой плодотворности Эйлера?
3. Можно ли представить математическое образование без открытий Эйлера?
Были получены такие результаты: 

Сначала хотелось бы процитировать ответы некоторых ребят на поставленные вопросы:

1 Вопрос.

 Вот один из ответов: « Научное наследие Эйлера, несомненно, играет большую роль в математической области. Именно благодаря трудам, усилиям Эйлера, в математике были открыты новые свойства геометрических фигур, введены геометрические понятия, которыми учащиеся пользуются и сейчас. Большой вклад в образование – бесспорное достижение Эйлера».
2 Вопрос
Ответ: «Я считаю, что причина научной и творческой плодотворности заключается в том, что Эйлер очень трудолюбив, отзывчив, честен. А  его большие математические способности, которые он развивал на протяжении всей жизни дали свой результат!»
3 Вопрос

Были получены следующие ответы:

«Конечно же, математическое образование нельзя представить без трудов Эйлера, ведь его открытия- часть математического мира, а каждому школьнику и абитуриенту нужны полные знания в любой науке, а особенно в математике!»
« Я не представляю математическую область без трудов Эйлера. Ведь не зная их, нельзя найти всем известную «эйлерову характеристику» для многогранников, для фигур на сфере , а также мы не узнаем что такое графы, ломаные, их свойства и многое другое. А без этих геометрических фигур и определений не сможем решить многие задачи. Научное достижение Эйлера является неотъемлемой частью математики!»
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Итоги опроса подведены и проанализированы в таблице 
	№ вопроса
	Число учеников, ответивших «да» (положительно)

%
	Число учеников, ответивших «нет» (отрицательно)

%

	1
	                  95 %
	           5%

	2
	                  63%
	           37%

	3
	                   2%
	           98%


Итого(средний )%:       53,3%                                         46,7%
  Из результатов проведённого опроса можно сделать следующий вывод:

Несомненно Эйлер как учёный и как личность достоин восхищения. Ведь благодаря его самоотверженности, его трудолюбию, любви к математической науке выведено множество формул, введено много новых понятий, которые, конечно, большую роль играют в математике!
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