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Введение            

     Трудно найти человека, у которого имя Пифагора не ассоциировалось бы с его теоремой. Пожалуй, даже те, кто в своей жизни навсегда распрощались с математикой, сохраняют воспоминания о «Пифагоровых штанах». Пифагор - это древнегреческий философ и математик, родившийся около 570– около 500г.г до нашей эры.   

     Письменных документов о Пифагоре не осталось и трудно восстановить подлинную  картину его жизни и достижений. 

   Он много путешествовал по странам Востока: был  в Египте и Вавилоне. Там он познакомился с восточной математикой. Известно, что Пифагор покинул свой родной остров Самос в Эгейском море у берегов Малой Азии в знак протеста против тирании правителя и уже в зрелом возрасте появился в греческом городе Кротоне на юге Италии. Пифагор и его последователи – пифагорейцы – образовали тайный союз, игравший немалую роль в жизни греческих колоний в Италии. Но Пифагору пришлось переселиться  в Метапонт, где он и умер. Позднее, во второй половине 5 века до н. э., его орден был разгромлен. 

        На учение Пифагора большое влияние оказала философия и религия Востока. 

    В последующие столетия фигура самого Пифагора была окружена множеством легенд: его считали перевоплощенным богом Аполлоном, полагали, что у него было золотое бедро, и он был способен преподавать в одно и то же время в двух местах. Отцы ране христианской церкви отвели Пифагору почетное место между Моисеем и Платоном. Еще в 16 веке были нередки ссылки на авторитет Пифагора в вопросах не только науки, но и магии. 

     Следует заметить, что Пифагор считал Землю шаром, движущимся вокруг солнца. Когда в 16 веке церковь начала ожесточенно преследовать учение Коперника, это учение упорно именовалось - пифагорейским.

    Пифагору приписывается высказывание: «Все есть число». 

К числам он хотел свести весь мир, и математику в частности.  Естественно, что геометрия у Пифагора была подчинена арифметике. Это ярко проявилось в теореме, носящей его имя и ставшей в дальнейшем основой применения численных методов геометрии. 

   Пифагору приписывают систематическое введение доказательств в геометрию, создание планиметрии прямолинейных фигур, учение о подобии.               

   С именем Пифагора связывают учение об арифметических, геометрических и гармонических пропорциях  

   Математика – одна из составных частей религии пифагорейцев, которые учили, что Бог положил число в основу мирового порядка.

    Пифагорейцы верили, что в числовых закономерностях спрятана тайна мира. Мир чисел жил для пифагорейца особой жизнью, числа имели свой особенный жизненный смысл. Числа, равные сумме своих делителей, воспринимались как совершенные (6, 28, 496, 8128); дружественными называли пары чисел, из которых каждое равнялось сумме делителей другого (например, 220 и 284). Пифагор  впервые разделил числа на четные и нечетные, простые и составные,  ввел понятие фигурного числа. В его школе были подробно рассмотрены Пифагоровы тройки натуральных чисел, у которых квадрат одного равнялся сумме квадратов двух других (великая теорема Ферма). 
      О теореме Пифагора написано огромное количество научной литературы. В учебнике курса геометрии 8 класса дается формулировка и одно из доказательств. По теореме, обратной теореме Пифагора, треугольник со сторонами 3,4,5 является прямоугольным, так как 52=32+42. Прямоугольными являются также треугольники со сторонами: 5,12,13;  7,24,25. Прямоугольные треугольники, у которых длины сторон выражаются целыми числами, называются Пифагоровыми треугольниками. А числа: 3,4,5 – Пифагоровыми тройками.

      Теорема, обратная теореме Пифагора, освещена в школьном курсе недостаточно.  Поэтому тему исследования «Пифагоровы тройки» считаю на сегодняшний день актуальной.   
    Основная цель в работе состояла в том, чтобы рассмотреть несколько различных получаемых Пифагоровых троек. 

    Объектом исследования является теорема, обратная теореме Пифагора. 

    Предмет исследования: Пифагоровы тройки.

Задачи:

-  Рассмотреть несколько различных получаемых Пифагоровых 
    троек;

-  Исследовать  тройки взаимно простых Пифагоровых чисел; 

-  Вывести  формулы для получения Пифагоровых троек;

    -  Выявить особенности Пифагоровых чисел.
   Основные методы,  использованные в работе, - систематизация и обработка данных, исследования и доказательства.
1. Пифагоровы числа – целочисленный множитель.
      Множество целых чисел a, b, c, удовлетворяющих соотношению: a2 + b2 = c2, называется Пифагоровыми числами. 

   Если возьмем Пифагорову тройку a, b, c, то все Пифагоровы тройки можно получить умножением на целочисленный множитель p, т.е. получим: pa, pb, pc. Мы легко увидим, что Пифагоровы тройки могут быть кратными 3, 4, 5 и т.д. если наш целочисленный множитель р будет равен 3, 4, 5, соответственно.
   Таким образом, если Пифагоровы числа имеют общий множитель, то на этот общий множитель можно их все сократить, и снова получится тройка Пифагоровых чисел.

   2. Тройки взаимно простых Пифагоровых чисел. 
    2.1. Исследование троек взаимно простых Пифагоровых чисел.

    Пусть один из катетов четный, а другой – нечетный. Допустим: если оба катета четны, то четным будет число a2 + b2, а значит и гипотенуза. Но этого не может быть, т.к. 3 четных числа имеют общий множитель, а мы рассматриваем тройку, где   a, b, c  - не имеют общих множителей. 
      Пусть оба катета нечетные, а гипотенуза – четная. Этого не может быть: если катеты имеют вид (2x + 1) и  (2y + 1), то сумма их квадратов равна: 4x2+4x+1+4y2+4y+1=4(x2+x+y2+y)+2, т.е. представляет собой число,  которое при делении на 4 дает в остатке 2,  а квадрат всякого четного числа должен делиться на 4 без остатка.  Значит, сумма квадратов двух нечетных чисел не может быть квадратом четного числа. Иначе говоря,  наши 3 числа не Пифагоровы. 
     Вывод: если  a, b, с пифагоровы тройки, где а,в – катеты, то один из катетов обязательно четен, а другой и гипотенуза - нечетны.

  2.2. Формулы Пифагоровых троек.

   Предположим, для определенности, что нечетным является катет a, а четным – b. Из равенства a2+b2 =c2 мы легко получаем: 
a2=c2-b2=(c+b)(c-b). Множители (c+b) и (c-b), стоящие с правой части, взаимно просты. Действительно, если бы эти числа имели общий простой множитель (отличный от 1), то на этот множитель делилась бы и сумма: (c+b)+(c-b)=2c
     и разность: (c+b)-(c-b)=2b 
     и произведение: (c+b)(c-b)=a2, т.е. числа 2c, 2b и a2 имели бы общего  множителя.

    Так как  a – нечетно, то этот множитель отличен от 2, и потому этот же общий множитель имеют числа a, b, c. Полученное противоречие показывает, что(c+b) и (c-b) – взаимно просты. Т.к. (с+в) и (с-в) взаимно простые, то они не имеют общих простых делителей. Пусть   

 с+в=р1к…рsк,     

 с-в=q1L ….qLt. 
Тогда        а2=(с+в)(с-в)=р1к…рsкq1 L…qtL.    Как известно, в разложении полного квадрата на простые множители каждый множитель встречается четное число раз. Следовательно,

 к1, …кs,L1…,Lt – четные числа. 
Значит, (с+в), (с-в) являются точными квадратами. 
  Получаем систему:     
 c+b=m2
 c-b=n2, решив систему, получаем: c=m2+n2
                                                                           2                                                                                            

                                                                                  ;

                                                      b=m2-n2
                                                             2                                            

                                                                      ;
                                                        a=mn . 
Этот результат позволяет из любой пары взаимно простых чисел сформировать Пифагорову тройку.

3. Особенности Пифагоровых троек.
     Рассмотрим Пифагоровы тройки, известные еще в 
древности: 3, 4 и 5, подчиняющиеся закону: a2+b2=c2.  

   Запишем последовательность Пифагоровых чисел при условии, что m > n, где m и n – взаимно простые числа. 
Получаем:
	 №
	     m
	      n
	       a2+b2=c2
	      c-b
	     c+b

	  1.
	     3
	      1
	 32+42=52
	        1
	        9

	  2.
	     5
	      1
	          52+122=132
	        1
	       25

	  3.
	     7
	      1
	          72+242=252
	        1
	       49

	  4.
	     9
	      1
	          92+402=412
	        1
	       81

	  5.
	    11
	      1
	          112+602=612
	        1
	      121

	  6.
	    13
	      1
	          132+842=852
	        1
	      169

	  7.
	    15
	      1      
	          152+82=172
	        9
	       25

	  8.
	     7
	      3
	          212+202=292
	        9
	       49

	  9.
	     7
	      5
	          352+122=372
	       25
	       49

	 10.
	    11
	      3
	          332+562=652
	        9
	      121

	 11.
	    13
	      3
	          392+802=892
	        9
	      169

	 12.
	     9
	      5
	          452+282=532
	       25
	       81

	 13.
	    11
	      5
	          552+482=732
	       25
	      121

	 14.
	    13
	      5
	          652+722=972
	       25
	      169

	 15.
	     9
	      7
	          632+162=652
	       49
	       81

	 16.
	    11
	      7
	 772+362=852         
	       49
	      121


    Выдвинем гипотезу: «Все Пифагоровы тройки образуют арифметическую прогрессию». Рассмотрим Пифагорову тройку: 3, 4, 5. Действительно, числа 3, 4, 5 образуют арифметическую прогрессию, здесь d(знаменатель)=1. Возьмем следующую Пифагорову тройку: 5, 12, 13, но она не образует арифметическую прогрессию. 
    Выдвинем следующее утверждение: «Пифагоровы тройки образуют арифметическую прогрессию бесконечное множество», в действительности, если 3;4;5  – Пифагорова тройка, тогда 
(к3)2 +(к4)2 =(к5)2  также образуют арифметическую прогрессию и т.д..  

            Заметим, пусть n=1, m- каждое последующее нечетное число 
   Мы видим, что числа a,  у всех получаемых Пифагоровых троек,  образуют арифметическую прогрессию, где d=2, m=a, и у всех Пифагоровых троек c-b=1=n
	 №
	   m = а
	      n
	          a2+b2=c2
	   c-b=n
	     c+b

	  1.
	     3
	      1
	          32+42=52
	        1
	        9

	  2.
	     5
	      1
	          52+122=132
	        1
	       25

	  3.
	     7
	      1
	          72+242=252
	        1
	       49

	  4.
	     9
	      1
	          92+402=412
	        1
	       81

	  5.
	    11
	      1
	          112+602=612
	        1
	      121

	  6.
	    13
	      1
	          132+842=852
	        1
	      169


Заключение
 Особенности Пифагоровых чисел: 
- один из катетов должен быть кратным 3, 
- один из катетов должен быть кратным 4, 
- одно из Пифагоровых чисел должно быть кратно 5.

Итак, рассматриваемые пифагоровы числа имеют вид:  
c=m2+n2
         2                                                                                                                                                 

             ;

                                                                                                 b=m2-n2
       2                                                                                                 
               ;

a=mn ,  

      где m и n – некоторые взаимно простые нечетные числа. 

      Вот несколько троек Пифагоровых чисел, получаемых при различных  m и n :

При m=3,   n=1     32+42=52                 
При m=5,   n=1     52+122=132                       

При m=7,   n=1     72+242=252

При m=9,   n=1     92+402=412
При m=11, n=1     112+602=612

При m=13, n=1     132+842=852
При m=5,   n=3     152+82=172

При m=7,   n=3     212+202=292
При m=11, n=3     332+562=652

При m=13, n=3     392+802=892
При m=7,   n=5     352+122=372

При m=9,   n=5     452+282=532
При m=11, n=5     552+482=732
При m=13, n=5     652+722=972
При m=9,   n=7     632+162=652
При m=11, n=7     772+362=852
  Все остальные тройки пифагоровых чисел или имеют общие множители, или содержат числа больше ста.

    Практическое применение работы состоит в том, что приведенные доказательства и выведенные формулы можно использовать в ходе решения геометрических и алгебраических задач, а также использовать в методике преподавания алгебры и геометрии в школах, лицеях, гимназиях. 

   Так как для меня остался не до конца  освоенным вопрос: «Сколько существует Пифагоровых троек, отличных от (к3)2+(к4)2=(к5)2, которые могут образовать арифметическую прогрессию», в дальнейшем буду продолжать исследование данной темы.
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Приложение

Предполагаемый бюст Пифагора. Найден при раскопках 

Геркуланума близ Помпей.

Бронзовая копия с греческого оригинала. IV в. До н.э.
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Звездчатый пятиугольник, - пифагорейский символ здравия

и тайный опознавательный знак.
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Пифагор со своими учениками. 

Иллюстрация из книги Франкино Гафурио «Теория музыки». Милан. 1492. 

Гравюры изображают акустические опыты Пифагора и Филолая 

на сосудах, струнах и трубках, находящихся в отношениях 4:6:8:9:12:16
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