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[image: image164.wmf]2

9

10

x

a

-

=


Автор:

Лисняк Анастасия,

обучающаяся 11Б класса

МОУ «СОШ №2»

Руководитель, рецензент:

Болгова Л. Ф.,

учитель математики
Колпашево
 2009
СОДЕРЖАНИЕ.

1. Введение.

2. Проблема.

3. Практическое решение данной проблемы.

4. Заключение.

5. Литература.

                                            « Но когда эти науки (алгебра и геометрия)   

                                              объединились, они  энергично поддержали   

                                             друг  друга и быстро зашагали к совершенству».

                                                                                                             Ж.А.Лагранж

I. ВВЕДЕНИЕ.

Изучение многих физических процессов и геометрических закономерностей приводит к решению уравнений и неравенств, содержащих параметр.  Задачи с параметрами практически не представлены в школьном курсе математики. Между тем они часто встречались на вступительных экзаменах в вузы, причем не только на математические специальности, но и на гуманитарные, а в настоящее время становятся  неотъемлемой частью  всех вариантов ЕГЭ.  Иногда для решения задач с параметрами не требуется обладать знаниями, выходящими за рамки школьной программы. Однако непривычность формулировки обычно ставит в тупик учащихся, не имеющих опыта решения подобных задач.

Знакомство с параметрами полезно не только для поступления в вуз, но и само по себе. Ведь задача с параметром предполагает не только умение производить  какие-то выкладки по заученным правилам, но также и понимание цели выполняемых действий.  Для успешного решения таких задач необходимо рассматривать различные случаи (и понимать, какие именно случаи нужно рассмотреть), что приучает к внимательности и аккуратности. Даже при записи ответа нужно быть крайне сосредоточенным, чтобы не упустить ни одной из частей его, полученных в ходе решения. Подчас задачи с параметрами требуют довольно тонких логических рассуждений.

II. ПРОБЛЕМА.

При решении задач с параметрами наряду с аналитическими методами достаточно эффективно применяется метод аналитической геометрии – координатный метод Декарта.

Проблема моего исследования:  исследование возможности применения  координатного метода, как более рационального,  при решении  задач с параметрами, т.к. математики всегда стремились к красивым и, по возможности, более простым и кратким решениям.

Предметом исследования являются классы неравенств и систем уравнений и неравенств, содержащих параметры, и методы их решения.

При подготовке к данной работе я изучила дополнительную литературу, провела анализ и синтез найденной информации, создала банк заданий по теме и попыталась разработать алгоритм решения соответствующих заданий. 

Для успешного исследования многих задач повышенной трудности (а к ним относятся задачи с параметрами) нужно уметь строить не только графики функции, но и изображать на плоскости множества точек, координаты которых удовлетворяют заданным уравнениям, неравенствам или их системам. Эффективно строить на координатной плоскости такие множества позволяет «метод областей», который является одним из частных случаев координатного метода.

Идея  «метода областей» заключается в том, что решение задачи в исходной области сводится к решению ее или совокупности более простых задач в каждой из областей, их которых составляется исходная область.

Применение «метода областей» при решении неравенств с параметрами во многом аналогично применению метода «интервалов» для решения неравенств с одной переменной. 

Рассмотрим неравенство 




Р (х, а) > 0 (Р (х, а) < 0),

где Р (х, а) – многочлен, аргументами которого являются переменная х и параметр а.

Пусть уравнение 




Р (х, а) = 0

определяет  некоторые линии на координатной плоскости.

Разобьем этими линиями координатную плоскость на конечное число п «областей», ограниченных линиями Р = 0.

В каждой из полученных областей многочлен Р (х, а) отличен от нуля, так как точки, в которых  Р (х, а) = 0 принадлежат границе этих «областей».

Справедлива теорема: В каждой из областей, на которые линии Р = 0  делят координатную плоскость, многочлен Р (х, а) либо положителен, либо отрицателен.

Таким образом, решение неравенства – множество всех пар чисел (х, а), при которых неравенство выполняется, образует совокупность (объединение) тех областей, в которых значение многочлена Р (х, а) положительно (отрицательно).

Часто при решении заданий с параметрами решение аналитическим способом является очень длинным и не всегда рациональным, тогда как решение этого задания «методом областей» значительно упрощает «выкладки» и дает возможность наглядно увидеть его решение.

III. ПРАКТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ ДАННОЙ  ПРОБЛЕМЫ.
Пример 1

Для каждого значения параметра, а решить неравенство
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Решение. На координатно-параметрической плоскости хОа  множества точек, значения координаты и параметра которых удовлетворяют рассматриваемому неравенству, представляет собой области II и IV.
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Ответ. Если а < -2, то а ≤  х < -2;

              если а = -2, то х 
[image: image3.wmf]Î

 ø;

              если а > -2, то -2 < х ≤ а.

Пример 2

Найти все значения а, при которых неравенство
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выполняется для всех х из промежутка 2 ≤ х ≤ 3.

Решение. Найдем решение неравенства
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                                                                         (1)

На КП-плоскости числитель обращается в нуль на прямой х = 3а + 1, а знаменатель - на прямой х = 2– 2а. Эти прямые разбивают КП-плоскость на четыре частичные области 

I–IV.
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В каждой из частичных областей выражение F(x, a) с двумя переменными сохраняет знак и меняет его при переходе через границы этих областей. Чтобы установить знак F(x, a) в какой-либо из областей I-IV, достаточно взять любую точку из этой области.

Например, при х = 2, а = 1 F(2, 1) > 0. Следовательно, всюду в I области 
F(x, a) > 0.

Аналогично, определяя знак выражения F(x, a) в других областях, получим, что неравенство выполняется в I и III областях, причем граница х = 3а + 1 является его решением, а граница х = 2– 2а  не принадлежит множеству решений рассматриваемого неравенства (на КП-плоскости это множество заштриховано).

Пересечение данного множества с множеством точек, удовлетворяющих неравенству 

2 ≤ х ≤ 3, (полосой) дает решение неравенства (1) на промежутке

                                                     2 ≤ х ≤ 3                                                             (2)

Следовательно, неравенство (1) выполняется сразу для всех х из промежутка (2) при  а < –
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Ответ. а < –
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Пример 3

Найти все значения  параметра а, при которых неравенство

                (х –3а) (х–а–3) < 0                                                                                 (1)

выполняется при всех х, таких, что

                      1 ≤ х ≤ 3                                                                                            (2)   
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Решение. На КП-плоскости хОа множество точек (х; а), значения координаты и параметра каждой из которых удовлетворяют неравенству (1), состоит из областей I и III, ограниченных прямыми х = 3а  и х = а + 3 (на рисунке эти области заштрихованы). Искомыми будут значения параметра 
0 < а <
[image: image12.wmf]3
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, при которых все точки из этих областей (области III) имеют координаты, удовлетворяющие условию (2).

Ответ. 0 < а < 
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Пример 4

Найти все значения параметра а, при которых в множестве решений неравенства 
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нельзя расположить 2 отрезка длиной 2 и длиной 5, которые не имеют общих точек.

Решение. Решим неравенство 
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Перенесем все числа в левую часть и приведем к общему знаменателю 
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Разложим числитель на множители, используя метод группировки
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Полученная дробь должна быть больше нуля, а это возможно, когда и числитель, и знаменатель имеют одинаковые знаки. Это же правило справедливо и для произведений. Поэтому для удобства перенесем х из знаменателя в числитель и вместо дроби получим произведение
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Каждый множитель приравняем к нулю
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Построим графики функций 

Ответ. 
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Пример 5
Найти все значения параметра а, при которых любое решение неравенства 
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по модулю не превосходит 2.

Решение.
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Используя метод группировки, разложим многочлен на множители
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Каждый множитель приравняем к нулю
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Построим графики функций
	х
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Ответ. 
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Пример 6

Найти все значения параметра а, при которых существует хотя бы одно решение системы
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Решение.

Рассмотрим первое неравенство
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Каждый множитель приравняем к нулю
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Построим графики функций
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Рассмотрим равенство
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Графиком данной будет являться парабола с вершиной в точке
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, ветви направлены вниз, т.к. коэффициент при х отрицательный. Построим этот график.

Теперь найдем точки пересечения графиков. Для этого решим системы уравнений:

1) для нахождения точки пересечения графиков 
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2) для нахождения точки пересечения графиков 
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Ответ. 
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Пример 7

Найти все значения параметра а, при которых существует хотя бы одно решение системы
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Решение.

Решим квадратное уравнение 
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Каждый множитель приравняем к нулю
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Построим графики полученных функций

[image: image168.wmf]2

x

a

=

[image: image169.wmf]2

t

a

-

=

[image: image170.png]Konuuecrso
1,800

1,600
1,400
1,200
1,000
a0
a0
a0

20

0
Wokr 29okr 1 HoR

— Aunexc
— Rambler
— Google

—— Search.Mail.ru
—— Aport

4hon

7 wos

10H0s 13H0R 16 HOR 19 HOR 22 HOR 25 HOR



[image: image171.jpg]Ratng 6]

[ — I i -

. i s e e, g TR
e e



[image: image172.png]


[image: image77.png]



Найдем координаты точек A, B, C, D (точки пересечения графиков функций)

Для этого решим системы уравнений
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 Координаты точек пересечения графиков:
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Ответ. 
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Пример 8
Найти все значения параметра а, при каждом из которых множество решений неравенства 
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не содержит ни одного решения неравенства 
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Решение.

Рассмотрим неравенство 
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Приравняем каждую скобку (множитель) к нулю.
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Строим графики данных функций
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Решим неравенство 
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Ответ. 
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Пример 9
При каких значениях параметра а неравенство  
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 выполняется
А) для всех  значений х из отрезка 
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Б) хотя бы для одного значения х из интервала 
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Решение.

Рассмотрим неравенство 
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Перенесем все числа в левую часть 
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Вынесем общий множитель за скобки
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Далее
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Вновь выносим общий множитель за скобки 
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Приравниваем каждый из множителей к нулю
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Строим графики
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Ответ. 
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Пример 10
Найти все значения параметра а, при которых множество решений неравенства 
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содержит все неотрицательные решения неравенства 
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Решение.

Решим неравенство 
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Неотрицательное решение, удовлетворяющее условие 
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Решим неравенство
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Раскроем знак модуля. Рассмотрим два случая

1) 
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Построим графики
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Ответ. 
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Пример 11
При каких значениях параметра а неравенство 
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Решение.
Решим неравенство
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Введем новую переменную 
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Построим графики функций
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Ответ. 
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Пример 12

Найти все значения параметра р, при которых область определения функции 
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Решение. 
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Решим неравенство 
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Решим неравенство 
[image: image155.wmf]0

5

3

3

2

³

+

+

-

-

x

p

x

px

x



[image: image156.wmf]0

5

)

3

(

)

3

(

³

+

-

-

-

x

x

p

x

x



[image: image157.wmf]0

5

)

)(

3

(

³

+

-

-

x

p

x

x



[image: image158.wmf]3

=

x

           
[image: image159.wmf]p

x

=

         
[image: image160.wmf]5

-

=

x


Построим графики функций
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Ответ. 
[image: image162.wmf]1

-

=

p


IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ.

Таким образом, при решении  неравенств «методом областей» необходимо:

· разложить данное неравенство на множители;

· найти и построить уравнения заданных функций, разбивающих координатную плоскость на «частичные области»;

· определить знак неравенства в каждой из получившихся областей;

· ответить на заданный вопрос.

Считаю, что данный метод является оригинальным и эффективным при решении неравенств с параметрами, которые, как было отмечено выше, являются для большинства обучающихся задачами повышенной трудности и требуют глубокого знания школьного курса математики и высокой логической культуры.
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