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Постановка задачи
.

Рассмотрим следующую задачу: «Пусть у нас есть клетчатое прямоугольное панно размера n(m. В каждой клетке есть лампочка и переключатель. Изначально какие-то лампочки горят, какие-то нет. При нажатии на переключатель меняют состояние (горевшие гаснут, не горевшие загораются) следующие лампочки: лампочка в клетке с переключателем и все соседние с ней лампочки (соседними называются лампочки, расположенные в клетках с общей вершиной). Спрашивается: при каких размерах панно можно погасить все лампочки при любом изначальном состоянии панно?»

Обозначения и план решения

Введем следующие обозначения: превратим панно n(m в матрицу  таких же размеров.    Заполним матрицу 0 и 1;  1, если лампочка в соответствующей  клетке горит, и 0, если не горит. Тогда любое начальное состояние панно описывается матрицей размера n(m над Z2 (Т.е. элементы матрицы являются нулями или единицами).
Нажатие на выключатель в клетке (i, j), т.е. расположенной в i-й строке и j-м столбце, описывается прибавлением матрицы Ai,j, вида: 1 в клетке (i, j) и соседних с ней, остальные клетки заполнены нулями. 
                                         j столбец           

Ai,j= 
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         i строка         
Таким образом, в нашем распоряжении имеется некоторая система матриц {Ai,j} размера n(m над Z2. Если мы можем погасить любое состояние панно, то эта система является базисом, и наоборот, если есть какие-то состояния, которые погасить нельзя, то она линейно зависима. 

  Рассмотрим {Bi,j} — стандартный базис пространства  матриц размера n(m, то есть матрицы следующего вида — в клетке (i, j) стоит единица, а в остальных клетках — нули.
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Например,  если n=m=4, то B3,2= 
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В этом базисе n(m элементов. Заметим, что в нашей системе матриц {Ai,j} (переключателей) также n(m элементов. 

План доказательства

Будем вести доказательство того, что Ai,j базис конструктивным путем. Просто построим некоторый алгоритм ,применяя который, можно выразить любую Bi,j как линейную комбинацию (ЛК) матриц  Ai,j. А для того, чтобы доказать, что {Ai,j} не базис, докажем, что размерность линейной оболочки матриц {Ai,j} меньше размерности пространства всех состояний панно. Для этого покажем, что сумма некоторых Ai,j равна 0, из чего следует, что система  {Ai,j} не может быть базисом. 

Разделим задачу на 3 случая:
1) n(m =(3a+2) ( b ({Ai,j}  – не базис ) ; 
2) n(m=3a ( 3b и  n(m=(3a+1) ( (3b+1) ({Ai,j}  –  базис ) 

3) n(m= (3a+1) ( 3b  ({Ai,j}  – базис ) ;

Решение
1) n x m=b x (3a+2)  

В этом случае  система {Ai,j}линейно зависима.

Пример:  
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[image: image5]
Здесь и далее будем рисовать кружок в клетке, если  мы прибавили матрицу из, соответствующую этой клетке. Тогда в клетке стоит 0 тогда и только тогда, когда квадрат 3 ( 3 с центром в этой клетке содержит четное кол-во кружков. На рисунке синие кружки — это A3i+1,1  и A3i+2,1, и , как нетрудно проверить, в каждой клетке будет стоять 0. Получается, что размерность Линейной оболочки, натянутой на {Ai,j} меньше, чем размерность пространства всех матриц размера  n(m  над  Z2
2) n x m=3a x 3b и  n x m=(3a+1) x (3b+1)

         Здесь в обоих случаях система матриц — базис.

Доказательство в обоих случаях будем вести одновременно.
План доказательства таков: сначала научимся гасить угловые клетки, затем клетки , лежащие на стороне (по индукции), а потом и все внутренние клетки  (по редукции).
Сначала докажем, что в обоих случаях можно получить матрицы 
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  Возьмем и просуммируем все Ai,j такие, что i и j не дают в остатке 1 при делении на 3.  В результате в клетке, закрашенной зеленым, будет стоять 1, а в остальных клетках – нули. Т.е. мы получим  B1,1.


[image: image7]
А здесь просуммируем все Ai,j такие, что  i и j не дают при делении на 3 остаток 2. 
В результате получим B11 

  Теперь по индукции докажем, что можно получить любую матрицу вида 
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  (i, j произвольные) . 

База: можно получить матрицу для любой клетки, граничащей по стороне с угловой. 

[image: image9]
Возьмем матрицы, дающие в сумме B1,1, а потом прибавим к ним элементы из 1-го столбца, строчные координаты которых не дают 1 в остатке при делении на 3. В результате получим B1,2. И так можно поступить с каждой клеткой, соседней с угловой.

[image: image10]
Возьмем  и просуммируем те же матрицы, что были на рисунке 1, кроме матриц из 1-го столбца. В результате получим B1,2. И так можно поступить с каждой соседней с угловой клеткой.
Шаг: Пусть нам надо получить, к примеру, B1,i , а для всех k<i B1,k  мы получить можем.


Если мы возьмем ЛК матриц, показанных на рисунках 6 и 7, то в оранжевых и розовых клетках будут стоять единицы. Но оранжевые клетки мы уже заполнять единицей умеем, следовательно, заполним единицей и розовую. 
А теперь разберемся с внутренними клетками:

[image: image11]
Для клеток, выделенных зеленым, мы выразили Bi,j через Ai,j. Посмотрим на прямоугольник без зеленых клеток. Он имеет размеры (3k+1) ( (3l+1). Соответственно, для него мы можем выразить Bi,j, соответствующие красным клеткам. Но при этом часть зелёных клеток может заполниться единицами. Однако мы сможем их обнулить по отдельности (прибавив соответствующие Bi,j в те места, где стоят единицы). Таким образом, мы получим Bi,j через Ai,j и для красных клеток. Далее рассмотрим прямоугольник без красных и зеленых клеток. Он имеет размер 3a x 3b. Тогда для голубых клеток мы получим Bi,j. И так продолжаем до тех пор, пока не останется прямоугольник  размера 1 ( (3p+1). Ну а в нем все клетки крайние. Таким образом, получаем, что любую Bi,j можно представить как ЛК Ai,j.
3) n x m= (3a+1) x 3b
Будем поступать здесь так же, как и в предыдущем случае. Сначала выразим матрицы {Bi,j} для угловых клеток. Потом перейдем на клетки на стороне (в первом и последнем столбцах). А потом разберемся с внутренними.
А) угловая клетка 

[image: image12]
Если мы сложим матрицы Ai,j, строчная координата которых не дает 1 по модулю 3, а столбцовая — 2, то мы получим единицу в зеленой клетке.
Б) клетки первого (аналогично последнего) столбца. Опять же докажем по индукции


[image: image13]
База: просуммируем те же матрицы, что и на рис. 9, кроме матриц 1-й строчки. 
Получим B2,1.
Шаг: пусть нам надо получить матрицу Bi,1, а для всех k<i Bk,1 мы получить можем


[image: image14]
Пусть нам надо получить Bi,1. Тогда мы прибавим матрицы из (i-1)-й строчки такие, что их столбцовая координата не дает в остатке 1 при делении на 3. 
В результате получим Bi-2,1+Bi-1,1+Bi,1. По предположению индукции Bi-2,1 и Bi-1,1 мы получить можем => сможем получить и Bi,1 (просто прибавив к нашей сумме Bi-2,1 и Bi-1,1)
А теперь покажем, что мы можем получить любую Bi,j.
 
[image: image15]
Для всех зеленых клеток (первого и последнего столбцов) мы Bi,j получить можем. Прямоугольник без зеленых клеток имеет размер 3a+1 ( 3b+1. И поэтому в нем мы можем построить любую Bi,j. При этом  в зеленых клетках могут появиться единицы. Но их мы сможем убрать матрицами  Bi,1.
Заключение.
Мы можем погасить любое изначальное состояние панно размера n x m тогда и только тогда, когда ни n, ни m не дают при делении на 3 остаток 2.
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� Идея задачи родилась из задачи №665 в журнале «Квант» №1 за 1981 год, где также имелось панно (квадратное) и лампочки гасились (все из одной строки или из одного столбца). В 90-ые годы мне также попалась олимпиадная задача, где нужно было погасить панно 7(7 с данной конфигурацией горящих лампочек. Естественно, возникла мысль обобщить эту ситуацию. Прим. Я.И.
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