	
[image: image14.jpg]



Администрация Мытищинского муниципального района

Московской области

Муниципальное общеобразовательное учреждение – гимназия № 17



	
	
	

	РЕФЕРАТ

Евклидова геометрия. История. Систематика.

	
	
	Учитель: 

Ольга Владимировна  Воронина

Автор работы: 

Патанин 6 класс


Геометрия (от греч. γη — Земля и μετρεω — мера, измерение) — раздел математики, изучающий пространственные отношения и их обобщения.

Геометрию я стал изучать совсем недавно, но эта наука увлекла и захватила меня. В геометрических задачах присутствуют одновременно и математическая рациональность, и простота, граничащая с гениальностью, и некая музыкальность.    

В геометрии можно условно выделить следующие разделы:

Классическая геометрия — геометрия точек, прямых и плоскостей, а также фигур на плоскости и тел в пространстве. Включает в себя планиметрию и стереометрию. 

История
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Муза геометрии, Лувр

Традиционно считается, что родоначальниками геометрии являются древние греки, перенявшие у египтян ремесло землемерия и измерения объёмов тел и превратившие его в науку. Превращение это произошло путём абстрагирования от всяких свойств тел, кроме взаимного положения и величины. Наукой геометрия стала, когда от набора рецептов перешли к установлению общих закономерностей. Греки составили первые систематические и доказательные труды по геометрии. Центральное место среди них занимают составленные около 300 до н. э. «Начала» Евклида. Этот труд и поныне остаётся образцовым изложением в духе аксиоматического метода: все положения выводятся логическим путём из небольшого числа явно указанных и не доказываемых предположений — аксиом. Геометрия греков, называемая сегодня евклидовой, или элементарной, занималась изучением простейших форм: прямых, плоскостей, отрезков, правильных многоугольников и многогранников, конических сечений, а также шаров, цилиндров, призм, пирамид и конусов. Вычислялись их площади и объёмы. Преобразования в основном ограничивались подобием.
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Женщина обучает детей геометрии. 

Иллюстрация из парижской рукописи Евклидовых «Начал», начало XIV века.

Евклидова геометрия

Евклидова геометрия (или элементарная геометрия) — геометрическая теория, основанная на системе аксиом, впервые изложенной в «Началах» Евклида (III век до н. э.).

Основные сведения

Элементарная геометрия — геометрия, определяемая в основном группой перемещений (изометрий) и группой подобия. Однако содержание элементарной геометрии не исчерпывается указанными преобразованиями. Так к элементарной геометрии также относят преобразование инверсии, вопросы сферической геометрии, элементы геометрических построений, теорию измерения геометрических величин и другие вопросы.

Элементарную геометрию часто называют евклидовой геометрией, так как первоначальное и систематическое её изложение, хотя и не достаточно строгое было в Началах Евклида. Первая строгая аксиоматика элементарной геометрии была дана Гильбертом. Элементарная геометрия изучается в средней общеобразовательной школе.

Аксиоматика

Проблема полной аксиоматизации элементарной геометрии — одна из проблем геометрии, возникшая в Древней Греции в связи с критикой этой первой попытки построить полную систему аксиом так, чтобы все утверждения евклидовой геометрии следовали из этих аксиом чисто логическим выводом без наглядности чертежей.

В «Началах» Евклида, была дана следующая аксиоматика

1. От всякой точки до всякой точки можно провести прямую. 

2. Ограниченную прямую можно непрерывно продолжать по прямой. 

3. Из всякого центра всяким раствором может быть описан круг. 

4. Все прямые углы равны между собой. 

5. Если прямая, пересекающая две прямые, образует внутренние односторонние углы, меньшие двух прямых, то, продолженные неограниченно, эти две прямые встретятся с той стороны, где углы меньше двух прямых. 

Исследование системы аксиом Евклида во второй половине XIX века показало её неполноту.

В 1899 году Д. Гильберт предложил первую достаточно строгую аксиоматику евклидовой геометрии. Попытки улучшения евклидовой аксиоматики предпринимались до Гильберта Пашем, Шуром, Пеано, Веронезе, однако подход Гильберта, при всей его консервативности в выборе понятий, оказался более успешным.

Существуют и другие современные аксиоматики, наиболее известные:

· аксиоматика Тарского 

· аксиоматика Биргофа, содержащая всего 4 аксиомы, но использующая вещественные числа как готовое понятие. 

Планиметрия (от лат. planum — «плоскость», др. - греч. μετρεω — «измеряю») — раздел евклидовой геометрии, изучающий двумерные (одноплоскостные) фигуры, то есть фигуры, которые можно расположить в пределах одной плоскости.

Первое систематическое изложение планиметрии впервые было дано Евклидом в его труде «Начала» (лат. Elementa).

Планиметрия содержит:

1. Введение (в нём дается определение понятия фигуры, как множества точек, изучаются свойства расстояний, определяются понятия аксиомы, теоремы и другие понятия). 

2. Перемещения плоскости (движение), то есть преобразования плоскости, сохраняющие расстояния между точками. 

3. Параллельность. 

4. Построение треугольников. Четырёхугольники. 

5. Многоугольники и их площади. 

6. Окружность и круг. 

7. Подобие и гомотетия. 

8. Тригонометрические функции. 

9. Метрические соотношения в треугольнике. 

10. Вписанные и описанные многоугольники. 

11. Длина окружности и площадь круга. 

Были попытки излагать обе части геометрии (планиметрию и стереометрию) вместе, слитно, изучая плоские и пространственные фигуры одновременно.

Фигуры, изучаемые планиметрией

· Точка 

· Прямая 

· Параллелограмм (частные случаи: квадрат, прямоугольник, ромб) 

· Трапеция 

· Окружность 

· Треугольник 

· Многоугольник
Рассмотрим треугольник
Треугольник – это одна из самых простых геометрических фигур. Но в то же время с треугольником связаны все основополагающие понятия тригонометрии. Тригонометрия – это раздел математики, который изучается в более старших классах.  [image: image12.png]



Треугольник — простейший многоугольник, имеющий 3 вершины (угла) и 3 стороны; часть плоскости, ограниченная тремя точками, не лежащими на одной прямой, и тремя отрезками, попарно соединяющими эти точки.

Вершины треугольника обычно обозначаются заглавными латинскими буквами (A, B, C), величины углов при соответственных вершинах — греческими буквами (α,β,γ), а длины противоположных сторон — прописными латинскими буквами (a, b, c).
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Неравенство треугольника

Стороны треугольника нельзя задавать произвольно, они связаны следующими неравенствами. В треугольнике сумма двух его сторон должна быть больше третьей стороны, в ином случае треугольник называется вырожденным.

· a < b + c 

· b < c + a 

· c < a + b 

В случае невыполнения одного из неравенств, треугольник называется вырожденным, далее везде предполагается невырожденный случай.
Признаки равенства треугольников

Треугольник однозначно (с точностью до конгруэнтности) можно определить по следующим тройкам основных элементов:

· a, b, c (равенство по трём сторонам); 

· a, b, γ (равенство по двум сторонам и углу между ними); 

· a, β, γ (равенство по стороне и двум прилежащим углам). 

Соотношения в треугольнике

Если известны три величины, указанные выше, то остальные можно найти по следующим формулам:

Теорема синусов
[image: image4.png]a b c

Gna  smB3 smo




(Из теоремы следует, что если a < b < c, то α < β < γ)

Теорема косинусов
c² = a² + b² – 2ab cos γ 

(Является обобщением теоремы Пифагора)

Теорема о сумме углов треугольника
α + β + γ = 180° (π) 

Отрезки и окружности, связанные с треугольником

Окружность, касающаяся всех трех сторон треугольника, называется его вписанной окружностью. Она единственна. Окружность, проходящая через все три вершины треугольника, называется его описанной окружностью. Описанная окружность также единственна.

Медианой треугольника, проведенной из данной вершины, называется отрезок, соединяющий эту вершину с серединой противолежащей стороны. Все три медианы треугольника пересекаются в одной точке. Эта точка пересечения называется центроидом или центром тяжести треугольника. Последнее название связано с тем, что у треугольника, сделанного из однородного материала, центр тяжести находится в точке пересечения медиан. Центроид делит каждую медиану в отношении 1:2, считая от основания медианы.

Перпендикуляр, опущенный из вершины треугольника на противоположную сторону или ее продолжение, называется высотой треугольника. Три высоты треугольника пересекаются в одной точке, называемой ортоцентром треугольника.

Биссектрисой треугольника, проведенной из данной вершины, называют отрезок, соединяющий эту вершину с точкой на противоположной стороне и делящий угол при данной вершине пополам. Биссектрисы треугольника пересекаются в одной точке, и эта точка совпадает с центром вписанной окружности (инцентром).

Средней линией треугольника называют отрезок, соединяющий середины двух сторон этого треугольника.

Как было сказано, в равнобедренном треугольнике биссектриса, медиана и высота, проведенные к основанию, совпадают. Верно и обратное: если биссектриса, медиана и высота, проведенные из одной вершины, совпадают, то треугольник равнобедренный. Если треугольник разносторонний, то для любой его вершины биссектриса, проведенная из нее, лежит между медианой и высотой, проведенными из той же вершины.

Серединные перпендикуляры к сторонам треугольника также пересекаются в одной точке, которая совпадает с центром описанной окружности.

Вневписанной окружностью называется окружность, касающаяся одной стороны треугольника и продолжения двух других сторон.

Середины трех сторон треугольника, основания трех его высот и середины трех отрезков, соединяющих его вершины с ортоцентром, лежат на одной окружности, называемой окружностью девяти точек.

В любом треугольнике центр тяжести, ортоцентр, центр описанной окружности и центр окружности девяти точек лежат на одной прямой, называемой прямой Эйлера.

Ортоцентр, инцентр, центроид или центр тяжести, а также некоторые другие точки называются замечательными точками треугольника.

Замечательные точки треугольника

Замечательные точки треугольника — точки, местоположение которых не зависит от того, в каком порядке берутся стороны и вершины треугольника.

Примеры точек
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Замечательными точками треугольника являются

· Точки пересечения: 

· Медиан — центроид, центр тяжести; 

· Биссектрис — инцентр, центр вписанной окружности; 

· Высот — ортоцентр; 

· Серединных перпендикуляров — центр описанной окружности; 

· Cимедиан — точка Лемуана; 

· Точки пересечения отрезков, соединяющих вершины треугольника: 

· c точками касания противоположных сторон и вписанной окружности — точка Жергона; 

· c точками касания противоположных сторон и вневписанной окружности — точка Нагеля; 

· c соответствующими свободными вершинами равносторонних треугольников, построенных на сторонах треугольника — точка Ферма; 

· c соответствующими свободными вершинами треугольников, подобных исходному треугольнику и построенных на его сторонах — точки Брокара; 

Центр окружности девяти точек.

В геометрии треугольника окружность девяти точек — это окружность, проходящая через середины всех трёх сторон треугольника. Она также называется окружностью Эйлера, окружностью Фейербаха, окружностью шести точек.

Окружность девяти точек получила такое название из-за следующей теоремы: Основания трёх высот произвольного треугольника, середины трёх его сторон и середины трёх отрезков, соединяющих его вершины с ортоцентром, лежат все на одной окружности.
	


Окружность девяти точек обладает ещё целым рядом свойств:

· Центр окружности девяти точек лежит на прямой Эйлера, точно в середине отрезка между ортоцентром и центром описанной окружности. 

· Радиус окружности девяти точек равен половине радиуса описанной окружности. Более того, описанная окружность есть образ окружности девяти точек относительно гомотетии с центром в ортоцентре и коэффициентом 2. 

· (теорема Фейербаха) Окружность девяти точек произвольного треугольника касается вписанной и всех трёх вневписанных окружностей этого треугольника. 

История

Эйлер в 1765 году доказал, что основания высот и середины сторон лежат на одной окружности (отсюда название «окружность шести точек»). Первое полное доказательство общего результата было, по-видимому, опубликовано Карлом Фейербахом в 1821 году (вместе с теоремой, носящей его имя), но есть указания на то, что оно было известно и ранее.

Типы треугольников

	Виды треугольников

	

Остроугольный
	

Тупоугольный
	

Прямоугольный

	

Разносторонний
	

Равнобедренный
	

Равносторонний


По величине углов

Поскольку сумма углов треугольника равна 180°, то не менее двух углов в треугольнике должны быть острыми (меньшими 90°). Выделяют следующие виды треугольников:

· Если все углы треугольника острые, то треугольник называется остроугольным; 

· Если один из углов треугольника тупой (больше 90°), то треугольник называется тупоугольным; 

· Если один из углов треугольника прямой (равен 90°), то треугольник называется прямоугольным. Две стороны, образующие прямой угол, называются катетами, а сторона, противолежащая прямому углу, называется гипотенузой. 

По числу равных сторон

· Разносторонним называется треугольник, у которого длины трех сторон попарно различны. 

· Равнобедренным называется треугольник, у которого две стороны равны. Эти стороны называются боковыми, третья сторона называется основанием. В равнобедренном треугольнике углы при основании равны. Высота, медиана и биссектриса равнобедренного треугольника, опущенные на основание, совпадают. 

· Равносторонним называется треугольник, у которого все три стороны равны. В равностороннем треугольнике все углы равны 60°, а центры вписанной и описанной окружностей совпадают. 

Мытищи, 2009г

Патанин
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