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Администрация Мытищинского муниципального района

Московской области

Муниципальное общеобразовательное учреждение – гимназия № 17

Сообщение
Знакомство с графами

Захаровой Ангелины 6 класс

Первооткрывателем теории графов является Леонард Эйлер (1736 год), хотя термин «граф» впервые ввел в 1936 году венгерский математик Денеш Кениг. А началась теория графов с одного неожиданно возникшего вопроса, а точнее, с задачи.
Как-то, гуляя по городу Кенигсбергу (сейчас этот город называется Калининград), известный философ Иммануил Кант, обратил внимание на семь мостов, которые связывали с берегами и друг с другом два острова, и подумал, можно ли пройти по всем этим мостам и при этом вернуться в исходную точку так, чтобы по каждому мосту пройти только один раз. Так появилась задача, известная в математике как задача о семи кенигсбергских мостах, решить которую И. Кант предложил нашему  петербургскому знаменитому математику швейцарского происхождения Леонарду Эйлеру.  

Л. Эйлер справился с задачей. 

	В ходе решения задачи, Л. Эйлер изобразил условия задачи в виде графа, где вершины -острова и берега, а ребра – мосты. 
	


На рисунке изображена схема семи мостов Кенигсберга, а также граф, соответствующий этой схеме (при построении графа считалось, что каждый берег реки и острова – это вершины графа, а мосты – его ребра).
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С момента открытия Л. Эйлером графов, с их помощью изображаются схемы дорог, газопроводов, тепло- и электросети. 
Графы помогают решать математические и экономические задачи.
Графами называются определенное количество точек, соединенных отрезками прямых или кривых линий, например:
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Такие точки назвали вершинами графа, а попарно соединяющие их линии - ребрами или дугами графа.
Графы бывают разные. Например, граф, состоящий только из изолированных вершин, называется нуль-графом, а граф, в котором каждая пара вершин соединена ребром, называется полным.
Из вершины может исходить множество ребер, и в зависимости от количества таких исходящих из вершины ребер, определяется  степень вершины. Проще говоря, сколько выходит из вершины ребер, такая и степень этой самой вершины.
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Например, изобразим граф с пятью вершинами. 
Тогда получается, что:
Степень вершины А = 1, 
Степень вершины Б = 2, 
Степень вершины В = 3, 
Степень вершины Г = 2, 
Степень вершины Д = 0.

Вершина называется нечетной - если степень этой вершины нечетная, 
Четной - если степень этой вершины четная.
Задача о семи кенигсбергских мостах, решенная Эйлером, стала основой некоторых сформулированных правил, относящихся к определенным графам. 

1. Степени вершин полного графа одинаковы, и каждая такая степень на 1 меньше числа вершин этого графа.
2. Сумма степеней вершин графа число четное, равное удвоенному числу ребер графа. Это правило подходит не только для полного, но и для любого графа.

3. Число нечетных вершин любого графа четно.
4. Невозможно начертить граф с нечетным числом нечетных вершин.
5. Если все вершины графа четные, то можно не отрывая карандаш от бумаги («одним росчерком»), проводя по каждому ребру только один раз, начертить этот граф. Движение можно начать с любой вершины и закончить его в той же вершине.
6. Граф, имеющий всего две нечетные вершины, можно начертить, не отрывая карандаш от бумаги, при этом движение нужно начать с одной из этих нечетных вершин и закончить во второй из них.
7. Граф, имеющий более двух нечетных вершин, невозможно начертить «одним росчерком». 

И теперь становиться понятным, как Л. Эйлер решал свою задачу.

Решение: Прохождение по всем мостам при условии, что нужно на каждом побывать один раз и вернуться в точку начала путешествия, на языке теории графов выглядит как задача изображения «одним росчерком» графа, представленного на рисунке. Но, поскольку граф на этом рисунке имеет четыре нечетные вершины, то такой граф начертить «одним росчерком» невозможно (правило 7). Значит, и пройти по кенигcбергским мостам, соблюдая заданные условия, нельзя.

Что бы еще лучше представить себе что такое графы, приведем пример такой задачи:

В деревне 9 домов. Известно, что у Петра соседи Иван и Антон, Максим сосед Ивану и Сергею, Виктор – Диме и Никите, Евгений – сосед Никиты, а больше соседей в этой деревне нет (соседними считаются дворы, у которых есть общий участок забора). Может ли Петр огородами пробраться к Никите за яблоками?

Ответ: Нет, не может.

Решение. Выпишем имена мальчиков и соединим соседей линиями: 

Сергей -------- Максим -------- Иван -------- Петр -------- Антон

Дима -------- Виктор -------- Никита -------- Евгений 

Некоторые Графы называется двудольными. Это если его вершины можно разделить на две доли, так чтобы любые две соседние вершины были из разных долей.
Если любые две вершины из разных долей - соседние, то граф называется полным двудольным. Например, это выглядит так: 
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Примером двудольного графа, может быть такая задача:

На 8 марта каждый из 10 мальчиков класса подарил по цветку 8 одноклассницам. Известно, что каждая девочка получила по 5 цветков. Сколько всего девочек в классе?

Ответ: 16.

Решение. Подсчитаем количество «ребер»: Каждый из 10 мальчиков подарил по 8 цветков, поэтому всего было подарено 80 цветков. Поскольку каждая девочка получила по 5 цветков, то всего было 16 девочек.

В теории графов существует лемма о рукопожатиях, говорящая  о том, что Сумма степеней всех вершин графа - четное число, равное удвоенному числу ребер. Таким образом, в любом графе число вершин нечетной степени четно. 

Лучше лемму о рукопожатиях продемонстрировать на примере такой задачи:
Аркадий, Борис, Владимир, Григорий и Дмитрий при встрече обменялись рукопожатиями (каждый пожал руку каждому по одному разу). Сколько всего рукопожатий было сделано? 
Пусть каждому из пяти молодых людей соответствует определенная точка на плоскости, названная первой буквой его имени, а производимому рукопожатию — отрезок или часть кривой, соединяющая конкретные точки — имена.
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На следующем рисунке изображен граф, соответствующий всем совершенным рукопожатиям. 
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Если подсчитать число ребер графа, изображенного на рисунке, то это число и будет равно количеству совершенных рукопожатий между пятью молодыми людьми. Их 10.
Можно заметить, что если полный граф имеет n вершин, то количество ребер будет равно
n(n-1)/2

Путем в графе от одной вершины к другой называется такая последовательность ребер, по которой можно проложить маршрут между этими вершинами.
При этом никакое ребро маршрута не должно встречаться более одного раза. Вершина, от которой проложен маршрут, называется началом пути, вершина в конце маршрута - конец пути. 

Циклом называется путь, в котором совпадают начало с концом. 
Если все вершины цикла разные, то такой цикл называется элементарным (или простым) циклом. Если же цикл включает в себя все ребра графа по одному разу, то такой цикл называется Эйлеровой линией. 
На рисунке приведены примеры Эйлеровых линий.
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Нужно отметить, что путь, проложенный по сторонам любого многоугольника, начинающийся и заканчивающийся в одной и той же его вершине, является Эйлеровой линией.
Графы бывают и такие, которые называются «Деревом». Это любой связный граф, не имеющий циклов. 


	На рисунке изображен пример графа «дерева». Вершина дерева, имеющая степень единицу, называется висячей вершиной (на рисунке они отмечены кружком). 
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Граф «Дерево» обладает своими особенными свойствами:
Свойство 1. Для каждой пары вершин дерева существует единственный путь, их соединяющий. 
Этим свойством пользуются при нахождении всех предков, например, по мужской линии, любого человека, чья родословная представлена в виде генеалогического дерева, которое является «деревом» и в смысле теории графов. 


Свойство 2. Всякое ребро в дереве является мостом. 
Если удалить любое ребро дерева, то дерево «распадается» на два дерева. 
Например Теорема: Дерево с n вершинами имеет n – 1 ребро.
Доказательство:
Для дерева — изолированной вершины n=1 и ребер 0, что соответствует теореме (n—1 = 1-1 = 0). Если из графа «дерева», не являющегося изолированной вершиной, удалить одно ребро, то получается два дерева с теми же вершинами. Для получения трех деревьев нужно удалить два ребра; для получения четырех деревьев — три ребра и т. д. Наибольшее количество деревьев из графа с n вершинами можно получить n (n изолированных вершин), чего можно достичь, удалив n – 1 ребро. Это и требовалось доказать.
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