Движения на плоскости и их  применения к геометрическим построениям

1. Общее понятие о точечных преобразованиях фигур
Пусть Ф – некоторая фигура, расположенная в плоскости. Пусть установлено некоторое правило, в силу которого каждой точке М  фигуры Ф ставится в соответствие некоторая определённая точка М1 той же плоскости. Тогда говорят, что в плоскости установлено преобразование фигуры Ф. При этом точка М1 называется образом точки М, а точку М называют прообразом точки М1. Совокупность всех точек, соответствующих точкам данной фигуры Ф, образует некоторую фигуру Ф1, которая называется образом данной фигуры; при этом первоначальную фигуру называют прообразом фигуры Ф1.
Фигура Ф может быть, в частности, всей плоскостью. 

Следующие примеры дают представление о различных способах задания преобразований фигур.

Пример 1. Каждой точке плоскости ставится в соответствие эта же точка. Такое преобразование называется тождественным преобразованием плоскости. При этом преобразовании плоскости каждая фигура преобразуется в себя.
Пример 2. Каждой точке плоскости ставится в соответствие одна и та же точка О этой плоскости.

Пример 3. На данной плоскости строим прямоугольную систему координат. Пусть 

М (х; у) – какая-либо точка плоскости. Если х≤0, то полагаем М1 ≡ М, т. е. принимаем за образ ту же точку. Если же х>0, то полагаем М1 (х - 1; у). Иначе говоря, сохраняем ординаты всех точек, а также сохраняем неположительные абсциссы, а положительные абсциссы уменьшаем на 1.
Наиболее важную роль в геометрии играют так называемые взаимно однозначные преобразования. Преобразование фигуры называется взаимно однозначным или одно-однозначным (1-1-значным), если каждая точка фигуры-образа имеет только один прообраз.
Пример 1 представляет 1–1–значное преобразование всей плоскости в себя. Простой пример взаимно однозначного преобразования полуокружности в отрезок получим, если сопоставим каждой точке полуокружности АmВ (рис. 1)её ортогональную проекцию на диаметр АВ.
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                             Рис. 1.
Согласно определению, нарушение взаимной однозначности преобразования происходит вследствие того, что различные точки фигуры Ф отображаются в одну и ту же точку фигуры Ф1 , так что некоторые точки фигуры Ф1 будут обладать несколькими прообразами или даже бесконечным множеством прообразов. Так, преобразование, приведённое в примере 2, не является 1-1-значным, так как любую точку плоскости можно считать за прообраз точки О.
Рассмотрим ещё пример. Пусть каждой точке некоторой окружности w (рис. 2) ставится в соответствие её проекция на один и тот же диаметр АВ; такое преобразование окружности в отрезок не будет 1-1-значным, так как каждая точка диаметра АВ (за исключением его концов) будет служить образом двух различных точек окружности. Если же каждой точке некоторого круга сопоставить её проекцию на один и тот же диаметр этого круга, то каждая точка этого диаметра (кроме его концов) будет иметь бесконечно много прообразов, так что преобразование также не будет взаимно однозначным.
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В случае 1-1-значного преобразования П, помимо данного соответствия М→М1, возникает одновременно соответствие М1→М, так как каждая точка фигуры Ф1  обладает единственным, вполне определённым прообразом. Это новое преобразование, которое ставит в соответствие каждой точке фигуры Ф1 её прообраз в данном преобразовании, называют обратным данному преобразованию П и обозначают знаком Пˉ¹.
Среди взаимно однозначных преобразований особую роль играют движения.

Движением на плоскости называют в геометрии всякое преобразование, обладающее следующим свойством: если A и В – две произвольные точки фигуры Ф, преобразующиеся соответственно в точки А1 и В1, то отрезки АВ и А1В1 равны между собой.
Из самого определения следует, что движения суть 1-1-значные преобразования: если бы две различные точки А1 и А2 преобразовались движением в одну и ту же точку А, то, по определению, имело бы место соотношение А1А2 = АА, т. е. точки А1 и А2 совпадали бы, что невозможно.
Можно доказать, что движение преобразует отрезок в отрезок, прямую – в прямую, луч – в луч, окружность – в окружность того же радиуса.

Две произвольные фигуры принято называть равными, если существует движение, преобразующее одну из них в другую, так что всякое движение преобразует каждую фигуру в равную ей фигуру.

Применение преобразований к геометрическим построениям часто называют в теории геометрических построений методом геометрических преобразований. Идея метода геометрических преобразований состоит в том, что искомую или данную фигуру преобразуют так, чтобы после этого построение стало проще или даже непосредственно свелось к какой-либо элементарной задаче.
2. Параллельный перенос
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Пусть на плоскости задан некоторый вектор v ≡ ОО1.
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Параллельным переносом фигуры Ф на вектор v называется такое преобразование фигуры Ф, при котором каждой точке М этой фигуры ставится в соответствие такая точка 
 М1 плоскости, что выполняется условие: ММ1  =  v.
Очевидно, любая заданная пара соответственных точек вполне определяет перенос, 
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так как если задана точка А и соответствующая ей точка А1. то, по определению, v = АА1. 
Перенос является движением, так как из того, что векторы АА1 и ВВ1 равны 
                                                                                  

одному и тому же вектору ОО1, следует, что АА1 = ВВ1, а отсюда вытекает равенство отрезков АВ и А1В1. Поэтому при переносе каждая фигура преобразуется в равную ей фигуру.

Для прямолинейных фигур построение их образов в данном переносе осуществляется по нескольким точкам. Для построения образа данной окружности строят образ её центра и, принимая его за центр, проводят окружность тем же радиусом.

Применение параллельно переноса для геометрических построений называют методом параллельного переноса. Сущность этого метода состоит в том, что наряду с данными и искомыми фигурами рассматриваются некоторые другие фигуры, которые получаются из данных или искомых фигур или их частей путём переноса на некоторый вектор. Этим путём иногда удаётся облегчить проведение анализа. Метод параллельного переноса применяют главным образом для объединения разрозненных частей фигур. Особенно часто этим методом пользуются для построения многоугольников. Иногда метод переноса оказывается полезным при решении задач на „кратчайший путь”.
Пример 1. Между пунктами А и В течёт канал. Где следует выбрать место для моста, чтобы путь от А до В был кратчайшим?
Представим себе берега канала в виде двух параллельных прямых a и b (рис. 3), а мост – в виде отрезка MN, перпендикулярного к этим прямым.
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Задача заключается в том, чтобы выбрать такое положение точки M на прямой a (или точки N на прямой b), чтобы ломаная AMNB имела наименьшую длину.

Так как длина отрезка MN постоянна, то условие задачи равносильно требованию, чтобы сумма отрезков AM и BN была наименьшей.                                       
Чтобы связать отрезки AM и BN, перенесём отрезок BN на вектор NM. Тогда точка N перейдёт в точку M, а точка B – в некоторую точку В1, которая легко может быть построена. Так как BN = B1M, то нужно найти такое положение точки М, при котором ломаная В1МА, концы которой известны, имела бы наименьшую длину. Ясно, что это будет в случае, когда точки B1, M и A расположатся на одной прямой.
Построение показано на рисунке 4. Проводим прямую BC перпендикулярно прямой a и откладываем на ней отрезок BB1, равный ширине канала. Строим прямую AB1. Прямая AB1 пересекает прямую a в искомой точке M. 
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Задача всегда имеет решение, притом единственное.  

3. Осевая симметрия

  Две точки плоскости M и M1 называются симметричными относительно прямой s, если они расположены на одном перпендикуляре к прямой s и прямая s делит отрезок MM1 пополам.

Преобразование, при котором каждой точке данной фигуры ставится в соответствие точка, симметричная ей относительно прямой s, называется осевой симметрией или отражением в прямой s. Прямая s называется при этом осью симметрии.
Ясно, что осевая симметрия определяется любой парой несовпадающих соответственных точек M и M1: ось пройдёт через середину отрезка MM1 перпендикулярно к нему.

Для построения точки M1, симметричной данной точке M (не лежащей на s), достаточно провести из точки M как центра какую-либо окружность, пересекающую s, а затем тем же радиусом провести из полученных точек пересечения две окружности. Точка их пересечения, отличная от M, и будет искомой точкой M1. Следовательно, построение симметричных точек можно осуществлять с помощью циркуля, прибегать к употреблению линейки нет надобности.
Осевая симметрия является движением. Действительно, пусть в симметрии относительно s точке А соответствует точка А1, а точке В – точка В1 (рис. 5). Тогда ▲АА2В2 = ▲А1А2В2 (по двум катетам), а поэтому АВ2 = А1В2 и ∟ А2В2А =

= ∟ А2В2А1. Отсюда легко усмотреть, что ∟ АВ2В = ∟ А1В2В1 и поэтому ▲ АВ2В = ▲ А1В2В1 по двум сторонам и углу между ними (по первому признаку равенства треугольников). Следовательно, АВ = А1В1, так что осевая симметрия преобразует каждую фигуру в равную ей фигуру.
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Наше рассуждение проведено в предположении, что отрезок АВ не перпендикулярен к оси симметрии. Если АВ перпендикулярен s, то доказательство лишь упрощается.
Пример 1. Прямая MN пересекает отрезок АВ. Найти на прямой MN такую точку Х, чтобы прямая MN служила биссектрисой угла АХВ.
Если А1 – отражение точки А в прямой MN (рис.6), то по определению АР = А1Р и ∟ МРА = ∟ МРА1 = 90°. 
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Поэтому ▲ ХРА = ▲ ХРА1 и, следовательно, ∟ РХА = ∟ РХА1. Таким образом, точка В должна располагаться на прямой А1Х, иначе говоря, точка Х должна располагаться на прямой А1В. Поэтому точка Х может быть построена как пересечение прямой А1В с прямой МN.

Задача имеет единственное решение, если расстояния точек А и В от прямой МN не одинаковы. Если эти расстояния одинаковы, но точки А и В не симметричны относительно прямой MN, то задача вовсе не имеет решения (так как прямая А1В пойдёт параллельно MN). Наконец, если точки А и В симметричны относительно MN, то задача становится неопределённой: любая точка прямой MN удовлетворяет в этом случае условию задачи.
Пример 2. Построить треугольник, зная сторону АС = b, прилежащий к ней угол 
А = a и разность двух других сторон AВ – ВС = r.
Пусть АВС (рис. 7) – искомый треугольник. Величины b и a являются элементами треугольника АВС. Чтобы ввести в чертёж данную величину r, достаточно отразить сторону ВС в биссектрисе угла В; если при этом точка С преобразуется в точку С1, то точка С1 окажется на стороне АВ, причём отрезок АС1 = АВ – ВС1 = АВ – ВС = r. В треугольнике АСС1 теперь известны две стороны и угол между ними, так что он легко может быть построен. Кроме этого, замечаем, что биссектриса угла В перпендикулярна прямой СС1 и делит отрезок СС1 пополам.
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Итак, для построения треугольника АВС надо предварительно построить треугольник АСС1 по двум сторонам и углу между ними, а затем провести прямую, перпендикулярную СС1, через середину отрезка СС1 до пересечения с лучом АС1; эта точка пересечения и явится третьей вершиной В искомого треугольника.

Доказательство не составляет труда.

Исследование. Заметим прежде всего, что по условию АВ > ВС и поэтому ∟ А < ∟ С, следовательно, угол a должен быть острым. При этом условии симметраль точек С и С1 пересечёт луч АС1 в том и только в том случае, когда ∟ СС1В острый, т. е. ∟ АС1С тупой, так что отрезок АС1 меньше проекции отрезка АС на прямую АВ: r < b cos a.

Это неравенство не может осуществиться, если а ≥ 90°. Таким образом, соотношение r < b cos a выражает условие (однозначной) разрешимости задачи.
 4. Вращение около точки 

Пусть в плоскости даны точка О и ориентированный угол а. Каждой точке М данной плоскости будем ставить в соответствие такую точку М1, чтобы 1) ОМ = ОМ1; 
2) ∟МОМ1 = а ( рис. 8). 
Такого рода соответствие называется вращением плоскости около точки О на угол а. Точка О называется центром вращения, угол а – углом поворота.
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Вращение является движением. В самом деле, если О – центр вращения, а – угол поворота, АА1 и ВВ1 – две пары соответственных точек, то, по определению, ОА = ОА1, ОВ = ОВ1.
 Кроме того, ∟ А1ОВ1 = а - ∟ ВОА1 = ∟ АОА1 - ∟ ВОА1 = ∟ АОВ. Поэтому ▲ А1ОВ = ▲ АОВ и, следовательно, А1В1 = АВ.

Таким образом, вращение переводит всякую фигуру в равную ей фигуру.

Чтобы построить образ некоторой прямой, достаточно избрать на ней какие-либо две точки, построить их образы и соединить их прямой.

Можно также опустить из центра вращения перпендикуляр ОР на данную прямую р, осуществить его поворот на данный угол и провести затем через току Р1 (в которую перейдёт точка Р) прямую р1, перпендикулярную к ОР1.
Чтобы построить образ окружности, надо построить образ её центра и, приняв его за центр, провести окружность тем же радиусом.

Построение образа данного многоугольника сводится к повороту его вершин.

Помимо задания вращения посредством центра вращения и угла поворота, следует отметить способ его задания двумя парами соответственных точек. Имеет место следующая теорема.                                                                               
[image: image14] 
[image: image15]
Теорема. Если два отрезка АВ и А1В1 равны, а векторы АВ и А1В1 не равны, то существует вращение, переводящее точку А в точку А1 и точку В – в точку В1 (следовательно, отрезок АВ – в отрезок А1В1).

Доказательство опустим.
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Если АВ = А1В1, то вращения, переводящего одновременно А в
А1 и В в В1, нет. В этом случае существует параллельный перенос, осуществляющий такое преобразование.

Итак, любое движение отрезка в плоскости можно осуществить посредством вращения или параллельного переноса.

Вращением пользуются как методом решения геометрических задач на построение. Идея метода вращения состоит в том, чтобы повернуть какую-либо данную или искомую фигуру около целесообразно избранного центра на соответствующий угол так, чтобы облегчить проведение анализа задачи или даже непосредственно прийти к решению. Поясним этот приём несколькими примерами.  
Пример 1. Построить треугольник по двум сторонам и медиане, проведённой к третьей стороне.
Пусть АВС (рис. 9) – искомый треугольник, a и b – данные его стороны, CD = Mc – данная медиана.
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Повернув всю фигуру около точки D на 180°, получим параллелограмм АСВС1, у которого известны стороны и одна из диагоналей СС1 = 2Мс. Это подсказывает следующий ход построения: строится (по трём сторонам) треугольник АСС1 и дополняется до параллелограмма АСВС1; соединив точки А и В, получим искомый треугольник АВС.

Построение треугольника АСС1, а следовательно и искомого треугольника, возможно при условии │a - b│ < 2Mc < a + b.
При наличии этих условий решение единственное.

Пример 2. Построить квадрат так, чтобы три его вершины лежали на трёх данных параллельных прямых a, b и c.

Пусть PQRS – искомый квадрат (рис. 10), причём Р принадлежит a, Q принадлежит b, а R принадлежит c. При повороте вокруг точки Q на 90° точка R совпадает с Р, а прямая с преобразуется в прямую с1, проходящую через Р, так что Р ≡ а * с1. Построив отрезок PQ (сторону квадрата), легко построим затем и весь квадрат.
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Выбирая точку Q на различных прямых, получим три неравных квадрата. Исключение составляет тот случай, когда одна из данных прямых равноудалена от двух других: в этом случае квадраты P1Q1R1S1 и P2Q2R2S2 рисунка 11 оказываются равными.
Эта задача имеет бесконечно много решений, которые можно получить, меняя положение точки Q на прямых a, b, c. Каждый из квадратов, которые могут быть получены таким путём, будет равен одному из квадратов P1Q1R1S1, P2Q2R2S2 и P3Q3R3S3.
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Вращение на 180° часто рассматривают как особый вид преобразования. Если О – центр вращения, то каждая точка М плоскости преобразуется при этом в такую точку М1, что точки М и М1 располагаются на прямой, проходящей через точку О, и находятся по разные стороны от точки О на одинаковых от неё расстояниях. Такое преобразование называется центральной симметрией относительно точки О. Ясно, что центральная симметрия определяется заданием центра или одной пары соответственных точек.
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