МУЛЬТИПЛИКАТИВНЫЕ ФОРМУЛЫ В ТРЕУГОЛЬНИКЕ
1.  При изучении треугольника обращают на себя внимание многочисленные формулы, в которых различные характерные элементы треугольника входят только в виде произведений. 
Таковыми являются, например, формулы

4RS = abc, аНа = bHb = сНc ,   S2 = р (р - а)(р -b)(р - с),

S = рr, аb = 2HcR и т.д.

Если элементами треугольника считать и тригонометри​ческие функции его углов, то число мультипликативных формул значительно увеличится:

а = 2R sin α,  2S = bс sin α,  2S sin α = а2 sin β sin у,
Ha = b sin y = с sin β
и многие другие.

Если научиться применять такой универсальный спо​соб получения всех подобных формул, то у любого есть возможность находить другие формулы, даже не встречавшиеся ранее в литературе, интересные мультипликативные соотно​шения между элементами треугольника, которые можно открывать самостоятельно.
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Пусть на рисунке А1, А2, А3, _ вершины треугольника; О - центр вписанного круга; O1, O2 и O3 - центры кругов, касающихся извне сторон треугольника (так называемые вневписанные круги).

Введем обозначения: а1, а2, а3 - стороны треугольника; r, r1, r2, r3, r4 _ радиусы вписанного и вневписанных кругов;  р – полупериметр; S - площадь треугольника;            р1 = р – а1,
p2 = р – a2, p3 = p – a3 (геометрический смысл величин p1, p2, p3 – расстояния от вершин треугольника до точек касания вписанного круга; именно эти величины и входят в формулу Герона для площади треугольника); R - радиус описанного круга; H1, H2 и H3 — высоты; h1, h2 и h3 — полу​высоты – расстояния от вершины треугольника до соответствующей средней линии.

Целесообразность рассмотрения вместо высот треугольни​ка полувысот h1, h2 и h3 выяснится в дальнейшем.

Поставим вначале задачу выразить элементы треугольни​ка через радиус описанного круга R и углы треугольника.

Проще всего, естественно, выражаются стороны:
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Полупериметр также легко представляется в нужном виде:
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                                               (2)
(менее известная мультипликативная формула).
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                                 (3)
Разложение  на  множители   в  формулах  (2)   и  (3) легко могут быть получены читателями.
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Теперь сразу получается  мультипликативное  представление для площади треугольника
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Здесь намеренно не приведено упрощение, хотя в этом слу​чае формула выглядела бы и проще:
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Легко получить формулы и для полувысот, например,
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Несколько больше времени придется потратить читателям для проверки соответствующих формул для радиусов вне​вписанных кругов
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А вот теперь наступает решающий момент. Можно заметить, что все элементы, входящие в формулы (1)-(7), представляют собой произведение 4R на синусы и косинусы половин углов треугольника. Достаточно ввести удачные обозначения, чтобы формулы стали еще кра​сивее, а именно, обозначим той же буквой с черточкой безразмерное отношение соответствующего элемента к 4R (для площади 
[image: image13.wmf])

16

2

R

S

S

=

;


[image: image14.wmf];

4

R

a

a

n

n

=

 
[image: image15.wmf];

4

R

r

r

=



 EMBED Equation.3  [image: image16.wmf];

4

R

p

p

n

n

=

 
[image: image17.wmf];

4

R

p

p

=

                                                                           (8)

и т.д., а 
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просто буквами sn и сn (n = 1, 2, 3). Тогда
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      В формулах первой из этих двух строк индексы п, m и к принимают разные из трех значений 1, 2 или 3.

Таким образом, безразмерные величины с черточками есть просто произведения некоторых из шести величин s1, s2, s3, c1, c2, c3.
Теперь можно получить отношения любых пар из пере​численных элементов треугольника, например,
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 EMBED Equation.3  [image: image29.wmf]2

1

2

1

3

2

1

2

1

3

3

c

c

s

s

c

c

c

s

s

c

p

p

=

=

 и т.д.
Можно составить полную таб​лицу таких отношений.

Удивительная простота этих формул позволяет получать всевозможные мультипликативные соотношения между пере​численными элементами треугольника.

Так, нетрудно заметить что представление для 
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 может быть записано различными способами:
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что соответствует известным в геометрии формулам для площади треугольника
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(напомним, что 
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где Нn – высота треугольник).

Кроме того 
[image: image35.wmf],

3

3

2

1

c

s

a

a

S

=

 значит

[image: image36.wmf]-

=

=

=

3

2

1

3

3

2

1

3

3

2

1

sin

2

1

2

cos

2

sin

a

a

a

a

a

a

a

c

s

a

a

S

выражение для площади треугольника через две стороны и угол между ними. Аналогично, формула
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соответствует известной геометрической формуле
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Соотношение 
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эквивалентно соотношению 
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 тоже что встречающаяся в учебниках формула для площади.

Целый ряд интересных формул получается, если записать разными способами 
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 Так, если заметить, что 
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 то что соответствует формуле Герона для площади треугольника.
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Если же представить 
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 то получим еще одну формулу, аналогичную формуле Герона
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которая реже встречается в литературе. Наконец,
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 или 
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 отсюда
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 выражение для площади треугольника через высоты  и ра​диус описанного круга.
Теперь уже можно и самим получать различные формулы рассматриваемого типа. Так, несложно проверить интересные соотношения   pp1=r2r3; rr1=p2p3, а также 
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 EMBED Equation.3  [image: image53.wmf]r
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 и, соответственно, многие другие.
2. Рассмотренная методика получения мультипликативных формул позволяет получать и многие немультипликативные формулы геометрии треугольника. Одной из самых извест​ных таких формул является, например, теорема косинусов
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или,  как ее еще называют,  обобщенная  теорема Пифагора. Она сразу получается, если заметить, что
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Так как
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то

(а1+a2+a3)(a2+a3-a1)=2a2a3(1+cosα1).
Отсюда легко получается представление cosα1 через три стороны, которое после  упрощения и дает теорему коси​нусов.

Систематический метод получения многих немультипли​кативных формул,   связывающих элементы треугольника, основан  на трех соотношениях  между 
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 (Теорема Пифагора) и 
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                       (10)                                 

доказательство которых элементарно.

Для иллюстрации метода получим сначала несколько тривиальных формул. Из равенства c1=s2с3+s3с2 следует, что s1с1=s1s2c3+s1s3c2 или a1=p2+p3 (11), кото​рая просто означает, что сторона треугольника составляется из двух касательных к вписанному кругу.
Равенство s1=c2с3-s2s3 дает s1с1=с1с2c3-s2s3с1 или a1=p-p1 (12), что также очевидно. Приравнивая два полученных представления для a1, получим p2+p3=p-p1 или p1+ p2+p3=p (13). Складывая три выражения a1=p2+p3, a2=p1+p3, a3= p1+p2, получим a1+a2+a3=2p (14) и т.д.
Разделим каждую из формул (11)-(14) почленно на S и воспользуемся приводимыми ранее представлениями для площади треугольника. Из формулы (11) получим
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 высота треугольника есть среднее гармоническое между радиусами соответствующих вневписанных кругов. (Напомню, что величина x является средним гармоническим двух других величин u и v, если x-1 есть среднее арифметическое u-1 и v-1,) Аналогично 
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Для иллюстрации метода получим сначала несколько тривиальных формул. Из равенства c1=s2с3+s3с2 следует, что s1с1=s1s2c3+s1s3c2 или a1=p2+p3 (11), кото​рая просто означает, что сторона треугольника составляется из двух касательных к вписанному кругу.

Равенство s1=c2с3-s2s3 дает s1с1=с1с2c3-s2s3с1 или a1=p-p1 (12), что также очевидно. Приравнивая два полученных представления для a1, получим p2+p3=p-p1 или p1+ p2+p3=p (13). Складывая три выражения a1=p2+p3, a2=p1+p3, a3= p1+p2, получим a1+a2+a3=2p (14) и т.д.

Разделим каждую из формул (11)-(14) почленно на S и воспользуемся приводимыми ранее представлениями для площади треугольника. Из формулы (11) получим
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 высота треугольника есть среднее гармоническое между радиусами соответствующих вневписанных кругов. (Напомню, что величина x является средним гармоническим двух других величин u и v, если x-1 есть среднее арифметическое u-1 и v-1,) Аналогично 
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Последние два равенства дают интересную зависимость
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 суммы обратных величин радиусов вневписанных кругов и высот треугольника равны (каждая равна 1/r).
Эффективность использования первой из формул (10) иллюстрируется следующим примером:
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Раскрывая скобки и используя формулы (8) и (9) полу​чим
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 или 
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Столь же элементарно могут быть получены или провере​ны, например, следующие любопытные формулы:
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 и многие другие формулы, получение кото​рых доступно каждому.

3. Формулы (9) содержат только некоторые, вполне опре​деленные произведения величин sn и sn . Естественно поста​вить вопрос, что означают другие произведения этих вели​чин, отсутствующих в указанных формулах, например, s1c1s2, s1c2, просто s1 или c1, наконец.

Исследование этого вопроса в полном объеме представля​ет самостоятельный интерес. Здесь же можно привести только некоторый небольшой список элементов треугольника, имеющих муль​типликативный характер, аналогичный элементам в форму​лах (9) (см. рис.):
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Вообще,  произведение любого числа величин sn и cn в любых комбинациях соответствует вполне определенному отрезку треугольника. Так, 4Rs1c1s2 есть расстояние от вер​шины Аз до биссектрисы угла А2 треугольника, а 4Rs1c1c2 – расстояние от вершины Аз до биссектрисы внешнего угла треугольника при вершине А2.

Хорды вписанной и вневписанных окружностей, соеди​няющие точки касания сторон треугольника этими окруж​ностями, также являются мультипликативными элементами рассматриваемого типа. Так, например, величина хорды вписанной окружности, перпендикулярной биссектрисе угла А1 и проходящей через точки касания сторон a2 или a3 тре​угольника, равна 8Rs1s2s3c1. Если получить аналогичные представления для остальных одиннадцати хорд всех четы​рех вписанной и вневписанных окружностей, то нетрудно доказать следующее любопытное утверждение: среднее геометрическое всех двенадцати хорд равно среднему геометри​ческому высот треугольника 
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Вообще, имея достаточно большой набор мультипликатив​ных формул, можно с легкостью получать бесчисленное ко​личество интересных задач. Вот некоторые из них, которые понравились:

1) Произведение расстояний от центра вписанной окруж​ности до вершин треугольника равно произведению квадрата диаметра вписанной окружности на радиус описанной.

2)   Произведение шести отрезков, соединяющих четыре центра вписанной и вневписанных окружностей равно 256R4S (сравните a1a2a3=4RS).
3)   Среднее геометрическое расстояний от вершины тре​угольника до четырех центров O, O1, O2, O3 равно стороне треугольника, противолежащей этой вершине.
В заключение заметим, что биссектрисы и медианы тре​угольника не являются мультипликативными элементами рассматриваемого типа, так как их представления через ра​диус описанного круга и углы треугольника имеют следую​щий вид (например, для биссектрисы l1 и медианы т1, ис​ходящих из вершины А1):
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Тем не менее первая из указанных формул дает интересные соотношения, одно из которых можно сформулировать:

4). Биссектриса треугольника есть среднее гармоническое между расстояниями от вершины треугольника до центров вписанного и вневписанного кругов в этот угол.

Интересное совпадение

Рассмотрим выпуклый n-угольник, такой, что никакие две его диагонали не параллельны и никакие три не проходят через одну точку.

Число диагоналей этого многоугольника, очевидно, равно числу сочетаний из п элементов по 2 минус число сторон, т.е.
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Иное рассуждение: из любой вершины n-угольника можно провести n - 3 диагонали, а поскольку каждую диагональ нужно считать один раз, то приходим к тому же результату.

Определим число точек пересечения диагоналей n-уголь​ника. Любая такая точка полностью определяется двумя пересекающимися диагоналями, а каждые две диагонали однозначно определяются четырьмя вершинами многоуголь​ника (которые они соединяют). Обратно, каждые четыре вершины n-угольника определяют одну точку пересечения диагоналей. Поэтому искомое число равно числу сочетаний из n элементов по четыре
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Найдем многоугольник, в котором число диагоналей равно числу сторон. Из уравнения
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получим n = 5.

А теперь найдем многоугольник, в котором число диаго​налей равно числу точек пересечения между ними. Уравне​ние
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легко приводится к квадратному

n2 – 3n – 10 = 0

имеющему тот же корень п = 5.

Отсюда следует, что пятиугольник является единствен​ным из многоугольников (с наложенными выше условиями на диагонали), в котором совпадают все три числа: сторон, диагоналей и точек пересечения между ними.
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